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Supersimetrías y Parasimetrías de la Ecuación   
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INTRODUCCIÓN

La ecuación de Riccati, cuya forma más general es: 

     y´+P(x)y+Q(x)y2 = R(x)     (1)

es una de las ecuaciones básicas de la física matemática.  Esta ecuación fue estudiada por el Conde Jacopo 
Francesco Riccati a inicios del siglo XVIII.  Durante el siglo XIX se demostró que no existe una solución elemen-
tal de esta ecuación, lo que aunado a su no-linealidad, hace que cada caso particular sea bastante complicado 
de resolver.

SUPERSIMETRÍAS

En la física matemática actual probablemente la aparición más renombrada de la ecuación de Riccati es 
en la Mecánica Cuántica. Bogdan Mielnik (1984), del Departamento de Física del CINVESTAV, encontró que la 
factorización del Hamiltoniano del Oscilador Armónico Simple (OAS), con potencial V(x) = 1/2x2,1    
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ABSTRACT

It is shown how the Riccati equation allows introducing, in a colloquial way, different sym-
metries of mathematical physics equations.  In particular, we use the defi nition of super-
symmetry in Quantum Mechanics, obtained after working out the second solution to the 
Riccati equation for the equations of the model, to introduce the parasymmetry of other 
mathematical physics equations and of other science fi elds.

RESUMEN

Se describe cómo la ecuación de Riccati nos permite defi nir de manera coloquial diferentes 
simetrías en ecuaciones de la física matemática.  En particular utilizamos la defi nición de 
supersimetría en Mecánica Cuántica, obtenida al desarrollar la segunda solución de Riccati 
para las ecuaciones del modelo, para introducir la parasimetría de otras ecuaciones de la 
física matemática y de otras áreas de las ciencias.
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1 Por simplicidad se utiliza ħ=m=ω=1
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también permiten factorizarlo, siempre y cuando la función β(x) cum-
pla la ecuación de Riccati

β′ + β2 =1 + x2 ,      (5)

donde la prima denota derivada con respecto a x.  Obviamente, una 
primera solución a esta ecuación es β(x)=x.

Es bien sabido que si se conoce una primera solución de una ecuación de 
Riccati y1, una segunda solución y2 se obtiene mediante la transformación 

y y
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        (6)

En el caso del OAS, la segunda solución de la ecuación de Riccati 
conduce a los operadores (4) con  β(x) dada por
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donde el parámetro |λ| .  Mielnik (1984) encontró que aunque 
el orden de los operadores A y A* no es relevante para factorizar al Hamil-
toniano del OAS (A*A=H–½),  el orden de los operadores B y B* sí lo es, 
pues se tiene el producto
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donde �H es un nuevo operador Hamiltoniano � �H d
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y eigenfunciones
�ψ ψn nx B x+

∗=1( ) ( ) ,      (10)

siendo ψn(x) las eigenfunciones originales, tienen el mismo espectro 
que el OAS, 

 
� � �H Em m mψ ψ= , E mm = +

1

2 ,     (11)

con excepción del estado base �ψ0 x( ) , el cual no puede calcularse como en 
la ec.(10), sino que ha de ser determinado independientemente.

Esta propiedad de los Hamilto-
nianos cuánticos, de que su  fac-
torización puede llevar a nuevos 
potenciales que son isoespectrales 
al original, denotando una nueva 
simetría del sistema, lleva el nom-
bre de supersimetría (SUSY).  La 
mayoría de los potenciales de la 
mecánica cuántica pueden ser su-
persimetrizados, además de que 
SUSY permite otras aplicaciones 
en la teoría2. Aún más, es posible 
desarrollar una ulterior supersime-
tría cuántica que lleva el nombre de 
SUSUSY (Fernández, D. J., 1997).   

En general, al parámetro λ se le 
conoce como el parámetro de su-
persimetría.  Aquí simplemente lo 
llamaremos el parámetro de Ricca-
ti.  Las eigenfunciones y potenciales 
supersimétricos tienen la caracte-
rística de presentar ligeras defor-
maciones en su estructura, como 
puede apreciarse en la forma del 
superpotencial �V x( )  para el OAS, 
mostrada en la Fig.1 para diferentes 
valores del parámetro de Riccati.

PARASIMETRÍAS

La aparición de la ecuación de Ric-
cati en la factorización del Hamil-
toniano cuántico es lo que permi-
te realizar la supersimetría. Dicha 
ecuación aparece en muchos sis-

2 SUSY en general viene descrito en el libro de Cooper, F. (2001).

Figura 1.  Potenciales isoespectrales a los del OAS, 
�V x( ) , para varios valores del parámetro 
de Ricccati,  λ.
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temas dinámicos, y no solo físicos. Por ejemplo, ecua-
ción de Verhulst o ecuación logística3 

     (12)

es una ecuación de Riccati con aplicaciones en di-
ferentes áreas, como biología, demografía, economía, 
química, probabilidad y estadística. La (primera) solu-
ción a esta ecuación está dada por

   (13)

Nuestro objetivo aquí será buscar la segunda solu-
ción a esta ecuación por el método descrito arriba, con 
el fi n de averiguar una posible relevancia matemática 
del modelo.  Al realizar la segunda solución de Riccati 
encontramos que ésta está dada por 

  (14)

Como podemos ver en la Fig.2, a diferencia de los 
casos supersimétricos, esta segunda solución no apor-
ta una nueva estructura en la solución del problema, 
pues las nuevas soluciones mantienen la misma forma 
que la solución original.  De hecho, se puede mostrar 
que la única manera de obtener la misma condición 
inicial x2(0)=x1(0) es que el parámetro de Riccati sea 

λ=∞, y que la segunda solución de Riccati a la ecua-
ción logística tiene exactamente la misma forma que 
la ec.(13), con la condición inicial

x x
x20
10

10
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λ
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De esta igualdad se puede ver que el parámetro de 
Riccati en este caso corre entre los valores λ∈(x10, ∞). 
Como la ecuación logística no pierde su forma ante 
el mismo proceso que llevó a la aparición de supersi-
metría, sino que las nuevas curvas se aproximan a la 
original, diremos que la ecuación logística es parasi-
métrica durante este proceso.

Algunas ecuaciones de la física matemática que 
contienen ecuaciones de Riccati son la Ecuación Mo-
difi cada de Emdem y la Ecuación Convectiva de Fis-
her (véase Rosu,H.C., 2005).  La Ecuación Modifi cada 
de Emden

�� �u uu u = 03   + +α β     (15)

puede ser factorizada en
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en donde 
D d

d
≡

τ . Como podemos ver, los dos úl-
timos términos de la factorización determinan una 
ecuación de Riccati que tiene como primera solución

u
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3 Véase, por ejemplo, Boyce, W., y DiPrima, R., (1992).

Figura 2.   Segunda solución de Riccati para la Ecuación Logística, para varios 
valores del parámetro de Riccati λ, para r =1.7 y x10=0.11. Nótese que 
ahora las nuevas funciones tienen la misma forma que la solución ori-
ginal, apareciendo solo un cambio en la condición inicial x(t=0).

Figura 3.   Segunda solución de Riccati para la Ecuación Modifi cada de Emden, 
para varios valores del parámetro de Riccati λ.
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De ésta podemos obtener la segunda solución paramétrica de Riccati
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La forma de esta segunda solución en términos del parámetro de Ric-
cati λ se puede apreciar en la Fig.3.  

En el caso de la ecuación de la Ecuación Convectiva de Fisher,

 �� �u v u u u u+ −( ) + −( ) =2 2 1 0μ     (19)
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mientras que la segunda solución paramétrica de Riccati es
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Diferentes formas de esta solución paramétrica están dibujadas en 
la Fig.4.

Podemos ver que en ambos ca-
sos la solución paramétrica uλ(τ) 
varía desde la solución trivial uλ=0, 
hasta la solución u1(τ)  conforme el 
parámetro de Riccati varía entre 
λ=0 y λ=∞, tendiendo a la solución 
inicial, al igual que sucedió con la 
ecuación logística. Esto quiere de-
cir que estas ecuaciones también 
son parasimétricas ante el pro-
ceso de factorización descrito.

CONCLUSIÓN

Aquí hemos descrito como la segun-
da solución a la ecuación de Riccati 
nos permite defi nir diferentes sime-
trías de ecuaciones de la física ma-
temática. La supersimetría tiene 
que ver con la generación de solu-
ciones isoespectrales a las ecuacio-
nes de la Mecánica Cuántica. Por 
su parte la ecuación logística con-
serva íntegramente su forma ante 
una segunda solución defi nida por 
la transformación de la ec.(6), por 
lo que presenta una parasimetría 
ante ésta, al igual que las ecuacio-
nes modifi cada de Emdem y con-
vectiva de Fisher.   
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Figura 4.  Segunda solución de Riccati para la Ecuación Convectiva de Fisher, para varios valores del pará-
metro de Riccati λ.


