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Resumen

Palabras clave— Galileones, Regularizacion Dimensional, Renormalizacién On-shell, Mecanismo de Stuec-
kelberg, Interacciéon cudrtica, correciones a 1 -lazo.

En este trabajo analizamos las propiedades radiativas de los galileones escalares y de los galileones vec-
toriales. Primero, presentamos los mecanismos de regularizaciéon y de renormalizacién con dos ejemplos
ilustrativos: un plano infinito carga y el modelo A¢?*. Después, presentamos la construccién de los galileo-
nes escalares y los generalizamos agregédndoles una masa. Calculamos las amplitudes a nivel de arbol y le
imponemos una simetria Zo para calcular las correcciones radiativas a 1 - lazo para el propagador escalar
y para el vértice del galiledn cudrtico. Finalmente, estudiamos un modelo generalizado de Stueckelberg y
calculamos las correcciones a 1 - lazo de los propagadores del modelo en cuestiéon con un galileén ciibico
acoplado.



Abstract

Keywords— Galileons, Dimensional Regularization, Renormalization on-shell, Strueckelberg mechanism,
Quartic interaction, One-loop corrections.

In this work we analyse the radiative properties of the scalar galileons and the vector galileons. First,
we present the regularization and renormalization mechanisms with two illustrative examples: a infinite
charged sheet and the A¢* model. Next, we present the construction of scalar Galileons and generalize them
by adding a mass to them. We calculate the amplitudes at the tree level and impose a symmetry Zs on
them to calculate the radiative corrections to 1 - loop for the scalar propagator and for the quartic gallileon
vertex. Finally, we study a generalized Stueckelberg model and calculate the corrections to 1 - loop of the
propagators of the model in question with a coupled cubic gallileon.
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Equivalencia de una funcién o cantidad.
Define una funcién o cantidad.
Tal que.

Parte real de una funcién o variable.
Parte imaginaria de una funcién o variable.
Unién (teoria de conjuntos).
Conjuncioén logica.

Disyuncion logica.

Derivada parcial.

Operador D “Alembertiano.

Tensor métrico en un espacio general.
Tensor métrico en el espacio de Minkowski.
Delta de Kroenecker.

Delta de Dirac en un espacio de 4 dimensiones.
Vector.
Vectores unitarios en espacio euclidiano.
Campo escalar.
Complejo conjugado de un campo escalar.
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Propagador.
Densidad lagrangiana.
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Capitulo 1

Introduccion

La Fisica es una Ciencia experimental que estudia las interacciones entre la materia y energia. Todos los
resultados obtenidos por medio de observaciones y experimentos permiten construir teorias fisicas. Los
fenémenos fisicos en el Universo se deben a cuatro interacciones: nuclear fuerte, nuclear débil, electro-
magnética y gravitacional. A nuestra escala podemos describir muchos fenémenos por medio de la Fisica
Cléasica, pero tanto a escalas muy pequenas como a grandes escalas no describe correctamente el compor-
tamiento de los sistemas. De este modo, los fendmenos de la naturaleza se pueden dividir en fenémenos a
escalas pequenas y fenémenos a gran escala.

A escalas pequenas (escalas microscépcias) los fenémenos de la Fisica se describen por medio de la Teoria
Cuéntica de Campos. En el marco de la Teoria Cudntica de Campos el Modelo Estandar de Particulas
Elementales describe las interacciones nuclear fuerte, la nuclear débil y la electromagnética. El Modelo
Estandar contiene la teorfa Cromodindmica cudntica (interaccién nuclear fuerte) y la teoria Electrodébil
(interaccién nuclear débil y electrodindmica cuédntica). E1 Modelo Estandar se caracteriza por las simetrias
asociadas a una ley de conservacion, por ejemplo: la simetria ante traslacién temporal estd asociada a la
conservacién de energia, la invariancia ante traslacién espacial esta asociada a la conservacién de momento y
la simetria ante rotacién se asocia a la conservacién del momento angular. También existen otras simetrias
como las simetrias de gauge. Uno de los fenémenos de mayor interés en la Fisica de particulas es la
dispersién. La teoria cuantica de la dispersién emplea una expansion perturbativa del operador de evolucién
temporal en la imagen de interaccién. Cada término en la expansion se representa por medio de uno o varios
diagramas de Feynman, los cuales al incrementar el orden van presentando lazos. A los términos a primer
orden (1— lazo) se les denominan correcciones radiativas. Una propiedad importante del Modelo Estandar
es que al realizar correcciones radiativas las simetrias se mantienen, eso implica que la teoria es libre de
anomalias. El Modelo Estandar de Particulas Elementales es extremadamente preciso y se han verificado
experimentalmente casi todas sus predicciones. Un resumen de las particulas y sus propiedades lo podemos
encontrar en [1].

Del otro lado, a escalas macroscépicas la fisica se describe por medio de la Relatividad General. Hasta ahora,
el Modelo Estandar no describe la gravedad, pero hay muchos intentos de incluir la interaccién gravitacional
en el modelo. La Relatividad General describe la gravedad en un espacio - tiempo cuadridimensional por
medio de un tensor métrico. El tensor métrico describe la geometria del espacio - tiempo, es decir, la forma
de medir longitudes y angulos. Ademads, el tensor métrico no posee masa, la masa estd codificada en el
tensor de energia - momento. Y las ecuaciones de movimiento del sistema se conocen como ecuaciones de
campo y son ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden con respecto a la métrica. La Relatividad
General ha superado una gran cantidad de pruebas. La primera verificacién de la Relatividad General fue
la defleccién de la luz, esto lo demostraron Eddington y Dyson cuando midieron la desviacion de la luz
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estelar al borde del disco solar en el eclipse solar total el 29 de mayo de 1919 [2]. Otra prueba a favor
de la Relatividad General fue la precesién del perihelio de Mercurio [3]. Otros experimentos posteriores
continuaron comprobando la validez de la teoria. Por ejemplo el principio de equivalencia y la dilatacién
temporal fueron probadas con la sonda Gravity Probe A [4]. El experimento Puound - Rebka probé que el
corrimiento gravitacional de la luz cuando estd sujeta a un campo con intensa gravedad [5]. Y otra prueba
mas son las ondas gravitacionales, las cuales fueron detectadas por primera vez con el interferémetro LIGO
[6]. Ademads, al analizar los datos obtenidos con los detectores LIGO - Virgo no se encontré alguna evidencia
de que exista fisica que vaya mds alld de la Relatividad General [7]. Existen muchas otras pruebas de la
Relatividad General. Ademés de las pruebas de la Relatividad General esta teoria ha sido impresindible
para el desarrollo del GPS.

En resumen, los distintos fendémenos fisicos se describen por medio de la Relatividad General y el Modelo
Estandar de Particulas Elementales. Ambas teorias permiten obtener las ecuaciones de la Mecanica Clasica
en el limite cldsico. Uno de los objetivos que tiene la Fisica es conectar ambas teorias en una sola. La Teoria
Cuéntica de Campos describe las particulas elementales y uno de los objetivos es describir las cuatro inter-
acciones asociando particulas portadoras de cada una de las interacciones. La interaccién electromagnética
actla sobre la carga eléctrica y la particula mediadora es el fotén . Por otro lado, la fuerza nuclear fuerte
actia sobre la carga de color y su particula mediadora es el gluén g. Mientras que la fuerza nuclear débil
actia sobre el isoespin débil y las particulas mediadoras de esta interaccién son los bosones W+, W~ y
ZY. Finalmente, tenemos la interaccién gravitacional, la cual se manifiesta en la materia y energfa. Todas
las particulas experimentan atraccién gravitatoria, pero hasta ahora no hay pruebas de que exista una
particula mediadora. Y dado que las otras interacciones fundamentales tienen una particula mediadora se
ha propuesto una particula hipotética llamada graviton G que funja como mediadora de la interaccién
gravitacional, y debe tener espin 2. Esto con el fin de tener un modelo que unifique las interacciones fun-
damentales. Los experimentos LIGO - VIRGO de ondas gravitacionales han establecido que la masa del
gravitén tiene una cota de mg < 1.76 x 10723eV /c? [7].

Si bien, 107 afios después de la formulacién de la Relatividad General hay algunos fenémenos que no han
podido ser explicados con la Relatividad General. Algunos de estos fenémenos son las curvas de rotacion
de las galaxias, la gravedad infrarroja y la expansion acelerada. Este problema ha motivado la formulacién
de modelos que permitan explicar tales fenémenos. La hipdtesis mas aceptada para explicar las curvas de
rotacion es la Materia Oscura, mientras que para explicar la expansion acelerada del Universo se propuso
Energia Oscura. Para explicar la gravedad infrarroja se han propuesto modelos alternativos a la Relatividad
General. Algunos de estos modelos descartan completamente la Relatividad General (RG), mientras que
otros simplemente son extensiones de la Relatividad General o proponen que la Relatividad General es
valida Unicamente debajo de un limite ultravioleta.

Uno de los modelos de gravedad modificada es el modelo de gravedad de Dvali - Gabadadze - Porrati
(DGP) [8]. En este modelo obtienen una solucién autoacelerada sin necesidad de introducir energia oscura.
Este modelo presenta una inestabilidad del espectro de Boulware - Deser [9], por lo que su solucién es
insostenible. Para evitar introducir espectros en el modelo, Nicolis, Rattazzi y Trincherini presentaron un
modelo de gravedad basado en el modelo DGP [10]. En este modelo el lagrangiano de autointeracciones
contiene cinco términos invariantes ante una transformacién galileana de la forma

T— 7 =7+bat +c, (1.1)

en el sentido de una derivada total, es decir,

/ d*z 9,(---) = 0. (1.2)
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Esto se debe al teorema de la divergencia (ver el Apéndice A). Nétese que la transformacion (1.1) se asemeja
a las transformaciones de Galileo en Mecéanica Clésica, de ahi que a estos campos se les nombré galileones.
Los galileones dan ecuaciones de movimiento que unicamente incluyen segundas derivadas y son libres de
espectro Boulware - Deser que aparece en otros modelos de gravedad modificada previos. Dado que los
galileones son libres de espectro también se han incluido en modelos de gravitones masivos [11, 12, 13] y en
modelos cosmoldgicos para explicar fendmenos como la expansion acelerada del universo (sin necesidad de
la energia oscura) y la inflacién, asi como en extensiones de la RG [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]. También
se han empleado en modelos cosmoldgicos para determinar parametros como la constante de Hubble Hy,
las oscilaciones acusticas, la radiacién de fondo césmico de microondas, entre otras [22, 23]. También se
han propuesto en modelos de gravitacién con un galileén ctibico acoplado que predicen estrellas relativistas
[22]. Actualmente, los modelos de galileones representan un campo de interés para explorar la naturaleza
de los campos escalares en cosmologia y fisica de altas energias.

Un aspecto por el cual se tomé un interés en los galileones fue el hecho de que preservan sus propiedades
ante renormalizacién [24, 25]. Varios grupos han estudiado las divergencias ultravioleta que surgen en las
correcciones a 1— lazo y obtuvieron que los contratérminos no anulan las divergencias ya que no son del
mismo orden [26, 27, 28]. El hecho de que los contratérminos no supriman las divergencias garantiza que
las interacciones de los galileones son estables ante correcciones cuanticas.

El hecho de que los galileones sean invariantes ante renormalizacién (a 1— lazo) y que son campos libres
del espectro Boulware - Deser los hace candidatos como modelo de gravedad modificada en el infrarrojo,
asi como podrian ser de utilidad en modelos de fisica de particulas.

Estrictamente los galileones son campos escalares, pero al investigarlos es natural estudiar la posibilidad de
construir modelos de espines superiores a 0 con las mismas propiedades de los galileones. Por lo que en [29]
presentaron una generalizaciéon de galileones de miltiples p— formas partiendo de los galileones escalares,
0— formas. Y muestran cémo se pueden generalizar las acciones escalares de los galileones a p— formas
obteniendo ecuaciones de segundo orden en sus derivadas. Posteriormente se estudié una generalizacion del
electromagnetismo por medio de un campo vectorial analogo a los galileones escalares. Y se mostré que no
existe un modelo equivalente a las a los galileones escalares para campos vectoriales [30] en cualquier dimen-
sién del espacio - tiempo. En [31] se consider6 un lagrangiano de un campo vectorial con autointeracciones
derivadas, las cuales eran libres de espectro de Boulware - Deser y denominaron galileones vectoriales. Los
galileones vectoriales no satisfacen la transformacién galileana pero propagan solo tres grados de libertad
y dan ecuaciones de movimiento de segundo orden. Al igual que para los galileones escalares, también se
han calculado las correcciones radiativas a 1— lazo del modelo generalizado de Proca y se mostrd que a
diferencia de los galileones escalares no tienen un teorema de no - renormalizacién [32]. A partir de la teoria
generalizada de Proca se han propuesto modelos de Energia Oscura [33]. También se han propuesto otras
generalizaciones de los galileones como son los galileones tensoriales [34]. Otro tipo de generalizaciones de
los galileones surgen al considerar diversas especies de galileones escalares. Por ejemplo, para dos tipos de
galileones se construyé el modelo Bi - galileén [35]. Aunque en general se han estudiado amplitudes de
modelos de multiples tipos de galileones en general [36]. Estas generalizaciones han sido aplicadas también
a modelos cosmoldgicos [37, 38, 35]. Otra generalizacién que se ha estudiado es la compatibilidad de los
galileones con supersimetria [39]. También se han estudiado los galileones como términos de Wess - Zumino
[40] y galileones complejos con simetrias de gauge [41].

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las propiedades radiativas de los galileones escalares y
de los galileones vectoriales. Estudiamos diversos mecanismos de regularizacién y renormalizacién con dos
ejemplos ilustrativos. Posteriormente empleamos estas técnicas para estudiar las propiedades radiativas de
los galileones escalares y vectoriales. A continuacion presentamos la organizacién del trabajo.

En el segundo capitulo damos una breve introduccién a los mecanismos de regularizacion y renormaliza-
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ciéon. Mostramos un problema bien conocido, las divergencias que aparecen en varios problemas fisicos.
Para lidiar con estas divergencias empleamos un mecanismo de regularizacién para encapsular las diver-
gencias en un solo término. Y posteriormente incluimos contratérminos que eliminen el término divergente,
a este mecanismo se le conoce como renormalizacién. En este mismo capitulo estudiamos algunos esque-
mas de regularizacién y de renormalizaciéon. Comenzamos presentando dos ejemplos ilustrativos donde se
requiere regularizar el potencial electrostatico. En estos comparamos el método de regularizacién tipo cor-
te con el método de regularizaciéon dimensional. Posteriormente estudiamos el modelo A¢?, revisamos sus
propiedades, calculamos las correcciones a 1-lazo, lo regularizamos y finalmente lo renormalizamos.

En el tercer capitulo estudiamos los galileones escalares. Presentamos las propiedades de construccion de los
galileones, sus ecuaciones de movimiento y su invariancia ante la transformacién dada por (1.1) Calculamos
las amplitudes de dispersion mm — @ a orden principal. Luego realizamos las correcciones radiativas a
1 - lazo. Posteriormente regularizamos el modelo para poder estudiar las propiedades de los galileones
escalares. Finalmente obtenemos los contratérminos que renormalizan el modelo y mostramos como no hay
un corrimiento en los pardmetros fisicos masa (m) y el término de acoplamiento del galileén cudrtico (g4).

En el cuarto capitulo estudiamos las propiedades de los galileones vectoriales. Presentamos un modelo
generalizado de Proca acoplado con el lagrangiano de Stueckelberg y el galileén ciibico vectorial. Con este
modelo calculamos las correciones a un lazo del modelo para estudiar las propiedades radiativas de los
galileones vectoriales y contrastar con las propiedades de los galileones escalares.

Finalmente, incluimos apéndices que sirven como apoyo para entender los calculos realizados en este trabajo
sin perder generalidad. Todas las figuras que presentamos en este trabajo son de autoria propia, pero fueron
generadas con ayuda de softwares. Para dibujar los diagramas de Feynman asi como para el diagrama de la
rotacién de Wick utilizamos Tikz-Feynman [42]. Las figuras ilustrativas como el diagrama de transiciones
de fase del agua, la linea infinita de carga y el plano infinito de carga empleamos tanto Tikz como el
software Paint, incluido en los programas bésicos de Microsoft.
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Capitulo 2

Regularizacion y Renormalizacion

En este capitulo presentamos los mecanismos de regularizacién y renormalizacién que se aplicardn en
el resto del trabajo. Comenzaremos haciendo enfasis en las divergencias que aparecen en sistemas fisicos.
Luego introduciremos los mecanismos de regularizacién y de renormalizacion. Posteriormente presentaremos
como ejemplo la regularizacién y renormalizacién de un potencial electrostatico. Finalmente estudiamos un
ejemplo en teorfa de campos, la regularizacién y renormalizacién del modelo A¢?.

2.1. Tipos de divergencias

En los diferentes modelos fisicos existen divergencias, Para ilustrar, consideremos un tipo de divergencias
que aparecen en diferentes modelos, consideremos un potencial gravitatorio y un potencial de Yukawa

k k _
Varav (1) = oy Vyuk(r) = € /o, (2.1)
Ambos potenciales presentan una singularidad en r = 0. En una gran cantidad de modelos, las divergencias

aparecen en el calculo de integrales. Comencemos considerando las siguientes integrales:

/a h d?“”” = In(z)| , (2.2)

, (2.3)

a

donde P(z) y Q(z) son polinomios y Q(z) es la antiderivada de P(x). En la integral (2.2) podemos notar
que tenemos una divergencia ya que In(oo) = oo, por lo que a esta divergencia se le denomina divergencia
logaritmica. Mientras que en el caso de la integral (2.3) tenemos una divergencia polinomial. Esto lo
podemos resumir de la siguiente forma

[e'e) xn—i—l
drz" =
/a n+1|,

/aood;:m(m)
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[eS) _
a m+1

[e%¢] dz :L.ferl
/ T Tmri] T omo1 ™oL (26)
a

Ahora bien, considerando integrales de varias dimensiones tenemos integrales que van como 1/z™:

a

oo
3 . ..
/a ?d T ~T Divergencia lineal. (2.7)

oo
1
/ —2d2x ~ log(x) Divergencia logaritmica. (2.8)
x
a

Por otro lado podemos encontrar integrales que son convergentes, por ejemplo

> 1 1
/ —dr ~ — Convergente. (2.9)

x2 x

Para saber saber si una integral serd convergente o divergente podemos contar las potencias arriba y
potencias abajo de una integral. Si el niimero de potencias arriba es menos al nimero de potencias abajo
la integral es convergente. Si el niimero de potencias es igual tenemos una divergencia logaritmica y si el
numero de potencias arriba es mayor al nimero de divergencias abajo tenemos una divergencia polinomial.
Como ejemplo consideremos la siguiente integral

/ d' (2.10)

xt’

en este caso tenemos cuatro potencias arriba y cuatro potencias abajo, eso nos indica que tenemos una
divergencia logaritmica.

Existen otros tipos de divergencias en los modelos de fisica. Un tipo muy comtn de divergencia surgi6
en la catastrofe ultravioleta donde al incrementar las frecuencias de radiacién sus longitudes de onda se
hacen cada vez mas cortas. En analogia con la radiaciéon ultravioleta a los fendmenos fisicos donde existen
divergencias debidas a contribuciones con energia ilimitada o distancias infinitesimales se les denominan
divergencias ultravioleta. Es comin que estas divergencias aparezcan en integrales de lazo. A la resolu-
cién exitosa de una divergencia de este tipo se le conoce como terminacién ultravioleta. Cuando el modelo
no estd bien definido perturbativamente a distancias muy cortas o a energias muy altas las divergencias no
se eliminan con la renormalizacion.

Del lado opuesto a la divergencia ultravioleta estén las divergencias infrarojas. Las divergencias infra-
rrojas aparecen cuando las integrales divergen dadas las contribuciones de objetos con energias cercanas a
cero, o lo que equivale a fenémenos fisicos de largas distancias. Estas aparecen en modelos de particulas
sin masa. Estas divergencias se tratan asignando una masa pequena a las particulas sin masa, se evalua la
expresion correspondiente y finalmente tomando el limite.

2.2. Mecanismos de Regularizacién

Ahora vamos a presentar algunos mecanismos de regularizacién. Cuando una cantidad fisica presenta una
singularidad, es necesario emplear un mecanismo para modificar esta cantidad de modo que se regulariza.
Como ejemplo rapido, consideremos el potencial gravitatorio y el potencial de Yukawa, los cuales estdn
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en la ecuacién (2.1) en la seccién anterior. Ambos potenciales los podemos regularizar introduciendo un
parametro €. De este modo nuestros potenciales regularizados se leen

k k —Vr24€2/r
Vgrav,e(T) = \/ﬁ, VYuk,e(T) = \/Tﬁe Vr2teZ/ 0 (2.11)

Y cuando r — 0, ambas expresiones quedan regularizadas para ¢ # 0, y se leen

k k
Verav.e(0) = - < oo, Vyuk.c(0) = Ee*e/m < 4o0. (2.12)

A continuacién describiremos los mecanismos de regularizacién con corte y de regularizacién dimensional,
los cuales emplearemos mas adelante. Aunque es importante mencionar que existen otros mecanismos como
el método de regularizaciéon de Pauli - Villars y la regularizacion zeta.

2.2.1. Regularizacion con corte

El mecanismo de regularizaciéon con corte consiste en expresar una integral divergente, es decir

/OO F(z)dx = oo, (2.13)
0

sabemos que

/ F(z)dr = G(z), G(0) # oc. (2.14)

Entonces, podemos regularizar la integral (2.13) calculdndola estableciendo un pardmetro de corte A en
términos de un limite A — oo. Asi, integramos y calculamos el limite:

/Ooo F(z)dr = lim : F(x)dx = [Algr;o G(A)} - G(0). (2.15)

A—o0 0

Ahora, tenemos un resultado en términos de un conjunto de términos divergentes y otro conjunto de
términos finitos. El mecanismo de regularizacién con corte es sencillo, pero rompe la invariancia de Poincaré.

2.2.2. Regularizacion dimensional

En la seccion 2.1 mostramos diferentes tipos de divergencias. En muchos célculos fisicos es necesario que
las cantidades sean invariantes de Poincaré, por lo que en el cdlculo de integrales de lazo el método de
regularizacién con corte no es la opcién mas adecuada (ya que no respeta invariancia de Poincaré). Por
esta razén presentaremos un método que preserva la invariancia de Poincaré, la regularizacion dimensional.
El objetivo de la regularizacién dimensional es hacer explicita la divergencia al evaluar la integral. Este
método fue introducido por Giambiagi y Bollini [43] y de forma completamente independiente por "t Hooft
y Veltman [44, 45] para regularizar integrales que aparecen en los célculos de los diagramas de Feynman.

Consideremos un modelo en un espacio - tiempo en D dimensiones enteras, cuyas observables fisicas pre-
sentan alguna singularidad. Para resolver este problema empleamos una extension analitica de la integral
divergente. En lugar de evaluar la integral en D dimensiones reducimos la dimension del espacio - tiempo
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a N = D — e dimensiones continuas (puede definirse también como D = N — 2¢ y de otras formas). Dado
que se cambio la dimension del espacio tiempo es necesario introducir un pardmetro de escala u que ajuste
la dimension de la cantidad a evaluar. Una vez que el espacio tiempo se ha reducido podemos evaluar la
integral que ahora es finita y al final del calculo € — 0. La reduccién de dimensiones del espacio - tiempo
nos permite evaluar la integral y separar el resultado en una parte finita y una parte infinita. Es importante
resaltar que la extensién analitica N = D — € es solo un artefacto matemético y las N dimensiones no son
fisicas. Esta técnica es usada principalmente en la Teoria Cuantica de Campos, pero es posible emplearla
en otros modelos fisicos. La regularizacién dimensional es de interés en la fisica tedrica, ya que respeta uni-
tariedad, causalidad, la invariancia de Poincaré y la invariancia de gauge. Estas propiedades se ilustraran
con los ejemplos de las secciones 2.4 y 2.5, y posteriormente nos sera de utilidad en los célculos de los
capitulos 3 y 4.

2.3. Renormalizacion

Hasta el momento hemos dado una idea de la regularizaciéon. Una vez que el modelo se ha regularizado sigue
el proceso de renormalizacion, el cual sirve para eliminar las divergencias del modelo. Cuando se desarroll6
la teoria electrodinamica cudntica, se dieron cuenta de que al calcular las integrales de lazo aparecian
divergencias. También observaron que los parametros del modelo (carga eléctrica y masa del electrén) y
los campos del modelo no correspondian con las constantes fisicas medidas en el laboratorio. Entonces, era
necesario que los lagrangianos debian reescribirse en términos de cantidades medibles y renormalizadas.
Para esto en 1947 Hans Bethe [46] y posteriormente Julian Schwinger [47], Feynman [48], entre muchos
otros comenzaron a desarrollar técnicas para eliminar las divergencias y que el modelo corresponda con
las medidas experimentales. En 1949 Dyson sistematiz6 el método de renormalizacién [49]. La idea central
de la renormalizacion consiste en anadir contratérminos al lagrangiano original del modelo para remover
las divergencias. La renormalizacién se emplea también en Mecanica Estadistica, especificamente el grupo
de renormalizacion, el cual abordaremos més adelante. También se han aplicado estos métodos en varias
ramas Matematicas.

La forma de resolver el problema de las divergencias es por medio de la renormalizacion. Los contratérmi-
nos se anaden al lagrangiano del modelo para remover las divergencia, aunque no todos los modelos son
renormalizables. En términos de la renormalizacién, los modelos se catalogan en tres clases: modelos re-
normalizables, modelos super-renormalizables y modelos no-renormalizables. Los modelos renormalizables
poseen un nimero finito de diagramas superficialmente divergentes y tales divergencias ocurren en todos los
ordenes de teoria de perturbaciones. Una caracteristica de los modelos renormalizables es que las constan-
tes de acoplamiento son adimensionales. Por su parte, los modelos super-renormalizables también poseen
un numero finito de diagramas superficialmente divergentes, pero las divergencias no ocurren a ordenes
superiores en la expansién perturbativa. En los modelos super-renormalizables sus constantes de acopla-
miento poseen dimensiéon de masa. Finalmente, en un modelo no renormalizable todos los diagramas son
divergentes a un orden suficientemente alto en teoria de perturbaciones. En los modelos no renormalizables
las constantes de acoplamiento poseen dimensiones de masa negativas [50]. A continuacién presentaremos
los mecanismos de renormalizacion en teoria cudntica de campos de forma sistemaética.

2.3.1. Mecanismos de renormalizacion

Como hemos mencionado, existen un conjunto de técnicas de renormalizacion que nos permiten tratar las
divergencias. El método principal de renormalizaciéon en Teoria Cuantica de Campos es la renormalizacién
on-shell. Este mecanismo le da sentido fisico a las partes finitas, por eso también es conocido como método
de renormalizacion fisica y se utiliza cuando nos interesan las contribuciones finitas de las amplitudes a uno
o varios lazos. Existen otros esquemas de renormalizacién como el esquema de resta minima (MS, por sus
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siglas en inglés minimal substraction) y resta minima modificada (MS por sus siglas en inglés modified
minimal substraction). El mecanismo de resta minima consiste en absorber solo la parte divergente de
las correcciones radiativas en los contratérminos. Este método fue desarrollado de forma independiente por
“t Hooft [51] y Weinberg [52] para absorber las divergencias que aparecen en los calculos perturbativos a
ordenes superiores. De forma simple, busca eliminar los términos que van como

1
iy 2.16
i (2.16)
Por otro lado, el método de resta minima modificada ademéas de absorber la parte divergente absorbe una
constante universal. Este busca eliminar los términos de la forma
1 1
-~ =——7, — In(4n). (2.17)
€ €

2.3.2. El grupo de renormalizacion

En esta seccién vamos a presentar el grupo de renormalizaciéon. En la fisica se emplean distintas escalas de
energia. El grupo de renormalizacién es un conjunto de técnicas en la fisica tedrica que nos permite conocer
la dependencia de los parametros renormalizados con respecto a la escala de energia. La idea detras de estas
técnicas es que los sistemas fisicos a diferentes escalas estan relacionados por leyes de escala universales.
De este modo, todos los pardmetros del modelo renormalizable son dependientes de la escala.

Este método fue introducido a la fisica de particulas por Stueckelberg y Petermann en 1953 [53] y de forma
independiente por Gell - Mann y Low en 1954 [54]. Inicialmente lo propusieron como un truco para obtener
el cambio de los parametros del modelo con respecto a la escala. Posteriormente, Kadanoff introdujo el
grupo de renormalizacion en la fisica estadistica. Propuso el grupo de renormalizacién espin - bloque en 1966
[65] y formalizé la idea detras del grupo de renormalizacién. La idea detras del concepto de bloque consiste
en lo siguiente: dado un sistema con N? &tomos, los cuales se distribuyen en un plano N x N, en esta red
bidimensional se pueden encapsular los atomos bloques 2 x 2 y considerar cada bloque como un atomo
renormalizado. Esto permite que en lugar de hacer calculos para N? dtomos, se realicen para N2 /4; y si se
emplea un algoritmo iterativo los calculos se simplifican. Posteriormente, la técnica se utilizé en mecanica
estadistica, para estudiar los sistemas criticos (transiciones de fase de segundo orden). Los sistemas criticos
exhiben propiedades universales cerca de su punto critico y emplean la renormalizacién para calcular la
variacion de las propiedades criticas al observarse a diferentes escalas. El ejemplo més sencillo de transicién
de fase es la transicion liquido - vapor del agua, ver la figura 2.1. Podemos observar las transiciones liquido,
solido y gas. El punto triple del agua esta situado en T, = 273.16K, Piip = 611.73Pa. Mientras, que
el punto critico estd en Py = 2209kPa y T, = 649.29K. Los pardmetros de las transiciones de fase
de segundo orden exhiben discontinuidades y divergencias. Para resolver estas divergencias introducen los
exponentes criticos.

En la fisica de particulas la dependencia de escala se describe mediante ecuaciones diferenciales conocidas
como ecuaciones de grupo de renormalizacién. Se puede obtener una ecuaciéon diferencial para cada uno de
los parametros del modelo. En particular, en teoria cuantica de campos, el corrimiento del parametro de
acoplamiento del modelo se describe por la funcién beta, 3(g), y se define de la siguiente forma

Blg) = u22 = %

= 5 = Bt (2.18)

donde p es la escala de energia del proceso fisico en cuestion. Si las funciones beta de un modelo se
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Figura 2.1: Transiciones de fase.

desvanecen (5(g) = 0), entonces el modelo es invariante de escala. En electrodindmica cudntica, la funcién
beta a 1— lazo esta dada por

B 202

Bla)=——, (2.19)

donde o = €2 /4r. La funcién beta indica que al incrementar la escala de energfa incrementa el acoplamiento,
esto implica que a distancias muy cortas la interaccién es muy fuerte. Los parametros de acoplamiento
de una teoria cudntica de campos pueden fluir incluso si la correspondiente teoria cldsica de campos es
invariante en escala. En resumen, el grupo de renormalizacién es un mecanismo que nos da la variacién del
parametro de acoplamiento con la escala o energia.

2.4. Regularizacién y renormalizaciéon de un potencial elec-
trostatico

Usualmente los libros de texto introductorios de Electricidad y Magnetismo presentan dos problemas tipicos:
el problema de una linea infinita de carga y el de un plano infinito de carga, ver por ejemplo [56]. En estos
problemas es muy facil obtener el campo eléctrico calculando simplemente las integrales correspondientes,
pero no muestran cémo calcularlo a partir del potencial eléctrico, ya que al hacer el célculo del potencial
eléctrico obtenemos cantidades divergentes.

En esta seccion mostramos como podemos calcular el potencial electrostatico debido a una linea de carga
infinita y a un plano infinito. Para calcular la contribucién al potencial eléctrico de una carga infinitesimal
d@ tenemos la expresién

dV = 1 @
dmey T

(2.20)
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Primero vamos a calcular y a regularizar el potencial electrostatico debido a una linea de carga infinita.
Consideremos una linea de carga infinita (un alambre infinito como en la figura 2.2). La linea de carga estéd
situada en el eje y posee una densidad de carga lineal constante A = d@Q/dy. Para realizar el célculo del
potencial electrostatico en un punto P situado a una distancia x de la linea de carga, vamos a considerar
un elemento de carga dQ = \dy situado a una distancia r = /22 + y2 del punto P.

VETF

~

b+t ++ R

8(—

Figura 2.2: Representacion de una linea de carga infinita situada a lo largo de la direccién y.

Para este caso, el potencial estd dado por la integral

V(z 0. (2.21)

)= A /OO dy B
Cdmeo Jooo 22+ y2

En [57] ilustran como es posible obtener tanto la diferencia de potencial como el campo eléctrico debido a
una linea infinita de carga a partir del potencial eléctrico regularizado tanto por regularizacion dimensional
como por regularizacién con corte. Por medio de la regularizacién tipo corte, se integra desde —L hasta L,
asi la integral se reescribe como

A lim

L dy
- dmey L—oo /L /5172+y2
2.22
A lm 1 Va2 + L2+ L (2:22)
= m | ——— = Q.
Va2 + 12— L

V(x)

N 4meg L—oo

A partir de esta expresién podemos calcular el campo eléctrico y la diferencia de potencial a partir de la
expresion anterior. Para el campo eléctrico tenemos
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oV (z, L)
Ex)=—""77-—"-—+
(z) p
L
= A lim —— (2.23)
2megr L—oo /L2 + 2
A
2megT
También podemos calcular directamente la diferencia de potencial
\/L? L \/L? L
5V = V(z1) - V(zz) = lim VEtzi+L VEtu+L
L—oo 4meg 1/L2—|—x — L \/L2+x — L (224)

A 3
= In 2) .
dmeg (m%

Podemos notar que los parametros fisicos (diferencia de potencial eléctrico y campo eléctricos) no dependen
del regulador L. Ahora sigue emplear el método de regularizaciéon dimensional, con n = 1 — 2¢. En este
método es necesario introducir un pardmetro de regularizacion p para que se conserven las dimensiones y
cambiamos la integral a una integral de hipervolumen de dimensién n. Asi, la integral (2.21) se reescribe
como

A o0 yn—lan

V)= —— . 2.25
W= | s (2.25)

Podemos descomponer la parte integral anterior coordenadas hiperesféricas, como
dVy, = dQ, " tdr. (2.26)

Asi la integracién cambia como

+oo +oo
/ dV, = / dsd, / y" Ly, (2.27)
—00 0

donde el angulo sélido estd dado por

27Tn/2
()

Por medio de este mecanismo, la integral se reescribe como

Q, = (2.28)

1 n n 1 A T 1-n A 2€F
V() / / & ln i 2 TG (2.29)
47’[’6() 2+ y 47’[’6() ( ﬁ) e—0 4meg x%¢ w€
o

Con esta expresién podemos obtener tanto la diferencia de potencial como el campo eléctrico. Primero
calculamos la diferencia de potencial
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:U2
SV (x) = [V(x1) — V(x2)] = A <§) (2.30)

4reg ik

la cual coincide con la expresion obtenida previamente. Ahora sigue calcular la magnitud del campo eléctrico
tenemos que

_6V(ZC,6):h,m A GMQGF(E) 1 A1

E = = —.
Ox e—0 2meg w€  x2tl  2megx

(2.31)

Un detalle importante es que a partir del campo electrostatico se puede obtener la diferencia de potencial.
El campo electrostdtico apunta en la direccion X, asi en notacién vectorial el campo eléctrico esta dado por

Al
E = —X. 2.32
2mep xx (2.32)
Y la diferencia de potencial esta dada por
1
SV = V(wr) — V(wa) = —/ E. ds. (2.33)
2

realizando la integral tenemos que

A ] A x2 A 3
oV =— —dx = In{—=|= In{—= ). 2.34
271'60/30 2" 2meg " (:m) 4meg " <x% (2:34)

2

Tomando el ejemplo previo decidimos estudiar la regularizacién dimensional del potencial debido a un plano
infinito de carga y compararlo con una regularizacién con corte. Previamente en [58] utilizan regularizacién
con corte para obtener una expresion para el potencial. Consideremos un plano infinito de carga con
densidad de carga superficial constante o = d@/dS, como el que mostramos en la figura 2.3. El potencial
en un punto P situado a una distancia x del plano infinito de carga estda ubicado a una distancia r =

V22 + 92 + 22 del elemento de carga dQ = odS estd dado por

o oe dy dz
= —_— EE————O) @)}
amey J oo /22 + y2 + 22
Primero vamos a realizar la regularizacién tipo corte. Por simplicidad supongamos que el plano esta dado

por una lamina cuadrada, vamos a regularizar tomando un cuadrado de lado L, donde L — oo. De este
modo, el potencial esta dado por

V() (2.35)

L L
dyd
V(z) = lim ? / / S LR (2.36)
L—oo | 4megy _LJ-L ~/x2+y2+22

Integrando esta expresiéon obtenemos

(> + L?) (Va2 +2L2 - L /22 L 9I2
? |L ( ) +oweot ! | VA2 (2.37)

= lim — 3 2
L—o0 27T€0 (\/m_’_L) L
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Figura 2.3: Representacion de un plano infinito de carga.

A partir de esta expresiéon podemos obtener la diferencia de potencial entre dos puntos x1 y x2 en el eje x
donde x1, x5 > 0. La expresién esta dada por

5V =V(a:1) — V(mg),

o (z3+ L?) (x/x% + 212 —L)

= lim L + 221 cot ™! (

T/ 23 +2L2>

Loo  2me 3 L2
oo 0 (\/x% +2L2 + L) (2.38)
(a3 + %) (Vaf +207 - L) sy
+ lim 5 g L 3 + 229 cot ! %
L—oo 27eq ( /—a:% T2+ L>
Expandiendo en serie de Laurent a orden 3 y tomando el limite L. — co, obtenemos
5V = 2 ) (2.39)
= —(x9 — x1). .
%0 2 1
También podemos obtener el campo eléctrico, el cual podemos calcular
oV (x,L)
EFE=——"-+ 2.40
8:{} Y ( )
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de la misma forma, calculamos la derivada y expandiendo en serie de Laurent a orden 3 y tomando el limite
L — oo obtenemos

o

E=—. 241

2 (2.41)

Obtenemos que el campo eléctrico debido a un plano infinito de carga es constante. Este es el mismo

resultado que obtienen en los libros de texto. Ahora vamos a obtener los mismos parametros empleando

regularizacién dimensional introducimos un pardmetro de escala p para ajustar a n dimensiones. Asi, la
integral del potencial electrostatico se lee

0 poo ,n—2.n—2 du d
V(z)= /dﬂn/ / y = V22—, (2.42)
4meg 0 Jooo p /22 + 42 + 22

donde n = 2 — 2¢ y ¢ — 0. Calculando la integral obtenemos

o2 2272 (322 2 gin(r — )T (3 — ) T(1 — 2¢)T" (26 — 3) 7272 T(e) (1 — ¢)

V() =1l 2 2.43
() = lim =5 T2 (2.43)
A partir de esta expresién podemos calcular el campo eléctrico debido al plano infinito
ov
BE(z) = _9V(z,¢)
O (2.44)
— m C [22¢7272¢(1 — 2€)z 4 2 sin(e)T'(1 — 2€)L' (1 — €) ['(e)T" (2¢ — 3)] '
o eg% €0 F(2 - 6) .
Expandiendo en serie de potencias a orden O(e) y evaluando para € — 0, obtenemos
o
E(z)=—. 2.45
@ = o (2.45)

Ahora sigue calcular la diferencia de potencial entre dos puntos con el potencial obtenido por medio de la
regularizacién dimensional

—2¢ 92 2gin(r — )T (3 — ) T(1 — 26)T (2 — 1) 7272T(e) (1 — €
5V = lim - (r= P (3 =90 20T (2 - 3) ©1=9 (w74 — 2l (2.46)
e—0 7'['260 P(2 — 6)
Al igual que para el campo eléctrico, podemos expandir esta expresién en series de potencias y aplicar el
limite € — 0, finalmente obtenemos que

o

oV = V(l’l) — V(ZL'Q) = 2760(1‘1 — l’g). (2.47)
Es facil notar que es mucho mas sencillo realizar los cédlculos del campo eléctrico y de la diferencia de
potencial empleando regularizacién dimensional que la regularizacién con corte. La expresién (2.47) puede
derivarse a partir del calculo directo a partir del campo electrostatico

o
E=—=x 2.48
%, (2.49)
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A partir de la definicién de diferencia de potencial

oV =V(zr1) —V(xe) = —7{ E - ds, (2.49)

obtenemos la diferencia de potencial,

x1
5V = —/ Sy Py (2.50)

Esto nos permite verificar la expresién que obtuvimos empleando regularizaciéon. El hecho de que las obser-
vables fisicas sean independientes de la escala auxiliar (la cual no es una escala fisica) es una consecuencia
de que las ecuaciones de grupo de renormalizacién para un observable O de interés, se desvanezcan:

do
o 2.51
W =% (2.51)

La diferencia de potencial y el campo eléctrico son cantidades independientes de la escala p. Explicitamente,
las ecuaciones de grupo de renormalizacion se leen:

dE
— =0, —= =0. 2.52
o " (2.52)
Como mencionamos previamente, el hecho de que un parametro no dependa de la escala auxiliar implica
que son invariantes de escala.

2.5. Regularizacién y Renormalizacién del modelo \¢*

Ahora presentaremos un ejemplo en teoria de campos. Consideremos el modelo de interaccién cuéartica,
también conocido como modelo A¢*. Este modelo es un tipo de autointeraccién escalar, descrito por

A

1
L= (0"90,0 — m*6?) - 5

0. (2.53)
Este lagrangiano tiene una simetria global Zs: ¢ — —¢. Es importante mencionar que para que el modelo
esté acotado, la constante A debe ser positiva. Este modelo ha sido un ejemplo tipico en muchos libros de
texto, por ejemplo [50, 59, 60, 61, 62, 63, 64] para ilustrar el mecanismo de regularizaciéon dimensional. Este
modelo se puede extender a varios campos escalares de forma muy sencilla, si consideramos un modelo de
interaccion cudrtica con dos campos 1 y 2, ambos con masas iguales. El lagrangiano de este modelo es

1 1 A
L(p1,902) = 3 [0up10" 01 — mPpi] + 3 [0up20" 02 — m?p3] — Z(@% +¢3). (2.54)

El modelo SO(2) de campos escalares reales ;1 y 2 es equivalente al modelo de campo escalar complejo.
Es facil notar que si introducimos un campo complejo, en conjunto con su complejo conjugado

¢ = \}5 (1 +ipa) (2.55)
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" = \2 (o1 —ip2), (2.56)

podemos reescribir el lagrangiano (2.54) como

L= 9" 9.6 — m>$" — A(679)”. (2.57)

El modelo SO(2) de dos campos escalares se puede generalizar a N campos escalares reales. En este caso
tenemos un modelo con simetria global SO(N) dado por el lagrangiano

N

1 A
L(p1, @2, oN) = D {2 (0" PaBuipa — mPp2] — 2(%)2} : (2.58)

a=1

El modelo de interaccion cudrtica se ha empleado en varias ramas de la fisica. Por ejemplo, los modelos
de Ising en mecénica estadistica se han relacionado con el modelo A¢* [65, 66]. También se ha empleado
en modelos cosmoldgicos, por ejemplo en [67] acoplan una interaccién cudrtica al sistema Einstein-Klein-
Gordon real y estudian la estabilidad de oscilaciones con simetria esférica.

2.5.1. Regularizacién del modelo \¢*

Los diagramas de Feynman sirven para describir procesos fisicos y cada a nivel de drbol (nivel principal) se
tienen los diagramas de Feynman, con los cuales se calculan las reglas de Feynman. A érdenes superiores
en teoria de perturbacién, los diagramas se vuelven topoldégicamente més complicados y comienzan a incluir
lazos (por esa razén se conocen como diagramas de lazos). Por consiguiente a orden 1 tenemos diagramas
de 1 - lazo, a orden 2 diagramas de 2 - lazos y asi sucesivamente. Al calcular los diagramas de lazos es
usual que surjan divergencias, por esa razon sera necesario regularizar y renormalizar el modelo.

Para ilustrar lo anterior vamos a tomar el ejemplo del modelo A¢*. A partir del lagrangiano (2.53) se
pueden calcular las reglas de Feynman empleando el método mostrado en el Apéndice C. Las reglas de
Feynman se muestran en la figura 2.4. A partir de las reglas de Feynman podemos calcular las amplitudes
perturbativas en el modelo.

b1 p3
X = —iA
— Z /// \\\
p* —m? + i€ P2 P4
(a) Propagador. (b) Vértice.

Figura 2.4: Reglas de Feynman del modelo \¢?.

Para calcular las correcciones, es decir, los términos perturbativos a érdenes superiores se consideran diagra-
mas topoldgicos conocidos como diagramas irreducibles de una particula. Por simplicidad los llamaremos
diagramas 1PI, por sus siglas en inglés one-particle-irreducible. Los diagramas 1PI son aquellos que no
se pueden desconectar cortando ninguna linea interna. Por lo que definiremos las funciones 1PI como las
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contribuciones provenientes de diagramas 1PI y las denotaremos por I'("™) (p1,- - -, pn). Para el modelo \¢*
tenemos los diagramas 1PI dados por la figura (2.5). El diagrama Saturno no se considerard en los célculos
ya que es 2 - lazos, por lo tanto a 1 - lazo solamente tendremos en cuenta como correcciones el (a) y el (c).

Figura 2.5: Diagramas de 1PI del modelo A\¢*. El inciso (a) se denomina renacuajo (tadpole) y
representa la correcciéon al propagador a 1 - lazo. El inciso (b) es el diagrama Saturno, es un
diagrama que es la correccién al propagador a 2 - lazos. El inciso (c) representa las correcciones al
vértice a un lazo, son tres diagramas, conocidos como gaviotas (seagulls).

La eleccién de diagramas 1PI es porque cualquier diagrama 1PI se puede descomponer en diagramas 1PI
sin més integracion de lazos, ademas de que si podemos lidiar con las divergencias de los diagramas de
1PI también podremos manejar los diagramas reducibles. De este modo la funcién de Green de dos puntos
(propagador),

/ d'z e (0] T (¢o(x)$0(0))[0) . (2.59)

puede descomponerse en una suma de diagramas de 1PI, como se muestra en la figura 2.6. Las suma de
las contribuciones de los diagramas 1PI del propagador estd dada por el término > (p?).

Figura 2.6: El propagador como una suma de autoenergias de 1PI.

La suma de las autoenergias de 1PI da:

(2.60)

i
A ( )
iAp) = p? —m2+ze+p —m2+ze ZZ p —m? +ie
) i

D —m2+ze

)
iA(p) p2 —m? + ie

[1 + (‘iZ(p2)> ]92—77124—16 + (‘iZ(p2)> ]92_7;24_16 (‘iZ(p2)> ]92—77124-16 +

(2.61)

Notamos que (2.61) tiene la misma forma que la serie geométrica.
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La serie geométrica estd dada por
i 1 — ot
Zrk=1+7“+7”2+"'+7”n:71 , (2.62)
k=0 -
donde
—(LiST )
r=(-120")
Asi, la expresién completa para el propagador estda dada por:
) 1
iA(p) = - - , (2.63)
PRt )
p? —m? +ie
la cual se puede simplificar
1 1
iA(p) = . = . .
2 _ 02 2 02 i) 2 ¢ p* —m? +ie — > (p?)
p? —m? +ie+ (p2 —m? +ie)i) (p )p2—m2+ie
Finalmente, las contribuciones al propagador a 1— lazo incluyendo los diagramas 1PI dan:
iA(p) = : (2.64)

TP P) i

La correccién a un lazo al propagador se conoce como autoenergia (cuando se trata de una particula masiva,
aunque cuando la particula no es masiva el diagrama a 1 - lazo se conoce como polarizacién del vacio), y
se muestra en la figura 2.7. Este diagrama estd compuesto por un vértice y un propagador.

Figura 2.7: Correccién a un lazo a la funcién de dos puntos.

El diagrama tiene un factor de simetria 1/2. Asi la integral de 1 - lazo estd dada por

. 1 [ dp , . i iA d*p i
—i Z(pz) = 2/ (2 (i) 57— = Y (2.65)

p2 —m? +ie (2m)* p2 —m?2 +ie

Para poder realizar esta integral, emplearemos la rotacién de Wick. Realizamos un giro en el contorno de
integraciéon originalmente sobre el eje g real, rotandolo 90° en el sentido opuesto a las agujas del reloj. La
rotacién de wick se basa en el teorema de Cauchy. El teorema de Cauchy nos asegura que al realizar un
giro los contornos no cruzan ninguno de los polos definidos por la prescripcién ie de Feynman.

Del teorema de Cauchy tenemos

74 f(qo)dao = 0, (2.66)
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con el cambio de variable gy = igs (donde g4 es real). Eso implica que

+i00 00 00
/  dgo f(q0) = / daqo f(q0) = Z/ dqs f(iqs). (2.67)
—100 — 0o —0o0
Im(qo)
[ ]
l Re(qo)
[ ]
Figura 2.8: Rotacién de Wick.
Para integrar, vamos a omitir el regulador i¢, ademés el momento p esta dado por
p = (po, —p1, —p2, —p3,) Po = Dy o Py =Dy PP =p.—pl=-pl, -1, (268)
y los diferenciales se reescriben como
d*p = dp, dp, dp, dp, = id'p,,. (2.69)
Eso implica que
, 9 A1 / / 1 —iA / 4 1
- =—— [ d d = dp, ——. 2.70
ZZ(]) ) 9 (271')4 po,E pk,E‘ _p(2),E _pzyE — m?2 3274 Pg p% + m2 ( )
Para integrar emplearemos coordenadas hiperesféricas,
Y00 =g [ [, 2.71)
—1 [ _— .
P 22m)t | Ty Prpr pm?

realizando los siguientes cambios de variables

u= pi, du=2p,dp,, u(0)=0, u(co)= oo,
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tenemos que
, 9 A o [FCu  du
_ ——_—" (2 -7
i) =~ ) [ G

‘ 2 ix [ [u+m? m?
— E = — — d
2. 3274 /0 [u tm? ut+mz)

Finalmente, obtenemos

~iY () = 3_2:\2 /OOO (1 - T;) du. (2.72)

Esta integral es claramente divergente. En general las integrales de lazo no son convergentes.

. - - P
LR s iz Ps P ps Prosee oo b P1 3
NS .5 A 0 \ | AN AN .
N7 \ -7 IS ! ! ! N LT
. , Ny | ,
iM(p1,p2,p3,p1) = = X + e o + ! ‘ + o
. N ;s PEGEEN [ AN
// \\‘ e AN / T \ \\ / e N
7z N , N I \ \ / .
.7 N . > I ' AN .
P2 D4 D2 Pa D2 P4 < P2 Pa
p2 --- Tt-- D4
. . . 1 .
—i) —im —im —imP
\\ !
. o L /
N N ’
+ ’ +
’ ~ - S s \
, - -
\
v/ “
O\

Figura 2.9: Amplitud de dispersiéon ¢(p;)¢(p2) — ¢(p3)@(ps) del modelo A¢*. A nivel de 4drbol el
unico diagrama es la funcién de cuatro puntos, mientras que a primer orden tenemos los diagramas
de 1-lazo y posteriormente las contribuciones a 6rdenes superiores.

Por otro lado, podemos obtener la amplitud de dispersion ¢(p1)p(p2) — é(ps3)d(ps), la cual a nivel
de arbol estd dada por el vértice —i\, a orden de 1 - lazo estd dada por las correcciones de un vértice,
mostramos estas correcciones en la figura 2.9. Las amplitudes cominmente se denotan por —iM, pero dado
que nuestras correcciones son correcciones al vértice, las denotaremos con —:I'. Es importante mencionar
que en este caso las amplitudes son las correcciones del vértice, y los diagramas son tinicamente diagramas
de 1PI. A 1 - lazo, las correcciones estan compuestas de dos propagadores y dos vértices. Asi las integrales
estan dadas por

1 dp i i
) A L Y —iA
=3 | i OV i =g T i O

Ty, = / d'p (—i)) ! ! (—i) (2.73)
" ) () [(p1 — p3) — p|? — m? + ie p?> — m? + e ’ '

1 d*p i 1
1w y
=5 [ Gt CN g = e e

donde la notacion I'y,, I'1, y I'1,, estd en términos de las variables de Mandelstam
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s=(p1+p2)’, t=(p1—p3)?’ u=(p—ps) (2.74)
Ademas, las integrales (2.73) poseen un factor de simetria 1/2, ya que son dos campos iguales. Las contri-

buciones a 1 - lazo estan dadas por

—iT1, 40 = —il1, — Ty, — il (2.75)

Ahora, dado que los momentos externos (p1+p2, p1 —p3, p1 —p4), no contribuyen al calculo de las integrales,
podemos sustituirlos simplemente por [, asi tenemos que

) 3\2 d*p 1
T = 5 / 2m)4 [(p — 1)2 — m? +ie][p? — m? + €]’ (2.76)

donde [ representa a los momentos externos correspondientes (p1 + p2, p1 — p3, p1 — p4). Para poder realizar
la integral empleamos la parametrizaciéon de Feynman (ver apéndice D)

1 1
_ / R (2.77)
ajaz o [(a1 — a2)x + as]

donde

ar=(p—0?—m?+ie=(1—-p)?—m?+ie, ay=p*—m*+ie, a1—a2=1>—2p-l. (2.78)

Asi, las correcciones al vértice se leen

32 dx
. _ . 2.79
W lorira) = 394 / / —2p - Da + p? — m? + i€ 279

el denominador puede reescribirse sumando y restando términos

(1P =2p-Da+p*> —m? +ie =120 —2p- D+ 122® — P2+ p? — m? +ie
=(p—Iz)? +z(1—z)® —m? +ie

De este modo las correcciones al vértice se reescriben como

32 / / dx
~ir , 2.80
ettrn) = 3974 24+ x(l—x)2—m2+ ie]2 ( )

empleando el cambio de variable

p=p—Ilz, dp =dp,

la integral se lee como
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. 3)\2 4 dp/
i1y = 557 | d'P — — .
s p + 2(1 — )12 — m?2 + ie)?

Podemos utilizar

a®> =m? — z(1 — x)l?,

asi la integral se reescribe como
3)\2 1 d4
—ir1(s+t+u) = %o / dx / __ 4P —5
327t Jy [p'2 — a2 + i€]
utilizando el truco de la rotaciéon de Wick como hicimos con el propagador

p'?=—pl, d'p =id'p,,

la integral se reescribe como

3in2 ! d'p
= e f |
(s+t+u) 3274 0 [—p% — a2+ ie]2
para fines de los calculos omitimos el regulador e, asi
3in2 1 d*p
T - d 8

vt T 3o / x/ 2 +a?]”

3iA? d

_ ) / dx / dS)y / pE pE

nuevamente utilizamos un cambio de variable

u:pé, du = 2p,dp,,

. 3i\2 1 1 [ wudu
_ZF1(S+t+u) 327r / dzx (27r )2 / 7[u n a2]2
3iN? / dx/ u+a?® — a? utat—at,
~ 3202 [u + a2

asi las correcciones a 1— lazo al vértice se leen

-y 2 1 o] d 00 d
—il' = 3iA / dx / v__ a’ / 7u2 .
(s+t+u) 3272 0 0 u+ a2 0 [u + a2]
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Las integrales (2.65 y (2.84) son divergentes, eso implica que nosotros debemos darle un significado fisico
a las amplitudes. Por esta razén mostraremos a continuacién como regularizarlas y posteriormente renor-
malizarlas.

Regularizacion con corte

Primero vamos a regularizar el propagador por medio de una regularizacién con corte. Vamos a cortar la
integracién hasta un valor A y luego tomar el limite A — oo al final del célculo.

—ix | N ATy
- - 2.
ZZ A—>oo 3272 / du = m / w-+m2l|’ (2.85)
integrando y haciendo algo de algebra tenemos
- 2 P 2 2 2 2 2
—1 Z(p ) = Al_r}r;o 39,2 [A —m*In(A* + m?) + m*In(m?)] . (2.86)

Eso nos lleva a
- Z(p - Ahaoo 3272 [A s (mZ - Alggo 3272 AT =m7In {1+ m?2 (287)

Este resultado debe rotarse de nuevo al espacio de Minkowski, pero dado que en este resultado no hay un
vector de momento en el resultado final (los pardmetros A, A y m son escalares), en este caso el resultado
es el mismo en el espacio de Minkowski. En este caso, queda claro que tenemos divergencias ultravioleta, ya
que tenemos grandes valores de momento. El diagrama de autoenergia a un lazo contiene un término que
diverge de forma cuadratica y otro término que diverge logaritmicamente. Podemos notar que la naturaleza
de la divergencia depende de la dimensién del espacio - tiempo.

Ahora vamos a regularizar las correcciones al vértice, por medio de regularizacién con corte tendremos que

9

2 1 A2 A2
iy B AR TR e / du__ g2 / _du 5
(s+t+u) 3272 Asoo 0 0 u-+ a2 B [u+a2]
— 327r2 Ahj)l;o {/O dx |:111(A +a ) —ln(a ) +M—1:|},

explicitamente la integral se reescribe como

(2.88)

3ix? o (Amioa( o mEy [ A2
—i If dx 1 d - (2
? 1(s+t+u) 327.‘_2 ALI};O [A L n ( m? _ (E(l _ LIT)Z2 > + A r A2 + m2 — ﬂf(]. — x)lQ] ( 89)

Por simplicidad podemos suponer que los momentos externos son nulos p; = ps = p3 = pg = 0, lo que
implica que [? = 0 y asi podemos ver que la divergencia (en color rojo) se encuentra encapsulada en

S+t+u) 327‘(2 A—oo

, 3iA? A? m?

33



Anélisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramirez

Regularizaciéon dimensional

Ahora vamos a utilizar el método de regularizaciéon dimensional. Para poder regularizar el modelo, consi-
deramos un sistema en unidades naturales (h = 1) para poder determinar el orden de los parametros

¢l=[ml=1, [ml=1, [N=0 [9.0]=[m]*=2

El lagrangiano debe tener unidades [m]*, esto lo podemos realizar rdpidamente realizando el conteo

1
L=20,00¢p— — ¢* —= ¢ (2.91)
2o~ (2 =~ A <~
T2 42 141 1414141
141
Si hacemos los mismo en n dimensiones, introduciendo
n=4— 2e, (2.92)
asi por concordancia en unidades, tenemos
n—2
@="22 =1 We=d-n  [B=n-2 (293)

Para este modelo en n dimensiones introducimos una escala arbitraria pu, asi

1 m? Aptm
_ - w2 M 4
L= 00009 - gt — T gt (2.94)
Asi, la expresiéon
A dPl 1
. 2 4—-D
_ E == 2.

12w 2 / 2m)P 12 —m?2 + el (2.95)

donde D = 4 — 2¢, D — 1 dimensiones espaciales y 1 dimensién temporal, el momento sobre el cual se
integra estd dado por

"= (l07l17l27 te 'ald—l)v (296)

A 1 A 4 p2m)P 1
- ] PN D/le. 2.97
i 2 ) / Z-mZtic 2" T (2na 2= m? e (2.97)

Dada la forma de esta integral, podemos manipular algebraicamente esta expresién para escribirla en
términos de la integral escalar de Passarino - Veltman Ag:

1 )P
Y0 = gt [ A (2.98)

27) i 12 —m?+ie
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_ZZ 32 ——Ag(m?), (2.99)

. i)\u_ze m2 m2
—q Z(PQ) = 352 [E +m? —y,m? —m?ln <4W2 +0(e) |, (2.100)
im? im2\ m?2
_ — — -1 1 . 2.101
ZZ 327T€ 3972 [ +% t+ n<4ﬂu2>}+0(6) (2.101)

Se encapsula la divergencia en el primer término del lado derecho. Notamos que para m? = 0, diagrama
se regulariza a cero, como se esperaba al emplear regularizacién dimensional. Una vez que obtenemos las
amplitudes de un lazo, pasamos a escribir las integrales en la base de Passarino - Veltman y aplicamos y
separamos la parte finita de la parte divergente

T i A2 (2m)* pA=P / A 1 (2.102)
_Z = - — .
o i )t 0P ) T e = D2 = mAlE - m?)
iN (2mp)tP 4
—ir = d*l 2.103
Pleww T 30527 n2 / —1)2 - m2] (12 —m?]’ ( )
—iTy = ﬁBo(q2 m?,m?) (2.104)
(s,t,u) 3972 ) ’ )
. . . . BN Lo o o 3N
_Zrl(s+t+u) = _Zrl(s) - Zrl(t) - lrl(u) = 3272 Bo(q e, m ) = 2(27r)414(q ) (2'105)

Dado que € — 0 u¢ — 1 y podemos despreciar los términos de ordenes iguales y superiores a O(e). Asi,

‘ 3iA? [1 ! z(x — 1)p? +m?
=il = 39,0 L — v, — In(47) —i—/o dz < 2 >] ) (2.106)

Las amplitudes estan regularizadas para cualquier valor finito de e, para cualquier dimensién diferente a
cuatro. Sin embargo, para cuatro dimensiones, el limite ¢ — 0. Las amplitudes divergen.

_ 3iN2 3N ! z(z — 1)p? + m?
—zI’l(SHﬂ) = m — 32? |:7E + ln(47T) —A dﬂj ( Iu2 ):| . (2107)

Como podemos observar en (2.107) tenemos un término en el cual la divergencia se manifiesta explicita-
mente.
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(a) Propagador.

n Ps3 p1 P3 P Ps3 b AN ps P1 P3 p1 3

I N

(b) Vértice.

Figura 2.10: Correcciones con sus contratérminos

2.5.2. Renormalizacién del modelo \¢*

Una vez regularizado el sistema, podemos separar la parte finita de la parte divergente. Ahora, vamos a
renormalizar el sistema, para ello introduciremos contratérminos que van a absorber los términos divergen-
tes.

En este caso, el lagrangiano del modelo A¢* lo escribiremos con pardmetros que contengan subindices 0.

1 1 1
£ = 50" ¢odud0 — 5miof — 352660 (2.108)

Los campos renormalizados es decir, campos con medidas fisicas, los denotaremos como ¢,. De la misma
forma, los demds pardametros renormalizados se denotaran con un subindice r y los parametros desnudos
con el subindice 0. Los campos desnudos se relacionan con los campos renormalizados de la siguiente forma:

o0 =2, ¢. (2.109)

Escribiendo el lagrangiano en términos de los campos renormalizados, es decir, sustituyendo (2.109) en el
lagrangiano (2.108) obtenemos

1 1 1
L= 5Z50" 0n0udr — 5miZody — 120250y, (2.110)

el lagrangiano se puede reescribir sumando y restando términos

1 1 2 2 1 2 .4 1 1 1 2.2 1 2.2
L= §Z¢)8H¢7‘8u¢r — §mOZ¢¢T — g)\OZd)d)T + ia”d)rau(ﬁr — 58“(;57,8“(]% — imr(br + §mrg25r

1 1 1 1
=526y + 5 Zemid] — M0+ ARG,

reagrupamos términos,

1 1 1 1

L= (23“¢r3u¢r — My — 4!>\r¢f> +5(Zy = 1) 0"¢: 0.y
1 1

=5 (m§Zs —mi = miZy +miZs) 67 — 5 (NZ5 = \r) by,
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1 1 1 1
[' = 7au¢rau¢r - *ngﬁ% - */\rgbﬁ + 3 (Z¢ - 1) (auqsrau(ﬁr - ngb%)
2 2 ;“ 2 1 (2.111)
=5 (miZy = miZs) 67 — 11 (MZ§ = \r) 6.
Definimos
6p = Zy— 1, (2.112)
6y =2\ — 1, (2.113)
Sm = Zm — Zy, (2.114)

donde dg, 0y y O, sirven para remover la parte divergente. Los pardmetros Z) y Z,, se relacionan con el
parametro Z, a través de:

7y = %Zqﬁ, (2.115)

2
_ My
I = 320, (2.116)

2
asi los pardmetros de masa y constante de acoplamiento desnudos (denotados con un subindice 0) se

relacionan con los parametros renormalizados (denotados con un subindice ). Finalmente, el lagrangiano
del modelo \¢* se reescribe como

1 1 1 1 1 1 1
_ Laou Lo Ly o4 Lau o220} 1 2,2 L 4
L 23 OrOudr 2mr¢r 4!)‘r¢r +d¢ (28 OrOudr 2mr¢)r> 25mmr¢r 4!5,\)\7«¢T. (2.117)

Ahora, reescribimos nuestro lagrangiano en un lagrangiano renormalizado (del cual hemos calculado
las reglas de Feynman) y un lagrangiano de contratérminos (los cuales permiten anular los términos
divergentes obtenidos con la regularizacién), asf

L=Lr+ Lc, (2.118)

donde denotamos con Lg al lagrangiano original, el cual estd dado por

Lp= %awraﬂ@ — %mz@% - %A@ﬁ. (2.119)

Y denotamos con Lo al lagrangiano de contratérminos, y esta dado por

1 1 1 1
Lo—d, <Qau¢,ﬂaﬂ¢,, - 2m3¢3) ) (2.120)
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Los contratérminos se analizan como si fueran interacciones. En (2.120), podemos ver en color morado
al contratérmino del propagador y en color azul al contratérmino del vértice. Despreciamos las derivadas
totales del lagrangiano, asi dado que 0/¢,.0,¢, = O*(¢,0u¢r) — ¢r0¢, = —¢.0¢,, el lagrangiano de
contratérminos se reescribe como

1 1 1 1
Lo= b4 (2@5@ + 2m3¢$> — §5mm2¢3 - EéAArgbf. (2.121)

Los contratérminos del propagador van a incluir un factor multiplicativo 2, dado que tenemos dos campos
idénticos. Ademads, en el espacio de momentos O* — —ip*. Asi, los contratérminos de interaccién estan
dados por

2 2

— g\ (—1
) =ip) mr| 2i5m% — i84(p? — m2) — i0mm?. (2.122)

26, | —
“0¢ 2 2

A partir de este momento, la masa renormalizada (m,) la vamos a denotar solamente con (m).

,,,,,,,, - =i04(p? — m?) — i6,m?

Figura 2.11: Contratérmino del propagador del modelo A¢?.

Asi las contribuciones al propagador a orden de un lazo se escriben como

P> ) =Y () +ide(p* —m®) — ibmm® + - -
R

2.123)

im?X\ (1 m2 o (

~ 3212 (e+1_7E_ln(”)_ln <u2> +(9(6)> +1i0y(p* = m?) — ibpm® + - -

Como hemos mencionado previamente, existen varios métodos de renormalizacién. En este ejemplo vamos
a ilustrar algunos, primero vamos a emplear el esquema de renormalizacién on - shell,

7

Ap) = 2.124
tenemos dos condiciones:
> =m?) =0,
03 (p?) (2.125)
P
D p2=m2
De la primera condicién tenemos
z‘Z("’—m?)—imQA Loy —1o s +O(e)| —ibpm? =0 (2.126)
p - - 327I'2 € 7}_7,‘ g M2 m - .
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eso implica que

m2\ [1 m?
Om = 3972 [e +1— g —log(m) — log (/ﬂ)] . (2.127)

Y de la segunda condicién

0 m2\ m2\ m?2
S D S AN A In{—— @
22 Op? {3271’26 3272 [ Tt n( w2 ) + (6)]}

0
+ 87])2 [5¢(p2 — m2) — 5mm2]

p2=m?2

=0,

p2=m2

obtenemos

§p=0. (2.128)

Figura 2.12: Contratérmino del vértice del modelo \¢*.

Ahora sigue el contratérmino del vértice (Jy), el cual estd dado en la figura 2.12. Para obtener el pardmetro
de renormalizacion del vértice, ) tenemos la condicién

—il', —il'y, — i, —i6xA =0, con p; =0, dondei =1,2,3 (2.129)

Evaluando s, t y u, obtenemos:

s = (p1+p2)% = (1) + 13, 0)% = (2m)? = 4m?,
pi=0
tl = (p—p3)* = —p50)7°=(0,07=0, (2.130)
pi=0
ul = (p1—pa)® = (p] —p4,0)* = (0,0)* = 0.
p:=0
Asi,
I‘15:4M2 + T, + Plu:O +0xA = 0. (2.131)
Eso implica que
r +2r
o= — 13:4”’1 = (2.132)
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donde 2
_ 2 _ 2 9
Flo = —WBO(]) = O,m ,m ), (2133)
2
o oym2 = —=——=Bo(p? = 4m?, m?, m?), (2.134)
3272

y sustituyendo en (2.132) obtenemos que

Oz [Bo(p2 = 4m? m* m?) + 2By(p* = 0, m2,m2)] . (2.135)

~ 3272
Empleando los resultados del apéndice D y con algo de dlgebra obtenemos

5y = 32% [3 (1 - 1n(471')> +3n (Zf) + /01 do (In(1—4z(1—2)|.  (2.136)

€

Y hemos obtenido los contratérminos del modelo A¢* en el esquema de renormalizacién on - shell. Ahora
vamos a obtener los contratérminos en el esquema de resta minima (MS). En este esquema nos interesa
remover los términos ~ 1/e en cada uno de los pardmetros. En este esquema tenemos

A 3x 1
55 =0 oM5 = oV5 = - 2.137
¢ ’ m 32m2e’ A 32712 € ( )
Por su parte, en el esquema de resta minima modificada tenemos
MS MS A NS 3x 1
S =0, M=_"11 8= = 2.138
¢ ’ ™o 32728 AT 32n2¢ (2.138)

Como podemos notar, en estos esquemas (MS y MS) las partes divergentes definen los contratérminos que
se restan al lagrangiano efectivo para tener un lagrangiano finito y se incluyen en el lagrangiano efectivo.
Es importante mencionar que los contratérminos eliminan las divergencias a orden de 1 - lazo, pero todavia
deberiamos esperar que los términos de orden superior diverjan. Por lo tanto, podemos concluir que el
modelo se ha renormalizado a orden de 1 - lazo.

Ya hemos renormalizado el modelo empleando los métodos de renormalizacién: on - shell, MS y MS , ahora
vamos a encontrar las ecuaciones de grupo de renormalizacién. A partir del cdlculo de los coeficientes 6§,y
ds y 6x en MS podemos obtener ficilmente las ecuaciones de grupo de renormalizacién, conocidas como
funciones B(A) y v(m). Es posible realizar el mismo célculo en otros métodos de renormalizacién, pero es
més sencillo en el esquema de MS. Entonces, de la ecuacién (2.137)

Al 33X 1
M =0, M=_"2- HB=_""/— 2.139
¢ oo 32r2e A 3272 €’ ( )
y del hecho de que
po=2"0, BB =2,-1=0, (2.140)

obtenemos
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Zy=1. (2.141)

Continuamos con Z,,,

2 2
mg m
5m:Zm—Z¢:Zm—1:m—%Z¢—Z¢:m—%—l, (2.142)
y con
o= 2y — 1.
De la regularizacion dimensional tenemos que
Ao = ZypN. (2.143)
Aplicamos logaritmo a toda la expresién anterior
In(Ao) = In(Zy) + 2eln(p) + In(A),
y dado que
Mo # o4, (2.144)
tenemos que
dIn(Ao) 01n(Zy) 0ln(A)
=0= 2 2.145
dTn(p) o) T2 D) (2.145)
0ln()) 0In(Z)y)
—2€ — 2.146
an(u) T o) (2.146)
0ln()) 0 0
=-2e— ——(Z)) = —2¢— 146
9In(p) © o) @) ©T oIy (1+)
Luego, utilizando el hecho de que
dln(A) 1 9
== 2.147
Oln(p)  Adln(u)’ ( )
obtenemos que
ox 9 _ 0 32 1
Oln(p) dln(p) [3272¢]’
y con un poco de algebra obtenemos
o\ —2¢
= ) (2.148)
Oln(u) (5 + 5507;)
Realizando una expansién en serie de potencias con respecto a A tenemos
N« ot 3\ +O0(\?) (2.149)
dln(p) 1672 7 '
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y tomando el limite ¢ — 0 y considerando tinicamente los términos orden O(A\?) tenemos la funcién beta,
la cual se define como

oA OA 3\

BN Olnp “au 1672 ( )
Podemos integrar 3(\) y obtener la dependencia de A con respecto a pu, asi obtenemos
A= i donde D  esuna constante (2.151)
T 3(D+ ()’ | |

En la figura 2.13 podemos ver la grafica de A en funcién de la escala de energia pu.

A(H)

Figura 2.13: Corrimiento del pardmetro A con respecto a la escala de energia p en el modelo \¢?.

Ahora, continuando con

Tn = =0 — my = Z1%m, (2.152)
m
aplicando logaritmos naturales a (2.152)
1
In(mg) = 3 In(Z,,) + In(m), (2.153)
donde
In(mg) = constante, (2.154)
eso implica
dln(mg) 0= 19In(Zy)  9ln(m)
Oln(w) 2 Oln(p) dln(u)’

_19W(,) | 9n(m) (2.155)

"2 9ln(p) dln(p)’

d1ln(m) 1 9 Al
_ 1 1 2.1
<327r2 e> ’ (2.156)
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Jln(m) 1 1 1 0OA

Oln(p) :_5327r2281n( )’ (2.157)
dln(m) 1 1 1 9
() — 5@2[ 2eA + O(N7)], (2.158)
a orden A tenemos
Jln(m) A (2.159)

0ln(p) T 322
Eso implica que la ecuacién de grupo de renormalizacién para la masa, la funcién v(m) estd dada por

_Oln(m)  pom A

= =2 = 2.160
v(m) dlnp m Ou 3272’ ( )
integrando la funcién y(m) obtenemos la relacién entre m y pu.
m = Cp~ Y/ 6mE+E] donde C' y E son constantes. (2.161)
m(H)
/

7]

Figura 2.14: Corrimiento del pardmetro m con respecto a la escala de energia i en el modelo \¢*.

Las figuras 2.13 y 2.14 muestran el corrimiento de los pardmetros fisicos m, A con respecto a la escala de
energia. Dadas las ecuaciones de grupo de renormalizaciéon obtuvimos los contratérminos que renormalizan
el modelo A\¢*. Y podemos decir que es un modelo renormalizable. Este tltimo resultado nos serd de utilidad
para contrastar con las amplitudes a nivel de lazo de los galileones escalares en el proximo capitulo.

2.6. Discusion y conclusiones

En este capitulo expusimos los mecanismos de regularizacién y renormalizacién. Dimos una breve des-
cripcién de las técnicas, asi como sus origenes y motivacién. Posteriormente mostramos las ventajas de
la regularizacién dimensional sobre la regularizacién con corte con el ejemplo del plano infinito de carga.
Finalmente, presentamos la regularizacién y renormalizacién del modelo A¢?, y mostramos las ecuaciones
de grupo de renormalizacién. Concluimos que el modelo A¢? es un modelo renormalizable y sus constantes
de acoplamiento dependen de la escala de energia.
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Capitulo 3

(Galileones escalares

En este capitulo estudiamos realizamos una revisién de las propiedades de los galileones escalares. Como
mencionamos previamente, los galileones son campos escalares que son invariantes ante la transformacion
galileana

T — 1+ bt +c (3.1)

Los galileones tienen de origen en el modelo de gravedad de Dvali - Gabadadze - Porrati (DGP) [8] como
alternativa a la Relatividad General para explicar la gravedad infrarroja. Fueron introducidos por Nico-
lis, Rattazzi y Trincherini como cinco autointeracciones derivadas como un modelo de gravedad libre de
espectros de [9]. El hecho de que los galileones sean libres de espectro los hace buenos candidatos como
modelo de gravedad. Posteriormente, comenzaron a emplear los galileones en modelos de extensiones de
Relatividad General y en modelos cosmolégicos [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].

En el dmbito de la fisica de particulas los galileones son un campo de interés ya que son invariantes ante
renormalizacién a un lazo [24, 25]. Esto se da, ya que las divergencias y los contratérminos no son del
mismo orden, lo que implica que los contratérminos no anulan las divergencias [26, 27, 28|.

El objetivo principal del capitulo es analizar la estructura de renormalizacion de los galileones escalares a
orden de 1— lazo. La organizacion del capitulo es la siguiente: Primero presentamos su construccion y la
invariancia de los galileones escalares ante la simetria galileana. Posteriormente calculamos las amplitudes
de dispersion de los galileones a nivel de arbol y luego las amplitudes de dispersién de los galileones a nivel
de lazo. A nivel de drbol aparecen divergencias UV, las cuales aislamos de los términos finitos por medio de
la regularizaciéon dimensional. Finalmente, renormalizamos el modelo y obtenemos las ecuaciones de grupo
de renormalizacién.

3.1. Construccion de los lagrangianos

En esta seccién presentamos la construccion de los galileones. El lagrangiano completo del modelo de
galileones esta dados por

D+1

L=m+ %(377)2 + 7;) gn(0T)?(00m)" 2. (3.2)
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Podemos notar que si D = 1 tenemos dos galileones, el término potencial lineal z y el término de energia
cinética galileana (8M7r)2 /2m. En un espacio-tiempo con D = 4 existen 5 lagrangianos, eso implica que
tendriamos un lagrangiano completo de la siguiente forma:

D+1
Lr=> cnln. (3.3)

n=1

El lagrangiano, para n = 1 tenemos el renacuajo (tadpole en inglés)

,Cl = T. (34)
Para n > 1 los lagrangianos se construyen de la siguiente forma [24, 10]:

1 R
E(n+1) = m 77“1”1“21/2 Hntn (alilﬂ-aVlﬂ—a//QaVQﬂ- e aﬂnal’nﬂ-) . (35)

Con estos lagrangianos obtendremos ecuaciones de movimiento que incluyan segundas derivadas actuando
sobre cada 7. La ecuacién (3.5) se puede escribir explicitamente

Ling1) = Z(—l)pn’“p(”l) phap(v2) L ppap(va) (Ouy MO, Oy Oy - =+ Oy, O, M) (3.6)
p

De este modo se obtienen los cinco lagrangianos. Asi, empleando la convencién de [26] los cinco lagrangianos
se leen:

[’l =T,

L ow
Lo = 58 Ty,
L3 = 0,m0"r0m,

L4 = % uw@“w(Dwﬁ — 0ym0" 0" w0, n0Om — %(%&,W@“@”ﬂ@ﬂrapﬂ + 0,m0"0"10,0,m0",

(3.7)
1 1
L5 = G uw&“W(Dw)‘g —5 lm@“@”ﬂ&ﬂr(Dﬂf + 0,m0"0"10,0,m0 rn

+ éauaywa,,aﬂwapa#wama% + %auaywaﬂa”wapwaﬂa*waﬂ — 9,0 18,0,m° I TO\T.

3.2. Invariancia de los galileones escalares

Como hemos mencionado, los galileones son campos escalares que poseen invariancia ante la transformacién

T— 7 =7+bat+ec. (3.8)

Ahora mostraremos que cumplen con esta propiedad. Para probar esto conviene trabajar directamente
con las ecuaciones de movimiento, donde no hay ambigiiedades de integracién por partes y solo aparecen
segundas derivadas. Las ecuaciones de movimiento se obtienen por medio de las ecuaciones de Euler -
Lagrange para campos escalares:
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oL; oL;
" (A i

< 8#7r> o 0. (3.9)
Para el lagrangiano £1 obtenemos que

oLy, oLy

_ = = 1 .1

on or ’ (3.10)
y también,

oLy, oLy

S — i 0. (3.11)

Queda claro que £} = L1, pero este lagrangiano no genera una ecuacién de movimiento (dado que 1 #
0), por esta razén se conoce como tadpole. A continuacién vamos a reescribir los lagrangianos de forma
equivalente, de modo que las ecuaciones de movimiento puedan obtenerse de la siguiente forma:

0L;
o’

(3.12)

€ =

Para n = 2,3,4,5 tenemos que ¢; = 9L;/0*m = 0. Usaremos la notacién comun:

(0u0,m)" = [II"],
0"0,m = O,
(0,0,7)* = 0,0, T,
(0,0,7)% = 0,0, 0,07 "0,
(00, 7r)4 = 0,0,m10" 0,10 0° mO, 0",
[(0,0,m)%)? = (0,0,7) ("0 7)(8,057) (0P 7).

Primero reescribimos el lagrangiano Lo de la siguiente forma

1 1 01 1
Ly = 50,0 = §W — 5mOud'm = —om O, (3.19)

donde empleamos el hecho de que las derivadas totales se anulan al calcular la acciéon y por esta razén no
contribuyen. Obtenemos la ecuaciéon de movimiento

0Ls 1
—_—_[ 2
asi
Or = 0. (3.21)

Luego continuamos con el lagrangiano £3. Con un poco de algebra y utilizando el hecho de que los términos
con derivadas totales no contribuyen, el lagrangiano puede reescribirse como
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2
L3 = 0,mn0!7On = —3 7[(On)? — (90" 7)?]. (3.22)
Con el lagrangiano escrito de este modo obtenemos la ecuacién de movimiento

%~ om0, (3.23)

y asi
[(D7r)2 — (8“8”77)2] =0. (3.24)

Para el lagrangiano £4 podemos aplicar el mismo procedimiento que para L3 y el lagrangiano se reescribe
como

Ly = _%77 [(DT&')?’ + 3(8uau77)2D7T - apauﬂauaywapal/ﬂ—] : (3.25)

De este modo podemos obtener la ecuacién de movimiento

% _ _% [(On)? + 3(8,0,m)20i — 8°9,m0"8"70,0,7] | (3.26)

y asi la ecuacion de movimiento se reescribe como
Y 3 + 3(0 61,71 Or — 879, wo* 0" 70 8,,71 =0. 3.27
“w o P

Finalmente, el lagrangiano L5 lo podemos reescribir como

1
L5 = —o [(@m)* = 6(0m)2(0,0,7) — 3[(0,0,m)%* + 8(0,0,7)* — 6(0,0,m)*] . (3.28)
Y asi obtenemos la ecuaciéon de movimiento

% = —é ()" = 6(0m)*(8,0ym)* — 3[(8,0,m)*]* + 8(8udym)* — 6(3udym)] . (3.29)

Y por lo tanto, la ecuaciéon de movimiento del lagrangiano quintico es:

(On)* — 6(07)2(9,0,7)* — 3[(0,0,7)?)* + 807(9,0,m)% — 6(0,0,m)* = 0. (3.30)

Podemos notar que en las cuatro ecuaciones de movimiento aparecen solo segundas derivadas. Las norma-
lizaciones generales ([26]) se han elegido para tener normalizaciones simples en las EOM, los invarientes de
Galileo de orden superior son triviales en 4 dimensiones, siendo solo derivadas totales. En los cédlculos se
emplea la métrica de Minkowski con signatura 7, = diag(1,—1,—1,—1). Resumiendo, las ecuaciones de
movimiento del modelo de galileones escalares son
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e =1, (3.31)
eo = 0Or =0, (3.32)
e3 = (Om)? — (9,0,m)* =0, (3.33)
4 = (On)® — 3(0,0,7)*0Or + 2(8,0,7)* = 0, (3.34)
e5 = (Om)* — 6(0m)? (0,0,7)? — 3[(9,0,m)%)? + 8(8,0,7)* O — 6(9,0,7)* = 0. (3.35)

Ahora, es facil notar que ante la transformacién galileana (3.1) los cinco lagrangianos son invariantes. Para
probarlo empleamos el hecho de que 9,0, (7w + bya* + C) = 0,0, 7. Para el lagrangiano Ly tenemos

oL, 1 u 1 0Ly
De la misma forma, para L3, L4 y L5 tenemos
oL 2 2 0Ls
373 =-3 [(O(r + bz + C))* — (9,0, (7 + buat + C))?] = -3 (@)% = (0,0,7)?] = 5o (337)
8‘621 1 3 2 L 3
5= =3 [(O(7 + byt + C))* = 3(0u0y (7 + bpa* + C))°Or + (9,0, (7 + byt + C))?]
(3.38)
1 0Ly
= —5 [(DTF)B — 3(8“6V7T)2D7T + (8H8yﬂ)3] = W,
L5 _ L0 + b + )~ 6(8,0 burt + C))? (O(r + buat + C))?
877__6[( (m + buz” + C))" = 6(9u0y (m + bz + C))” (O(7 + b’ + C))
+3 [(0,0, (7 + byt + C))?]* + 8(8,0, (7 + bua* + C))> O(x + byt + C) (3.3

—6(9,0y (T + by + )Y

_ —é[([lﬂ'>4 _ 6((‘9“8”%)2 (DT()2 +3 [(auayﬂ_)Z]Q + 8((9“8,,71)3 Omr — 6<8M8V7T)4] = 8061.5

Ya hemos probado que los cinco lagrangianos cumplen la simetria galileana (3.1) y hemos mostrado que
las ecuaciones de movimiento incluyen tnicamente ecuaciones de segundas derivadas. Ahora calcularemos
las amplitudes de dispersién de los galileones.

3.3. Amplitudes de dispersién de los galileones

Como mencionamos previamente, los galileones no cambian sus propiedades ante renormalizacion, algo
inusual, lo que es de interés en teoria cudntica de campos. Por ello en esta seccién vamos a estudiar las
amplitudes de dispersién mm — 7 7. Las amplitudes de dispersion para galileones masivos a nivel de arbol
fueron calculadas en [68]. Encontraron que aunque el término masivo rompe la simetria galileana, pero
se preservan el teorema de no renormalizacién y el resto de caracteristicas esenciales de los galileones. El
rompimiento de simetria es un rompimiento suave, ya que si hacemos m — 0 recuperamos la simetria de los
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galileones. Ademéds mostraron que las amplitudes crecen como O(E®) (al igual que en el caso no masivo).
A bajas energias, es decir, cuando (s +t +u)3 < A% se mantiene la unitareidad de la probabilidad.

En [26] estudiaron las divergencias a 1— lazo del modelo de galileones escalares empleando el método
de fondo de campo y obtuvieron divergencias a 6rdenes de momentos muy altos. También en [27] estu-
diaron estructura de renormalizacion de los galileones escalares. Mostraron las contribuciones ultravioleta
divergentes a un lazo para las funciones a 1— lazo al propagador y a las funciones de 3,4 y 5 puntos.

3.3.1. Amplitudes de dispersiéon a nivel de arbol

Nosotros consideramos un lagrangiano de galileones masivos, es decir

1
Loz =Lr— §m27r2, (3.40)

donde en nuestra notacién

L= L (3.41)

Nosotros establecemos la siguiente convencién para los cinco lagrangianos:

*Cl :glAsﬂ-)
Ly = — gom U,
93 2 2
L3 = 3A87 [(On)? = (0,0,7)7] (3.42)
94
L= — Wﬂ' [(DTI’)3 — 3(8u(9yw)2DW + 2(8M(9VW)3] ,
95 2

L5 = S0 7 |:(E|7T)4 — 6(0m)*(0,0,m)* — 3 [(8M3V7T)2] + 8(9,0,m)*0r — 6(8M3VW)4} :
Donde empleando unidades naturales ¢ = 1, A = 1, el lagrangiano debe tener unidades [£] = [m]*. Para
que cada uno de los lagrangianos del modelo tengan la dimensién correcta introducimos un parametro A
que posee unidades de masa [A] = [m], también tenemos que g2 = 1/2 (normalizacién candnica). Otro

aspecto importante a mencionar es que la masa —m?m? /2 rompe la invariancia de los galileones, pero es un
rompimiento suave de simetria. Ademads, al finalizar los célculos veremos que si aplicamos el limite m — 0
recuperamos los resultados que se obtienen en el modelo no masivo.

Vamos a calcular la dispersion #m — 7. En esta secciéon comenzaremos con las amplitudes a nivel de arbol.
Primero obtenemos las reglas de Feynman, las cuales calculamos directamente desde los lagrangianos. El
diagrama de Feynman estd dado en la Figura 3.1 y los vértices se muestran en la Figura 3.2.

p2

Figura 3.1: Propagador del modelo de galileones escalares masivos.

Podemos notar que los cambios en las integrales a calcular se deben al cambio en el propagador, ya que las
interacciones son las mismas que el modelo de galileones escalares no masivos.
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Figura 3.2: Vértices del modelo de galileones escalares masivos.

El cédlculo de las reglas de Feynman lo mostramos explicitamente en el Apéndice C. Aqui mostramos
tnicamente los resultados. Comenzamos con el propagador de los galileones escalares, el cual estd dado por

! (3.43)

El vértice cubico estda dado por:
. g3
V® = iMY = i3 (py, pa, ps) = 33 [p1p3 — (p1-p2)? + pIp3 — (p1-p3)? +p3p3 — (P2 - p3)?] . (3.44)

El vértice cuartico esta dado por
@[2224_ 2,22 L 2,22 | 2,22
G P1P2P3 T P1P2P4 T P1P3Py T P2P3Py

—pi(p2 - p3)* — pi(p2 - pa)? — DI (p3 - pa)* — P3(p1 - p3)°
— p3(p1 - pa)® — P3(p3 - pa)* — P3(p1 - p2)* — P3(p1 - pa)? (3.45)
—p3(p2 - pa)? = 3pi(p1 - p2)? — Pi(p1 - p3)? — pi(p2 - p3)?
+2(p1 - p2)(p1 - p3) (P2 - p3) + 2(p1 - P2)(P2 - P4)(P1 - Pa)
+ 2(p1 - p3)(p3 - pa)(P1 - pa) + 2(p2 - p3)(P3 - P4) (3 - Pa)l,

= ZMELO) = irg<p17p27p3ap4) =

de forma compacta podemos escribir el vértice como

() g4
iM = S Pipap3 — pi(p2 - ps) + 2(p1 - p2) (b1 - p3) (p2 - ps) + comb(1,2,3,4)]. (3.46)
Finalmente, el vértice quintico de forma compacta estd dado por:
(0 . 95
VO =M = ir() = e [nipdpipt — 601 - p2)’papd + 8(p1 - p2) (b2 p3)(p1 - p3)ph (3.47)

+3(p1 - p2)*(p3 - pa)® — 6(p1 - p2)(p2 - p3)(P3 - Pa) (p1 - pa) + perm(1,2,3,4,5)]

Utilizando las reglas de Feynman podemos obtener las amplitudes de dispersion mm — 7, las cuales se
muestran en la figura 3.3. La notaciéon que empleamos es ZM,(CO), donde k = s,t,u,4.

0) .40 ., (0 . (0
g), ZME ), z./\/l&) y ZMA(L ),

Las cuatro amplitudes de dispersién a nivel de arbol estan denotadas por iM
Los diagramas relativos a Mg, M; y My a nivel de arbol se calculan empleando dos vértices de cubicos
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Tw — T p1 p3
!
P P3 ) P P3 p1 P3
AN /// I \\\ /// \\\ ///
p1+ P2 | 3
. I N NP
Fmmmmmmmm oo < + ' P13 +  p1paly e + e
e So i I L NS L’ NS
’ N I ! ’ N . N
’ ~ ! ’ N ’ ~
Pz/ ’ 172/ Y2 pz/ Y2
iM® M My

Pa |
P2’ "pa

M

Figura 3.3: Amplitudes a nivel de arbol

y un propagador, mientras que el diagrama M, simplemente es el vértice cudrtico. A continuacién las
calculamos. Comenzamos con el canal s

. tg ? 133
iMO = Tg[(mf(mﬁ — (p1 - p2)?] {(pl ) — mz] F[(—P3)2(—p4)2 — ((—ps3) - (—pa))?],  (3.48)
con un poco de algebra tenemos que
MO — ig [P%P% — (m 'Pz)Q][ngi — (p3 - pa)?] (3.49)
SN 2 = (o1 -+ pa)? | |
Continuamos con el canal ¢
. 2 . .
. 0 19 ? 193
MO = B — 1 ()| | 2 — () (350
haciendo el dlgebra obtenemos
© _ 93 [Pip3 — (p1 - p3)*I[P3pi — (P2 - p4)?)
M7 =5 . (3.51)
A m? — (p1 — p3)*
Finalmente, calculamos el canal «
. tg ? 193
M = "3t (=pa)? = (p1 - (—p))?] [(pl o mg} 202 (0s)” = ((=p2) -p2), (3.52)
simplificamos la expresion, de modo que obtenemos
MO — gj [P%Pi — (m 'P4)2][P%P§ — (p2 'PS)Q]' (3.53)
u A6 m? — (p1 — p3)?
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Utilizando las variables de Mandelstam

s = (p1+p2)* = (p3+ pa)? (3.54)
t=(p1—p3)® = (p2 — pa)® (3.55)
uw=(p1—ps)® = (p2 — ps)*. (3.56)

Podemos escribir las amplitudes en términos de las variables de Mandelstam y el hecho de que tenemos
una dispersién de dos campos idénticos a dos campos idénticos (7m — 7). Es decir,

mi:m—>p?:m2:m2

T
b1 P2 =P3- P4
P1-p3 =DpP2-P4
b1 P4 =DPpP2-P3.

(3.57)

Asi, las contribuciones de la amplitud de dispersién de los canales s, t y u estan dados por:

- 2 2)2
q0) _ 193 8 (s — 4m*)
M T6A6 I (3.58)

- 201 4212
i/\/lgo)— igs t*(t —4m?)

T16A6 m2—t (3.59)

; 2 2)2
o q0) _ g3 u (u — 4m?)
My, 6A6 I u (3.60)

Para la amplitud cudrtica podemos simplificar la expresién (3.45), empleando la relacién (3.57), asi la
amplitud cudrtica a nivel de arbol se lee como

MO — 194

1= w{4m6 —4m?[(p1 - p2)® + (p1 - p3)* + (p1 - pa)?] + 8(p1 - p2) (p1 - p3)(P1 - pa) }-

De las variables de Mandelstam (3.56) tenemos que

S 2
pl'p2=p3'p4=§—m7

p1-p3=p2-pa=m’—

t
2
v
2

)

pl'P4=p2'p3=m2—

Y asi en términos de las variables de Mandelstam el vértice cuartico se lee

. 2 1
i/\/lio) = % {mG - mj [(s— 2m?)? + (t — 2m?)? + (u — 2m2)2] + 1(5 —2m?)(t — 2m?)(u — 2m2)} ,
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iga ¢ mA(sPH+u?+12mt —AmP(s+t+u)| (st —2m>t — 2m?s 4+ 4m*) (u — 2m?)
’LM A6 m- — 4 + 4 9

usando el resultado del apéndice B

s+t+u:4m2,

y desarrollando el algebra tenemos

iMfLO) = % {mG - mT [ + 2 +u? — 4m4] + Z[stu — 2m?2(st 4 su + tu) + 4m*(s +t + u)]} ,

: 2 2
(0 194 m 2m 194 Stu
iMO = A6{2m6 T ) T (st su ot tu) o+ 4mC -2 }+n e

. 0 104 m 194 Stu 194 m 104
ZMEL) :/\6{47716 n ( +t2+u +23t+23u+2tu)} A6 4 = A6 {4 6 _ 1 (S+t+u)2}+]\46’

2 .
A (0) 194 6 M 2\ 9 igy stu _ 1gy Stu
iMiT =% {4 o (m) }* NS4 MO 4

Finalmente, tenemos que la amplitud de dispersion cuartica a nivel de arbol estd dada por

©0) _ 194 Stu

n =6 1 (3.61)
A nivel de arbol la amplitud de dispersion esta dada por
iMO = ipmO 4 imD 4 imMO Lm0 (3.62)
En el limite m — 0, tenemos que
. 3 . 3
iMO = 1958 MO T o) o MO gastu (3.63)

16A6° 16A6’ 16A67 AS 4

Podemos notar que i/\/lg)) es invariante ante m — 0, ya que es Unicamente la interaccién a nivel de arbol
y no se involucra ningin propagador. Nuestros resultados reproducen el célculo que hacen en [69], donde
analizan las amplitudes de dispersién a nivel de arbol. Como podemos observar, la ecuacién (3.62) depende
de energfas del orden O(ES). El hecho de que las amplitudes de dispersién dependan de la energia rompe
la unitariedad a altas energias.
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3.3.2. Correcciones radiativas a 1 - lazo

Ya que hemos calculado las amplitudes de dispersién a nivel de arbol, vamos a calcular las correcciones
a 1— lazo. En [26] estudiaron las divergencias de los galileones escalares no masivos, encontraron que los
contratérminos no corresponderian con las divergencias de las correcciones radiativas. En [27] calcularon
las divergencias de los galileones escalares no masivos a 1— lazo para las funciones de 1 — punto, lo que
prueba la existencia de un teorema de no - renormalizacién. A continuacién nosotros realizaremos el cdlculo
de las correcciones a 1— lazo al propagador y los vértices de los galileones escalares masivos dados por la
ecuacién (3.40). Primero vamos a calcular las correcciones a 1— lazo del propagador.

En la figura 3.4 mostramos las dos correcciones a un lazo del propagador. El primer diagrama se construye
con un vértice cudrtico y un propagador, mientras que el otro diagrama estd formado por dos vértices
ctbicos y dos propagadores.

Figura 3.4: Correcciones a 1— lazo del propagador.

A un lazo, las correcciones de un lazo las denotaremos como

(a) (0)

—i Y ) =—i Y, )i >, W) (3.64)

1—loop 1—loop 1—loop

donde los superindices (a) y (b) indican correspondientemente el primer y el segundo diagrama. Para el
diagrama compuesto por un vértice cudrtico y un propagador, este diagrama contiene un factor de simetria
1/2. A un lazo tenemos que integrar sobre el espacio tiempo el propagador y el vértice cuartico. Como
vimos, el vértice cudartico se puede escribir de forma compacta de la siguiente formas:

i
V2 (p1, p2, ps, pa) = %[}ﬁpgpg — pi(p2 - p3)® +2(p1 - p2)(p1 - p3)(p2 - p3) + comb(1,2,3,4)].  (3.65)

Al construir el diagrama los momentos en el vértice cudrtico los definimos p; =: p, po := —I, p3 =: l y
p4 = p. Asi, la integral a un lazo se lee

R Y i

2 ) (2n)! p?—m

1—loop

Para el segundo diagrama compuesto por dos vértices ctibicos y dos propagadores, tenemos

e o |- o 0?] [ | [ | [ - o 021] . aom)

1—loop
con un poco de algebra la integral se simplifica de la siguiente manera
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(b) 2 22 (1212
- l_zb;p(p )= g1 | U 2 [pmz][(p(p l))2 L ] (3.68)

Esta integral es divergente, por lo que vamos a emplear el mecanismo de regularizacién dimensional con
D = 4 — 2¢. Empleando un cédigo implementado en Mathematica con FeynCalc [70] calculamos la integral
de 1— lazo y aislamos la parte divergente introduciendo un parametro p de escala, asi

(b) 2 22 (. )22
- 12102019(2?2) B 337374 / a7l [p? _[me][(p(Zi l))2 ]_ m2]’ (3.69)

Primero reescribimos la integral (3.69) en términos de las funciones de Passarino - Veltman (ver el apéndice
D), asi tenemos que

(b) . 9 4 2 212 2,2 92 2 2 2
D —4 B +2A 42D — 1 —D
. (p2) ig5p [ (p m*=)*By(p*, m*, m*?) o(m?)[4( m D ]] (3.70)
1_Zloop 51272 D MS

También en el codigo podemos aislar la parte divergente haciendo que Ay — x/e, By — 1/e y D — 4

(b) .9 4 2.9 4 4
. 9 _iggp*(—10m®p® + p* 4 30m”~)
—i Y )] = =137 16 . (3.71)

1—loop div

Y notamos que en el limite cuando la masa m — 0

(b) ) ig2p®
i 1_210:013@ ) | Biamhie (3.72)
div

Este resultado concuerda con los obtenidos en [26, 27] para las correcciones a 1— lazo del propagador de los
galileones escalares. Ahora sigue calcular las correcciones a 1— lazo del resto de vértices, pero considerando
que nosotros incluimos un término masivo (nuestro propagador es més complicado) y por lo tanto las
integrales para las correcciones del vértice quintico serian muy complicadas e incluirian una gran cantidad
de términos. Ademds, tomando en cuenta que en [27] al realizar los cdlculos para el galile6n L5 aparecieron
una gran cantidad de términos, nosotros esperariamos encontrar muchos mas términos dado que tenemos
un modelo masivo.

Ahora, con el objetivo de verificar que las correcciones a 1— lazo para el galileén masivo los contratérminos
tampoco renormalizan el modelo imponemos una simetria Zo que cambia al galileén m — —m. Esta simetria
implica

L1 =Ly,

Lo = Lo,

Ly = L5, (3.73)
Ly = Ly,

L5 =—Ls
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En nuestro modelo solamente apareceran el lagrangiano cuadratico y el cuartico, y ademas incluimos el
término que les asigna masa. Asi, el lagrangiano se lee

L 5 o 1 94 3 2 3
Lpm = —gmm = §7T|:|7T ~ 2A6T [(On)? = 3(8,0,m)°0Or + 2(9,0,7)°] . (3.74)
Nuestro lagrangiano lo podemos reescribir en dos lagrangianos, el primero nos dara la contribucién cinética
y lo denotaremos como Ly r, mientras que el segundo es la interaccién y lo dejaremos simplemente como
L4. Estos lagrangianos estan dados por

1 1
y
L4 == [(On)° = 3(9,0,m)°0r + 2(9,0,7)°] (8.76)

4176

Este modelo es parecido al modelo A¢?*, salvo la diferencia de interaccién. A partir del término cinético
obtenemos el propagador, el cual es el mismo que obtuvimos en (3.43).

) )

(3.77)
Mientras que la interaccién es el vértice cuartico 3.45. Con lo anterior podemos calcular la correccién a
un lazo al propagador del modelo de galileones escalares con una simetria Zo y la correcciéon al vértice
cuartico. En este caso, la correccién a un lazo del propagador estd dada tinicamente por un diagrama 1PI,
el cual se muestra en la figura 3.5. Por su parte, la correccién a un lazo para el vértice cudrtico tenemos
tres diagramas 1PI, los cuales se muestran en la figura 3.6.

Figura 3.5: Correccion a un lazo al propagador del modelo de galileones escalares con una simetria
Zo.

En este caso, las correcciones a 1— lazo del propagador estan dadas por

— Z (p”) = 3 WV (p, —1,1,p) pra— i 0, (3.78)
1—loop

y eso implica que en el caso de galileones con simetria Zo las correcciones a 1— lazo son cero. Al igual
que como lo hicimos para las correcciones al propagador vamos a calcular las integrales y separar la parte
divergente de forma automatizada, empleando el paquete FeynCalc de Mathematica [70, 71, 72].

Las correcciones a 1 — lazo del vértice cudrtico estan dadas por:
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. 1 . 1
(a) iMV (b) imV
(c) iMP

Figura 3.6: Correcciones a un lazo al vértice cuartico del modelo de galileones escalares con una
simetria Zs.

iMY =MD 4 imD imD. (3.79)
donde
z/\/l(l) = 1/d4l V(4)(p1 P2, —p1—p2—I l) ¢ ! V(4)(p1+p2+l -1, p3 p4) (3'80)
s 2 (27[.)4 » P2, ) (p1 +po + l)2 —m212 - m2 ’ 7590 ’
o 1 di i ¢ (4)
== [ —V —p1—p3—1,1 Vv l,—1 3.81
ZMt 9 / (27T)4 (p1>p3a P1—Pp3—¢, )(pl +p3 + l)2 —m22 —m2 (p1+p3+ ) ap27p4)7 ( )
iMY) = 1/ : VO (p1,ps, —p1—pa—1,1) i i VO (p1+pa+l, —1,pa, ps). (3.82)
o2 (2n)t T V(pr+ pa+ )2 = m? 12— m? s

Tomando la parte divergente con una regularizacion dimensional D = 4 — 2¢ y escribiendo las integrales
(3.80, 3.81 y 3.82) en la base de Passarino - Veltman obtenemos que la parte divergente en variables de
Mandelstam da

D ig4 8/ a2 ) 6 ) ;
’LM4 i = mHSm (6t + tu + 6u ) —4dm (t + U)(52t — 33tu + 52u )

+m*(42t%u® + 44t3u + 66" + 44tu® + 66u) (3.83)
—m2(t 4+ u)(t* + tu + u?)(12t* — 5tu + 12u?)
+(#% + tu + u?)?].

Tomando el limite m — 0 y el hecho de que (t? + tu + u?)3 = (s? + t* 4+ u?)3/8 cuando m — 0, obtenemos
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i/\/l(l) _ igi(SQ + 2 +u?)?
e 61440m2A12¢

(3.84)

Y hemos recuperado el resultado que obtuvieron en [27]. Ahora continuamos con el proceso de renormaliza-
cién. Al igual que en el ejemplo del modelo A¢?, primero escribimos el lagrangiano en términos de campos
desnudos

1 1
L= iaﬂwoaﬂo - §m§n§ — 4'95\126 7o [(Omo)? — 30m0(9,0,m0)* + 2(9,0,m0)"] (3.85)

y reescalando el campo 7™ como

T = ZM?x,, (3.86)

el lagrangiano se lee como

L= %Zﬁa“m Oty — = Zumim? — Jho . [(Om,)? — 30m,(8,0,m,) + 2(0, 0,7, )°] - (3.87)

Esta expresién la podemos reescribir sumando y restando términos:

1 1 1 1 1
L= -Z0"n.0,m, — fmgﬂf + fmzﬂf — fmgﬂ'f + om0y, — ZO0M O,y
1 .
— 4136 (90027 = 94, + 9.7 [(Om)* = 30m,(9,05mr)* + 2(0udmr)*]
1 1 94,
L= 58“7@6”7@ — im% 3 VG [(D’]TT)S — 3D7Tr((9ﬂal,7r,~)2 + 2(8#8,,7@)3}
1 1
+5(Zn = 1) w0y — i(zﬂmg —m?)n? (3.89)
1
_W(‘%O Z?r — g4,)Tr [(Dm)g’ — ?)Dm(@ua,ﬂr,n)2 + 2(8N81,7TT)3} .
Si definimos el lagrangiano renormalizado (con el que calculamos las reglas de Feynman) como
1 1 g4
L, = iaﬂmaﬂr — §m37rf ~ A6 [(Om,)? — 30m,(0,0,7,)? + 2(0,0,mr)°] (3.90)
el lagrangiano se reescribe como
1 " 1 2 2,2
L=L,+ §(ZTr - 10" 1, 0pm, — §(Z7rm0 — m;)T;
1 (3.91)
— W(Q%Zg — g4,)Tr [(Dﬂ'r)g — 3D7rr(8#8,,7rr)2 + 2((9u(9,,7rr)3] ,

y reagrupando el lagrangiano se reescribe como
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1 1
L=L,+ §(Z7r - 1)0" 10,1, — §(Z7rm3 —m?2+ Zym? — Zym?)n?

1 ) s ) \ (3.92)
— 6 910 Za = 94, )7 [(On,)® — 307, (8,0y ) + 2(8,0,m,)?] .

1
L=L,+ §(ZTr — 1)(0" 7m0y — mim?)

1
NG

1
- §(Z7rm(2) — Zzm )Ty

(91, 2% — ga, )70y [(Dm)g — 30m,(0,0,m)* + 2(8u8,,7rr)3] .

Si definimos el lagrangiano de contratérminos como:

1
L. E§(Z7T — 1) (0" Oy — miT2
1

 4IAG

1
) — §(Z7rm% - Zﬂmg)ﬂg

(940Z7% - g4r)7T7’ [(Dﬂ-r)g - 3|:|7T7‘(a,uau7rr>2 + Q(auayﬂ'r)g] )

2
Zﬂ' <Tn0> - Z7T
my

1 94 2 3 9 3
G (QJZW - 1> 94,7 [(Omy)? = 30m,(0,0,7r)* + 2(9,0ym,)° ] .

m,T

1 1
Lo =5(Zn = 1)@ mdym, — m2n?) — 272

(3.93)

Asi el lagrangiano del modelo se escribe como

L=L,+L,. (3.94)

Podemos definir:

2
T = (mo> Zn, Zy, =072 (3.95)
g4,

donde los pardmetros dr, 0, y dg, se definen como

571' - Z7r - 17
S = Zom — Zo, (3.96)
8y, = Z,, — 1.

Asi, el lagrangiano de contratérminos se reescribe como

7Tr2 - L59494r77r [(DWT)S - 3D7TT(6M8VTF7")2 + 2(8ﬂal’7r”)3] - (3.97)

1 1
L, = 5&(0"7&8”777« —m?ﬂrz) — —0mm TAG

2m
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El lagrangiano de contratérminos contiene los contratérminos del propagador y el vértice cudrtico, a orden
de 1— lazo. A continuacién a color violeta presentamos los contratérminos del propagador y en color azul

los contratérminos del vértice cuartico:

1 1
L, = iéﬂ (0“7?7«0“7@ - m%w?) - 5(5mm27r3
1
©4IAG

EO

(3.98)

Sgagarmy [(Omy)? — 307, (9u0ymr)? + 200y m)?]

10303 — pi(p2 - p3)® + 2(p1 - p2)(p1 - p3)(p2 - p3) + comb(1,2,3,4)]

Figura 3.8: Contratérmino del vértice a orden de 1— lazo

El contratérmino del propagador del modelo galileén cudrtico es exactamente el mismo que el contratérmino
del modelo A¢*. En la figura 3.7 se muestra el diagrama de Feynman del contratérmino del propagador
a orden de 1— lazo y en la figura 3.8 se muestra el diagrama de Feynman del contratérmino del vértice
cuartico a orden de 1— lazo. Para renormalizar on - shell del propagador tenemos dos condiciones:

> p*=m?) =0,
9> (%)

g =0.

2

p*=m

Explicitamente, utilizando la primera condicién on - shell tenemos que

0 m?2

iZ(p2 =m?) = iZ(pQ m?) + i57r(pz’— m?) — i6,m? =

y de aqui desprendemos que

De la segunda condicién tenemos

= —id,m? =0,

de ahi obtenemos
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8y =0. (3.103)

Los contratérminos d, y d,, a orden de 1 - lazo se anulan. Por otro lado, para el vértice tenemos la condicién

,LMS) + Z-MZLC,l—lazo —0. (3104)
div

(1 194
IMEP| 05, G 03P — PR (2 p3)” + 2001 p2) (01 p3) (b2 - p3) + comb(1,2,3,4)] =0, (3.105)
div

donde iMEll)
que

~ estd dada por la ecuacién (3.83), y en término de las variables de Mandelstam, tenemos
v

194 8 /a2 9 6 ) )
mHSm (6t° + tu + 6u”) — 4m>(t + u)(52t° — 33tu + 52u”)
+m(426%u? + 44830 + 6611 + 44tu® + 66u’) (3.106)
t
—m?(t 4+ u) (8 + tu+ u?) (126 = 5tu+ 120%) + (£ + tu + u?)?] = =iy, 2

De esta expresién notamos que s,t,u ~ O(E?) mientras que A ~ O(E). También notamos que el con-
tratérmino no corrige al vértice original. Notar que en el primer miembro de (3.106) tenemos divergencias
de orden O(E'?) mientras que en el segundo miembro vemos que d,, ~ O(ES). Por consiguiente el con-
tratérmino del vértice tiene que ser

80 = 0. (3.107)

Por consiguiente, el vértice no se renormaliza a 1 — lazo. De este modo, los contratérminos son nulos,
graficamente los mostramos en la figura 3.9.

@ =0

Figura 3.9: Los galileones son nulos.

Dado que los contratérminos son nulos, no hay un corrimiento en los parametros. Dado que el parametro
g4, es nulo, tenemos que

Zgy = 14684, = 1, (3.108)
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eso implica que
10 = Zguh*ga = g™, (3.109)

Aplicamos logaritmo natural a la expresién anterior

In(g4,) = 2¢ In(u) + In(ga).

Eso implica que

d1n(ga,) 0= d1n(ga)

dIn(p) 9In(p)

+ 2, (3.110)

Oln(gs) 1 9ga
Oln(p) g4 0In(p)

tomando el limite ¢ — 0 obtenemos ecuacién de grupo de renormalizacién para el pardmetro g4, la funcién
beta esta dada por

= —2¢,

094
9In(p)

Ahora continuamos con la ecuacién de grupo de renormalizacién para la masa, partimos de

[ Zm

lo que implica que Z; = 1 y por consiguiente Z,, = Z, + d,, = 1 tenemos

B(ga) =

= 0. (3.111)

mo = m, (3.113)

siguiendo el mismo procedimiento que para el parametro de acoplamiento tenemos que

dIn(mg) 0ln(m)
—==0= 3.114
dTn(n) oTn(p)” (3114
y eso implica que
Oln(m) pom
_. =277 3.115
v(m) TIn(n) ~ mop (3.115)
Y finalmente, las ecuaciones de grupo de renormalizacién son cero:
0ga dlnm
Blon) = i m) = G = 0 (3.116)

Esto prueba que los galileones tienen un teorema de no - renormalizacién [26], el cual es vélido en la
regién de baja energia [73, 11]. De este modo los galileones escalares son invariantes ante renormalizacién
a 1-lazo. De las ecuaciones de grupo de renormalizacién del modelo de los galileones escalares con simetria
74 obtenemos que el corrimiento de los pardmetros es constante, a diferencia del modelo A¢?*, donde los
parametros presentan un corrimiento.
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3.4. Discusion y conclusiones

En este capitulo hemos estudiado las propiedades de los galileones escalares. Primero mostramos su cons-
truccion y la invariancia ante la simetria galileana. Mostramos ademas que los cinco lagrangianos nos llevan
a ecuaciones de movimiento que solo incluyen segundas derivadas. Posteriormente estudiamos las amplitu-
des a nivel de arbol, donde encontramos que estan acotadas a bajas energias, pero a altas energias rompen
la unitariedad. Nuestros resultados reproducen los resultados obtenidos en trabajos previos.

Finalmente mostramos que al calcular las correcciones a un lazo, los contratérminos no corresponden
a las divergencias del modelo. Lo anterior implica que el modelo es no renormalizable pero a un lazo
las propiedades del modelo no se modifican. A diferencia de los calculos realizados en [26, 27] nosotros
extendimos el modelo incluyendo un término que les provee masa a los galileones. Mostramos que la parte
divergente de las correcciones a un lazo del propagador de los galileones masivos solo incluye términos que
van como O(E®), y en el limite m — 0 concuerda con los resultados que obtuvieron en [26, 27]. Luego
nosotros para simplificar el modelo agregamos una simetria Zs que nos permite ilustrar las divergencias que
surgen en el calculo del vértice cuartico y al aplicar el método de renormalizacién on - shell encontramos
que a un lazo el modelo no se renormaliza, pero no hay un corrimiento en los parametros del modelo.
En particular podemos contrastar el modelo que propusimos con el modelo A¢?*, en nuestro modelo los
parametros no dependen de una escala auxiliar a diferencia de lo que mostramos en el capitulo 2 donde los
pardametros del modelo \¢* si dependen de una escala auxiliar.
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Capitulo 4

(zalileones vectoriales

En este capitulo analizamos las propiedades de los galileones vectoriales y contrastamos con las propiedades
de los galileones escalares presentadas en el capitulo anterior. Primero iniciaremos dando una breve intro-
duccién al modelo de Proca y al mecanismo de Stueckelberg. Posteriormente expondremos los galileones
vectoriales. Y finalmente analizamos un modelo generalizado de Proca al cual se le acopla el galileén cubico.

4.1. Modelo de Proca

Las ecuaciones de Maxwell describen la teoria electromagnética y se pueden derivar

1 1.
*CMaxwell = *ZFAWFMV - 5]#14/“ (41)

donde FH” =: gt A¥ — Q¥ A* es el tensor de esfuerzo electromagnético. Con el lagrangiano (4.1) obtenemos
la ecuacion de movimiento

9 FM = jv, (4.2)

se puede obtener la ecuacién de Gauss para electricidad (4.3) y la ley de Ampere generalizada (4.4):
V-E=p, (4.3)

OB
V-B=J+5" (4.4)

Las otras dos ecuaciones se obtienen por medio del tensor dual y las identidades de Bianchi. Una propiedad
importante de las ecuaciones de Maxwell es que son invariantes de Lorentz. El lagrangiano de Maxwell sin
fuentes, es decir,

1 1
L= _ZFWFW = —1(6"14” — 0"A")(0,A, — 0,A,), (4.5)
es invariante ante transformaciones de gauge:
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Ay — A+ OuA (4.6)
Demostracion
L= —i [0F(AY 4+ 0" X) — 0" (AF 4+ 0" N)] [0u(Ay — O A) — Ou(Ap + 0uN)], (4.7)
L= —i [OHAY + MO\ — 0V AF — 0VOH N] [0, AL + 0,0\ — 0y A, — 0,0, (4.8)
dado que las derivadas parciales conmutan, O*0” A = 9¥0" A, eso implica que
o= —%F“”FW _ —% 0P A” — 0" AM] [0, A, — 8,A,] = L, (4.9)

L' =L (4.10)

Al lagrangiano de Maxwell (4.1) se le puede acoplar un término masivo, esto da lugar al modelo de Proca

1 1 2.2
= —F" Fu + iﬂAﬂAM, (4.11)

L =

Proca

en términos de unidades naturales ¢ = 1, h = 1, lo que implica que el lagrangiano se reescribe como

1

1
Loppen = =7 F" B + 5771214%41#. (4.12)

Proca

Este lagrangiano ya no es invariante de gauge, ya que A* A, no es invariante de gauge.

Demostraciéon

(AP 4+ 0PN (Ay + O )) = AFA, + A0, + A" + OPADN,

(4.13)
# AlA,.
El campo vectorial de Proca estd dado por
o
1
a =% (4.14)
A3

Y por medio de las ecuaciones de Euler - Lagrange para campos obtenemos la ecuacién de campo de Proca

M +m?AF = 0, (4.15)
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la cual es una ecuacion relativista para particulas masivas de espin 1 en un espacio de Minkowski. En
unidades fisicas, la ecuacién toma la forma

mc

D P + (?)2 Al = 0. (4.16)

El término m? en la ecuacién de Proca estd perfectamente de acuerdo con la invariancia relativista del
campo electromagnético y la conservacién relativista de la energia. Es facil notar que cuando m = 0
se obtienen las ecuaciones de Maxwell en el vacio. Si consideramos un campo electromagnético con una
corriente eléctrica, el lagrangiano de Proca se reescribe como

1 1
L= P, gt imtaa, (417)

La ecuacién de movimiento de Proca se lee

O FM + m?Ar = ji. (4.18)

El modelo de Proca fue utilizado por Yukawa para explicar la dependencia del espin de la fuerza entre
el protén y el neutrén [74]. Yukawa encontré que el campo deberia ser de espin 1, por lo que empled la
ecuacion de Proca y propuso la existencia del mesén. Eso le valié para ganar el premio Nobel en Fisica en
1949. En teoria de Proca los fotones adquieren masa, hasta el momento no se ha podido probar que el foton
tenga masa, Unicamente se han obtenido cotas experimentales de la masa del fotén. La cota experimental
aceptada actualmente es de < 1 x 10~8eV [1]. Hasta el momento no hay indicios experimentales de que los
fotones posean masa, pero si se probara que los fotones poseen una masa en reposo distinta de cero habria
implicaciones grandes en la fisica.

El modelo de Proca describe un campo vectorial masivo con tres polarizaciones: una longitudinal y dos
transversales. Aunque el campo A, = (®, A1, A, A3) solo propaga tres grados de libertad. Desde el lagran-
giano de Proca podemos notar que no hay una ecuacién de movimiento para el término A° = ® no hay
una ecuacién de movimiento. Explicitamente

1 1
Lproca = _ZFMVF/,LV + §m2AHAM (419)
L 12 g
Lproca = _ZF F,Lw + §m A A,u?
1 1
= —1(8“14” — 0"A")(0,A, — 0,A,) + §m2A“Au,
1 v 14 v v 1
= (OM AT O,y — P ATD, A — AR A, + O AD,Ay) + S ARA,,

1 1
= =5 (0" A9, A, — 0" AVD,A,) + §m2A“AM.

1 1
‘CProca = _5(8MAV8MAV - 8“-/4”8”14“) + §m2A“AM.
1 . . . . . 1
LProca = _i(aoAlaOAi + aZAoaiAO + aZAjaiAj - 80AkakA0 - 82A080Ai - 81A38in) + §m2A“AM.

Lproca N0 depende de Ag, lo que implica que no hay ecuacién de movimiento para A°.
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4.2. Mecanismo de Stueckelberg

La accién de Stueckelberg, formulada por el fisico - matematico suizo Ernst Stueckelberg (Stiickelberg),
describe un campo masivo de espin 1, dado por el lagrangiano

1 1 1 2
‘CStu = _ZF#VFuV + §m2 <AH + mauﬂ') y (420)
que posee invariancia de gauge
Ay — Ay +0,A

(4.21)
T — 7 +mA

a este lagrangiano se le puede acoplar un término que le agregue un fijamiento de calibre (gauge fixing)

1

Eg.f. = 2€

(B, A" + Em), (4.22)

y de este modo se puede obtener el propagador del modelo de Stueckelberg con un término de gauge fixing
acoplado [75]:

g 1 ,
(AyAy) = 192_77;712 (g,uz/ + (])2_5);;2]20> . (4.23)

Del propagador se tienen tres gauge tipicas con las cuales se simplifica el propagador: si adoptamos el gauge
de Feynman £ = 1 obtenemos un propagador renormalizable, que tiene la forma

v —1 v
(ArA >p = mﬂ“ ) (4.24)

escogiendo la gauge unitaria, { = 0, solo contribuyen los grados transversales de A,,. El propagador en la
gauge unitaria estd dado por:

v _Z v pMpV

Cuando escogemos la gauge de Landau, £ — oo, el propagador estd dado por

i N\ p* i prp”
AP AYN = 1f e uv e I i I - o ) 4.9
< >p gLI& k2 _ m2 [g +p p < §> § m :| pQ o m2 |:g m2 ( 6)

Podemos notar que on - shell (p? = m?) los gauge de Landau y la gauge unitaria dan el mismo resultado.
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4.3. Galileones vectoriales

Los galileones vectoriales fueron propuestos en [31], estos no satisfacen una simetria de forma andloga a
los galileones escalares, pero de ellos se obtienen ecuaciones que incluyen a lo mucho segundas derivadas.
El hecho de que las ecuaciones de movimiento no incluyan derivadas de orden superior los hace libres de
espectro. Existen cuatro lagrangianos,

£2 = f2
L, = f,0,A"
L,=f, [(0,A")* + ¢,0,4,0° A% — (1 + ¢,)0,A,0% A?] (4.27)

Ls = £,[(0,A")3 = 3¢,(8,A")0,A,0,A7 — 3(1 — ¢,)(0,,A")D,A0° AP
+ (2 = 3¢,)0,Ag 07 APO° A, + 3¢,0,A,07 APD, AP

f2 puede ser funciéon de A, A", F,, F", €,,00F" F),, y de alguna posible contraccién de A, y F),, . Por
otro lado, las funciones f3, f4 y f5 son funciones unicamente de A,A". Una propiedad importante de
los galileones vectoriales es que propagan solamente tres grados de libertad, lo que los hace candidatos a
acoplarse con el modelo de Proca. Cuando nos restringimos al caso f2 345 = A*A,,, los galileones vectoriales
se reescriben como

L, =A"A,,
L, =A"A,0,A",
L, =ArA, [(0,4")% + ¢,0,4,0" A7 — (1 + ¢,)0,A;07 AP] , (4.28)

L5 =APAL[(0,A") — 3¢,(0,A")0,Az0,A% — 3(1 — ¢,)(8,,A")D, A, 0" AP
+ (2= 3¢,)0,Ag 07 APO° A, + 3c,0,A,07 APD, AP].

Con esta restricccién restauramos la simetria U(1) si se emplea el mecanismo de Stueckelberg introduciendo
un campo escalar adicional por medio de A, — A, +0,7. A orden cero en A, recuperamos las interacciones
de los galileones escalares.

4.4. Modelo generalizado de Stueckelberg

En el capitulo anterior mostramos que el propagador del campo de galileones escalares, no hay un co-
rrimiento en los parametros del modelo, es decir, que no se modifican las propiedades a un lazo ante
renormalizacién.

En [32] presentan las correcciones a un lazo del propagador de una generalizacién del modelo Proca con
los galileones vectoriales ciibico y cudrtico acoplados. Este modelo contiene méas parametros libres que los
galileones escalares. Ellos muestran que no hay un teorema de no - renormalizacion para los galileones
vectoriales, ya que las correcciones si corresponderian con los contratérminos.

Nosotros presentamos una generalizacién del modelo de Stueckelberg con un galileén cibico acoplado.

Comencemos con el lagrangiano de Stueckelberg, el cual esta dado por

1 2 1 2
EStu - —ZF'U'VF/_LV + m7 (AM — m@“ﬂ‘) . (429)

68



Anélisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramirez

Este modelo tiene tres grados de libertad, del potencial A* tenemos los dos grados de libertad transversales
y del campo 7w tenemos el grado de libertad transversal. Para que el modelo sea invariante de gauge le
agregamos un término de gauge fixing:

2

1 1 S|
['Stu,gen = _zF'uVFpV + m? (A'u - ma'uW) — i (8“14# + 5m7r)2 . (430)

Finalmente, le acoplamos un término de interaccion de galileén ctbico al lagrangiano de Proca generalizado.
El cual definimos como:

1 2 1
Lr,gal = 93 (A“ - 8“7T> 0" <A,, - — l,7r> . (4.31)
2 m m
El lagrangiano del modelo que proponemos esta dado por
L= £Stu,gen + £l,gal, (432)

explicitamente

1. m?2 1 S| - 1 z 1
£:—ZF" Fup+— A= =0'r | — = (0"A, +E&mm)” + =2 A"—%a’iﬂ 0 A,,—E&ﬂr ,

2 m 2% 3!
(4.33)
y posee transformaciones de gauge
AR — AR = A 4 DM (4.34)
7 — 7 =71+ mA. (4.35)

La transformacién dada por (4.34) restaura la invariancia anadiendo un campo escalar sin cambiar el
numero de grados fisicos de libertad (las tres polarizaciones del campo vectorial se conservan). El término
de masa rompe explicitamente la invariancia de U(1), asi el modo longitudinal también se propaga; sin
embargo la componente ® del campo vectorial no se propaga.

4.4.1. Reglas de Feynman del modelo generalizado de Stueckelberg

Los propagadores escalar y vectorial del modelo estan dados por

7

(m7), = P —m? (4.36)
v —1 v pMpV
(), = s |9 =D s (4.37)

Las interacciones del modelo estdn dadas por el galileén cubico
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3! m

2
Log =2 (A“ - 18%) o (Al, - ;aﬂ> . (4.38)

Las interacciones se pueden dividir en tres vértices, de acuerdo a la forma en la que se combinan los campos
vectorial y escalares. Estds estan dadas por

Lrga = L300+ L2,1) + L2 + Lo3)s (4.39)

donde se emplea la notacién L; ;) y el subindice 7 indica el ntmero de veces que aparece el campo A%
en la interaccion, por su parte el subindice j representa el nimero de veces que aparece el campo 7 en la
interaccion correspondiente.

Liso) =51 A" A,0" A,

g v "
Lian) == gy (A" A0 0w + 2410 A, Oy)

g3 (4.40)
Laz) =57, 5 (0" A" 7Oy + 2419, 70" O, 7)
g3 v
£(073) = — W@“W&;ﬂr@ 61,71'.
Cada uno de los lagrangianos de (4.40) corresponde a un vértice, de la siguiente forma
(0,3 (1,2 (2,1 (3,0
Loz — ZF(() ); Lo — ZF(() ), L1y — ZF(() ), L30) — ZF(() ), (4.41)
Los vértices del modelo se leen
(0,3 193
iry"? = 3,5 [P1(p2 - p3) + p3(p1 - p3) + P51 p2)]
(1,2 93
i = 33 [Php3 + phps — pi(p2 - ps)]
Z.;” (4.42)
(2,1 3
iy = 5 [D3g™ -+ plivs + pips]
g = 2 (gl + g7'ps + " 1)

0 3

El célculo explicito de los vértices y los propagadores lo mostramos en el apéndice C. En la figura 4.1
mostramos un resumen esquematico de las reglas de Feynman. Podemos notar que el vértice iI‘(()O’S) coincide
con el vértice ctbico de los galileones escalares, salvo la normalizaciéon. Para las correcciones radiativas
conviene expresar los vértices en términos de dos momentos en lugar de tres usando la convencién p; +
po + p3 = 0, asi los vértices se reescriben como
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7 —1 pupu
———————————— = — AANNNANANNANN = HY - 1)
7 12— m2 = P2 —m2 g+ (€ )p2—§m2
(a) (b)
D1
AN (0,3 g3
STt P3 = ZF(() ) = 33 [Pi(p2 - p3) + P3(p1 - p3) + P3(p1-p2)]  (c)
Pz/
P1,
.~(1,2 93
e ps =il = 32 [Php3 + psps — P (p2 - p3)] (d)
P2’
P1,
(2,1 193 v v v
””””” ps = arg = 5 [PR9" + Pk + piph] (e)
b2,V
P1, 1
-1~ (3,0 93 . v v
psp =G = T (g p o+ g+ g k) (f)
P2,V

Figura 4.1: Resumen de las reglas de Feynman del modelo de Stuckelberg con un galileén ctbico
acoplado. (a) Propagador escalar del modelo. (b) Propagador vectorial del modelo. (c) vértice de
tres patas escalares. (d) Vértice de dos patas escalares y una vectorial. (e) Vértice de dos patas
vectoriales y una pata escalar. (f) Vértice de tres patas vectoriales.
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(03) _ 2ig3 2 2 9
o™ = o 5l(p1-p2)” — pipal,
.~(1,2 g3
ZFé ) — 32 [p1p3 + 2(p1 - p2)p3 + (p1 - P2)PY] S
Z.;” (4.43)
(2,1 3 o o o o o o
irgY = . [p19”° + p3g”° + 2(p1 - p2)g” — 2p7p3 — ] — PHp3]
(3,0 gs
T30 = B1gmp? 4 g7l — g7Pp] — 7).

0 3
4.4.2. Correcciones radiativas al modelo generalizado de Stueckelberg

Al igual que para el modelo de galileones escalares, vamos a calcular las correcciones a 1— lazo de nuestro
modelo. A un lazo, tendremos tres tipos de propagadores: un propagador escalar, un propagador vectorial
y la combinacién propagador escalar - vectorial. En nuestro andlisis solamente realizaremos las correccio-
nes radiativas a los propagadores, ya que el objetivo es ilustrar que los galileones vectoriales rompen la
invariancia ante renormalizacion caracteristica de los galileones escalares.

>
q S q g---------

by
(a) iMy

/_l\

q----mm- ’/ A q
p v
b
(c) iMs

Figura 4.2: Correcciones al propagador escalar.

Comenzamos con las correcciones al propagador escalar, a 1— lazo tenemos tres diagramas. Los diagramas
se muestran en la figura 4.2. Las correcciones al propagador escalar estan dadas por

IM=iMy +iMso + iMs, (4.44)

Empleando un cédigo en Mathematica separamos la parte divergente de las integrales empleando regula-
rizacién dimensional con D = 4 — 2¢. Asi, las contribuciones divergentes a la correccién del propagador
escalar estan dadas por

iM| =M, (4.45)

div

+ iMs
div

+ M3
div

div

donde
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_ig3q*(306%m* — 106m>¢* + ¢*)

j 4.46
My 115272mSe ! (4.46)
) ) 4 2 2 2 4
— 3 1 206° — 6 — 3 —(3-5
div 576m2mAe
9 Mg ¢2 2 2 2
3 56 — 66 + 6
div 576m2m2e
Finalmente, la suma de las correcciones a un lazo del propagador escalar divergentes da
) 6 4.2 2.4 6
—6 18 -6
iv| o s (=6m” + m2q6 mq +q°) (4.49)
div 115272mPe
/ZN /l\‘
q, U /\/\/\/\/\/\/\/\/\/\/:/ \]fvvvv\/\/\/\/\/\/ q
K
(a) iMY”

q, 1

(c) iM3"

Figura 4.3: Correcciones al propagador vectorial.

Ahora, continuamos con las correcciones del propagador vectorial, esta se muestran en la figura 4.3, y las
partes divergentes estan dadas por

'222 42Ml/+ 282 4_10 22_|_4 oV
M _ g3 [28m’g?g" + ( €mQ - Em?q q)qq]’ (4.50)
div 11527m“m*e

v ig3 [(9(6% + €+ 1)m* + (46% + 9)m?¢?)g"” + (2(286> — 9¢ — 9)m? + (9 — 15)¢°)¢"q"]
e G 1728m2me ’
(4.51)
y
| 193 [((9€7 + m® + £2¢%) g + (1487 — 18 + 18)¢"q”)]
iME T 7082 : (4.52)
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La suma total de la parte divergente estd dada por la suma de (4.50), (4.51) y (4.52)

M| = M

div

+ iMb”
div

+ iMEY
div

(4.53)

div

Realizando la suma obtenemos que las contribuciones divergentes al propagador vectorial estan dadas por

__igd[6(m° + m'q*)g"” — (24m" — 6m¢” + ¢")g"¢"] (4.54)

e
T 115272me

Finalmente, calculamos las correcciones al propagador combinado. En la figura 4.4 se muestran los diagra-
mas a calcular.

/1\‘
q K . [ q 4 K q
w
b
(a) iMY
/ZN
4, uwvwwijl S q
il
(c) iMj
Figura 4.4: Correcciones a la combinacion propagador vectorial - propagador escalar.
Las contribuciones divergentes estan dadas por
iMPt =M My MY (4.55)
div div div div
donde
3¢ [-3(8% + £+ 1)ym* + (—20€2 + 6¢ + 3)m*¢* + (5¢ — 3)¢*
M _ 930" [-3(€ + £+ Im" + (—208% + 6¢ + 3)m?q* + (5¢ )q]’ (4.56)
div 576m2m3e
2.2 1 30 4 10 2.2 4
div 115272mPe
o g3¢" [3m*(&% + &) + (56 — 6€)¢”]
My = - . (4.58)
div ST6m*me
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Asi, la suma de las contribuciones divergentes al propagador combinado dan

~ g3(—6m® + 18m*q? — 6m?q* + ¢°)p*
dv 115272mPde

iMH (4.59)

4.5. Discusién y conclusiones

Las correcciones radiativas a un lazo de los propagadores escalar, vectorial y combinacién escalar - vectorial
nos dan informacion importante, pues a diferencia de los galileones escalares aqui aparecen contribuciones
desde un orden ¢2, lo que implica que los contratérminos no son nulos y no renormalizan el modelo. También,
dado que

5r 40, (4.60)

podemos concluir que no existe un teorema de no - renormalizacién para un galileén vectorial. Podemos
comparar con los galileones escalares, donde si existe un teorema de no - renormalizaciéon. Esta diferencia
se debe a que los galileones vectoriales no satisfacen la simetria de galileones. El otro aspecto que también
es destacable es la invariancia de gauge; pues en las correcciones radiativas de los prpagadores, ecuaciones
(4.2), (4.3) y (4.4); se ha eliminado de forma natural el gauge £. Esto quiere decir que el resultado es
independiente de la eleccion de &.
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Capitulo 5

Conclusiones y panorama a futuro

En este trabajo hemos estudiado las propiedades de los modelos de galileones escalar y vectorial ante
renormalizacién. A continuacién presentamos una recapitulaciéon de este trabajo.

En el capitulo 2 presentamos varios ejemplos donde aplicamos las técnicas de regularizacién dimensional y
renormalizacion. Presentamos dos ejemplos didacticos en problemas de electrostatica, el primero una linea
infinita de carga y el segundo un plano infinito de carga en cada caso obtuvimos una expresién para el
potencial que aisla la parte divergente. Con esta expresion podemos calcular tanto la diferencia de potencial
como el campo eléctrico, este tltimo se puede calcular directamente pero a diferencia de los libros de texto
nosotros lo derivamos del potencial electrostdtico. Algo destacable fue que en ambos casos obtuvimos los
mismos resultados que se obtienen al calcular el campo eléctrico, pero nosotros presentamos expresiones para
la diferencia de potencial eléctrico. Posteriormente, presentamos el modelo A¢? y utilizamos regularizacién
dimensional para separar la parte divergente para luego renormalizarlo.

Después, en el capitulo 3 ilustramos las propiedades de los galileones escalares donde sus ecuaciones de
movimiento incluyen tinicamente segundas derivadas y mostramos que son invariantes ante una transfor-
macién que se asemeja a las transformaciones de Galileo en mecénica clasica. También encontramos que
ante renormalizacién las propiedades de los galileones permanecen invariantes a 1 - lazo, ya que a este
orden las contribuciones de los contratérminos seran nulas.

En un futuro nos interesa realizar el calculo completo para obtener las correcciones a un lazo de los
galileones escalares masivos y mostrar explicitamente que las propiedades de los galileones no se modifican
ante renormalizacion.

Posteriormente, en el capitulo 4 presentamos los galileones vectoriales, los cuales se llaman asi porque a
partir de estos lagrangianos se obtienen Unicamente ecuaciones de movimiento que involucran a lo mucho
segundas derivadas, pero no satisfacen una ley de transformacion galileana. Rompen la propiedad de in-
variancia ante renormalizacion, dado que los contratérminos a orden de 1 - lazo son diferentes de cero y
s{ habra un corrimiento en los pardmetros del modelo. Ademads, mostramos que el modelo generalizado de
Stueckelberg con un galileén cibico acoplado preserva la invariancia de gauge.

En los capitulos 3 y 4 realizamos los calculos de las divergencias con un cédigo implementado en Mathe-
matica empleando FeynCalc [71, 72], que permite escribir las expresiones de las correcciones de un lazo en
términos de la base de Passarino - Veltman (ver apéndice D) y dejar solo la parte divergente de la expresién
para poder obtener los contratérminos.

Finalmente, con intencién de explorar mas alld los modelos de galileones nos planteamos estudiar simetrias
SU(N) y SO(N) de los modelos de galileones escalares, asi como el modelo bi-galileén. En [76] presentan un
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modelo bigaliledn, el cual contiene dos campos escalares acoplados mediante un lagrangiano que satisface la
invariancia galileana para cada campo y exigen que las ecuaciones de movimiento se construyen empleando
unicamente términos de segunda derivada. Este modelo lo emplean para un modelo de gravedad modifica-
da. Posteriormente, en otros trabajos presentaron la fenomenologia aplicada a cosmologia [37, 38, 35]. A
nosotros nos interesa calcular las correcciones a 1— lazo de las amplitudes de dispersion. Por otro lado nos
interesan calcular las correcciones radiativas de los galileones con simetrias SO(N) y SU(N), de los cuales
ya se han calculado las amplitudes a nivel de drbol [36]. Nuestro objetivo seria obtener las correcciones
radiativas inicialmente para SO(2), SU(2) y posteriormente calcularlas para un N general.
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Apéndice A
Aspectos matematicos relevantes

En este capitulo presentamos algunos resultados que se utilizan en el texto principal y en los apéndices
posteriores.

A.1. Teorema de la divergencia

Teorema de la divergencia en varias variables

Sea {2 una regién sélida acotada por una hipersuperficie cerrada S = 9€). Si F es un campo vectorial
continuamente diferenciable en la vecindad de U entonces

j{...jggp.dsz/.../ﬂv.l?dv. (A1)
N ——

Para demostrar el teorema de la divergencia se puede utilizar el teorema de Stokes. Con el cual se calcula
la integral de volumen n— dimensional de la divergencia de un campo vectorial F sobre una regién Q a
una integral de superficie (n — 1)— dimensional de F sobre la frontera de .

El teorema de Stokes es uno de los teoremas matematicos de mayor relevancia en la fisica, usualmente se
presenta el teorema en R?, pero existe una generalizacién del teorema de Stokes para més dimensiones. Las
variedades diferenciales permiten generalizar los conceptos de curvas, superficies y voliimenes a dimensiones
mas altas. A continuacién presentamos el teorema de Stokes para variedades diferenciales, la demostracion
de este teorema puede encontrarse en un libro de cdlculo de variedades (por ejemplo [77]).

Teorema de Stokes para variedades diferenciales
Sea una forma diferencial w sobre el limite de alguna variedad orientable €2 es igual a la integral de
su derivada exterior dw sobre la totalidad de €2, entonces

/a o [ (A.2)

Una aplicacién del teorema de la divergencia surge en la derivada total de una funcién 0" f,. Empleando

78



Anélisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramirez

el teorema de la divergencia tenemos que

/ d*z o' f, = / fudst (A.3)

En teoria de campos es comun integrar los campos sobre todo el espacio - tiempo. Fisicamente se espera
que los campos en el infinito vayan a cero. Por lo tanto exigimos que en la hipersuperficie que recubre al
hipervolumen los campos van a cero. Para visualizar facilmente esto podemos notar que para 1 dimensién,
el teorema de Stokes es simplemente el segundo teorema fundamental del célculo:

b
[ t@de=FO) - F@. g =00 (A.4)

A.2. Funciones Gamma, Beta y Poligamma

Las funciones gamma, beta y poligamma son funciones especiales cuyas definiciones y propiedades se
exponen en los libros de texto, ver por ejemplo [78]. Comenzamos con la definicién de la funcién gamma:

oo
[(z)=: / t=Le~tat. (A.5)
0
A continuacién listamos algunas propiedades importantes de la funcién gamma:

1. Paran € Z™*

2. Para Re(z) >0
I(z+1)=2T(2). (A.7)

3. Para z = —n, donde n € NUO0, I'(z) tiene un polo de orden 1.

Una vez definida la funcion gamma, continuamos con la definicién de la funcién beta, la cual esta dada por

1
Bz, y) = / t" V1 —t)tdt,  x,9 € C|Re(z)>0ARe(y) > 0. (A.8)
0
La funcion beta tiene dos propiedades que nos son de utilidad en este trabajo:

1. Es simétrica:

Bz, y) = By, x). (A.9)

2. La funcién beta tiene una estrecha relacién con la funcién gamma, a través de la siguiente relacién:
I'(z)l(y)

T,Y) = —— . A.10

B = Fps (4.10)
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Finalmente presentamos la funciéon poligamma, la cual se define como

dm dm+1

P () =: g (V@) = ooy InD(@)], (A11)

donde 9 (z) la funcién digamma, la cual se define como

_dInT(z) T'(x)
=" " Tw) (A.12)

Y(x) = ¢°(2)

Noétese que la funcién poligamma también estd escrita en términos de la funcién gamma. La funcién
poligama también tiene una representacién en forma integral

00 ym e—zt

1—et

P (2) = (—1)m+] /D dt,  Re(2)>0 A m>0. (A.13)

En el caso m = 0 tenemos la representacion integral para la funcién digamma, la cual estd dada por

b(x) = /OOO <€: - 1e_—ztt> . (A.14)

Tanto la funcién gamma como la funcién beta tienen mas propiedades, pero presentamos las que son ttiles
en el desarrollo de este trabajo.
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Apéndice B

Aspectos relevantes sobre los diagramas
de Feynman

En este capitulo presentamos algunas propiedades importantes de los diagramas de Feynman. Primero
presentamos dos propiedades topoldgicas de los diagramas de Feynman: invariancia ante rotaciones y la
invariancia ante torceduras y estiramientos. Tales propiedades son tutiles para la lectura y cédlculo de los
diagramas de Feynman. Posteriormente, presentamos las propiedades de las variables de Mandelstam, las
cuales nos sirven para expresar de forma compacta algunos resultados del texto principal. En particular, el
resultado que es de nuestro interés es la suma de variables de Mandelstam.

B.1. Propiedades topolégicas de los diagramas de Feynman

La topologia es una rama de las matematicas que estudia la estructura de los objetos que son invariantes
ante deformaciones continuas que involucran estiramientos pero no permiten cortes ni pegados. El ejemplo
mas conocido es el de una taza de café la cual se puede deformar de forma continua para obtener una dona
(toro). En esta seccién ilustraremos algunas propiedades que son de nuestro interés, no profundizaremos
en la parte formal de la topologia.

Los diagramas de Feynman poseen propiedades topoldgicas, en particular hay dos propiedades que ilustra-
remos a continuacion: invariancia ante rotaciones y equivalencia de diagramas ante torceduras.

B.1.1. Invariancia ante rotaciones

Como mencionamos previamente, los objetos topoldgicos son invariantes ante deformaciones continuas
siempre que no haya cortes ni pegados. Los diagramas de Feynman son invariantes ante rotaciones, esto
implica que se leen de la misma forma sin importar las rotaciones que se les aplique, si y solo si se respetan
estados iniciales y finales. Esto se ilustra en la figura B.1. Elegimos dos diagramas a 1— lazo para ilustrar
que al rotar la figura los momentos rotan conforme la figura gira.

Esta propiedad nos fue de utilidad tanto para el cilculo de las correcciones radiativas del modelo A¢* como
de los galileones escalares.
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h BNV P2 D2 P4
t | = X
P1 p‘:ﬁ
p3 - - P4 ‘
L
(a) Rotacién de un diagrama a 1— lazo.
b1 P3 P3 P4
_.\\ L, 7z , 4
(K = < t
NP 7N
7 ( )\
ps 2 P P2
t
_

(b) Rotacién de un diagrama a 1— lazo.

Figura B.1: Invariancia de rotaciones de los diagramas de Feynman

B.1.2. Equivalencia de los diagramas de Feynman

Otra propiedad importante de los diagramas de Feynman es que pueden modificarse, de tal modo que sea
mas facil leerlos. En la figura B.2 tenemos dos ejemplos de equivalencias de diagramas de Feynman. En
estos diagramas los momentos entrantes son p; y p2, mientras que los momentos salientes son p3 y ps. En el
inciso (a) tenemos un diagrama de 1— lazo en el que si en el lado izquierdo enderezamos p3 y ps4 obtenemos
el diagrama de la derecha. De la misma forma, si torcemos ps y ps obtenemos el diagrama del lado izquierdo.
En el inciso (b) presentamos un diagrama a nivel de drbol. Si en el lado izquierdo enderezamos ps y p4
obtenemos el diagrama del lado derecho. De igual forma, podemos hacer el proceso inverso.

t

n Pa

N - ' 7 S
P1 p3 > N
N 7z 7N P NS
N s ’ \ L NS
N . , N , o
N ’ . N
4 ’

ps P4 o m "
p2 ™" ] . . . .
(b) Equivalencia del diagrama M, a nivel de

(a) Equivalencia del diagrama M a 1 - lazo. arbol.

Figura B.2: Ejemplo de equivalencia de diagramas de Feynman ante torceduras y estiramientos.

B.2. Variables de Mandelstam

Las variables de Mandelstam fueron introducidas por Stanley Mandelstam en 1958 para codificar informa-
cién (como energia, momento y dngulos) de un proceso de colisién entre dos particulas del cual resultan
dos particulas [79]. En la figura B.3 se muestra una interaccién donde dos particulas con momentos p;
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y p2 colisionan y producen dos particulas con momentos ps y p4, donde se considera la conservaciéon del
momento dada por p; + p2 = p3 + p4. En este caso las variables de Mandelstam estdn dadas por

s = (p1 +p2)? (B.1)
t = (p1 —p3)? (B-2)
u = (p1 — pa)? (B.3)

Figura B.3: (Dispersiéon 2 — 2) con una convencién de dos momentos entrantes y dos momentos
salientes.

Las variables de Mandelstam estan relacionadas con diagramas de dispersiéon de dos particulas, cada dia-
grama describe un proceso en el que se intercambia una particula virtual cuyo cuadrimomento es igual a s,
t v u. Estos diagramas se muestran en la figura B.4. En el canal s las particulas incidentes 1 y 2 se unen en
una particula virtual intermedia que posteriormente da lugar a dos particulas 3 y 4. El canal ¢ representa
un proceso en el que la particula 1 emite una particula intermedia, la cual se transforma en una particula
3, por su parte la particula 2 absorbe la particula intermedia y se transforma en la particula 4. Finalmente,
tenemos el canal u, el cual es exactamente el canal ¢ intercambiando los papeles de las particulas 3 y 4.

P p3

o
I

P b3 | P p3
N . | N

I o
' 9
| 4

| ! g

: N

'l P1—p3 D1~ Paf | R

i [

| [

i L

I J

| :

|

|

Canal u

I>2/ ps

Canal s

(canal espacial) / \
PZ/ \l)-'l

Canal t
(Canal temporal)

Figura B.4: Diagramas de de dispersion de dos particulas a nivel de arbol.

En ocasiones es conveniente emplear una convencion donde todos los momentos son entrantes, ver la figura
B.5. En este caso, la conservacion de momento se escribe como p; + ps + ps + p4 = 0 y las variables de
Mandelstam quedan
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s = (p1+p2)° = (p3+pa)° (B.4)
t = (p1+p3)° = (p2+pa)’ (B.5)
u = (p1+ps)® = (p2+p3)° (B.6)

Figura B.5: (Dispersién 2 — 2) con una convencién de todos los momentos entrantes.

B.2.1. Propiedades de las variables de Mandelstam

A continuacién presentamos dos propiedades importantes de las variables de Mandelstam: el limite relati-
vista y la suma de las variables s, t y u.

Variables de Mandelstam en el limite relativista

La energia relativista para una particula esta dada por

E? = p*? + mict, (B.7)

donde FE es la energia total, p es el momento de la particula y mg es la masa en reposo de la particula. Y
en unidades naturales esta ecuacién se escribe como

E? = p* + m? (B.8)

En el limite relativista, la masa en reposo de las particulas se considera despreciable, asi E? ~ p?. Y dado

que pg = mf se tiene que

s~ 2p1 - p2
u =~ —2p1 - P4.

Noétese que empleamos la convencién p; + ps = p3 + p4.
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Suma de las variables de Mandelstam

La suma de variables de Mandelstam da

s+t+u=mi+ms+mi+mi, (B.10)

donde my, ma, ms y my son las masas de las particulas 1, 2, 3 y 4 respectivamente. A continuacién
presentamos la demostracién de esta propiedad.

Demostracion de la suma de las variables de Mandelstam

sttt+u=(p1+p2)*+ (p1 —ps)* + (p1 —pa)* = pT + 3+ 2p1 - p2+pi — 201 ps + 05 +pi — 21 pat P

s+t+u=mi+mi+mi+mi+2pt+2p1-p2—2p1-p3—2p1-ps = mi+m3+mi+m3+2p1 - (p1+p2—ps—pa)
donde

2p1 - (p1 +p2 —p3 —pa) =2p1 - (p1 +p2 — (p1 +p2)) =0

Asi, obtenemos que
s+t +u=mi+mj+mi+mi.

Si en la expresién (B.10) tenemos que mj = mg = ms = my = m, obtenemos el caso especial que nos fue
de utilidad en el texto principal

s+t +u=4m?. (B.11)

Es interesante notar que ain si empleamos la convencién de todos los momentos entrantes, la propiedad
(B.10) se preserva.

Demostracién de la propiedad de suma de las variables de Mandelstam (con la convencién
p1+p2+ps+ps=0).

s+t+u=(p1+p2)®+ (p2+pa)®+ (p2 +p3)> = DT +2p1 - p2 + P53 + p3 + 2p2 - pa + pi + P53 + 2p2 - p3 + P3
=mji +m3 +m3 +m3i+2p1 - pa + 203 + 2pa - p3 + 2p2 - Pa
=mi+m3+m3+mj+2p2- (p1 + p2 + 3 + pa)

Asi, obtenemos que
s+t +u=mi+mj+m3+mji.
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Apéndice C
Calculo de las reglas de Feynman

En este capitulo presentamos los métodos de calculos de las reglas de Feynman que se emplean en el
texto principal. Primero comenzamos con el mecanismo de calculo de la funcién de dos puntos y después
presentamos el calculo de los vértices.

C.1. Calculo de propagadores

Primero vamos a ilustrar el método del cédlculo de los propagadores. Comenzamos con el propagador del
modelo A¢?, luego con el propagador del modelo de galileones escalares y finalmente con el calculo de los
propagadores escalar y vectorial del modelo de Stueckelberg generalizado con un galileén cibico acoplado.

C.1.1. Célculo del propagador del modelo \¢*

El lagrangiano del modelo A¢* se puede separar en un lagrangiano cinético (el cual nos dar4 el propagador)
y un lagrangiano de interaccién

Ly=2Logy+ Ly, (C.1)

donde Ly 4 es el lagrangiano cinético y L7 4 es el lagrangiano de interaccién. Para calcular el propagador
empleamos el lagrangiano cinético:

1 1
£07¢> = _§m2¢2 - §¢au8u¢7 (02)

escribimos el lagrangiano de la forma ¢ Oy ¢

1 1
£O,¢ = 5525 [—3“3u - m2] ¢ = §¢Ok¢7
donde Oy, es el operador cinético y estd dado por
Ok(z) = 0", — m*. (C.3)
Reescribimos el operador cinético en el espacio de momentos:
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oM =—ipt, 0, = —ipy,. (C4)
Y finalmente, el operador cinético estd dado por

Ok(p) = p* —m?. (C.5)

Ahora, el propagador se define como:
o 1
(9), = (O|T{$9}0), = iO; ' (p) = 2= m? (C.6)
Entonces, el propagador del modelo A\¢* estd dado por:

7

(90), = p— (C.7)
C.1.2. Calculo del propagador del modelo de galileones escalares
Continuamos con el modelo de galileones escalares, el cual estd dado por
3 1 L 5 9
Loz =g \°m — iaﬂaﬁ‘w — im 7“4+ Ls+ L4+ Ls, (C.8)
este lagrangiano se puede reescribir como
£m,7r = El + EO,ﬂ’ + £3 + £4 =+ £57 (Cg)

donde £1 no nos proporciona ninguna informacion, el lagrangiano Lo » nos dara la funcién de dos puntos.
Por su parte, los lagrangianos L3, L4 y L5 son las interacciones. Y Ly » esta dado por:

1 1
Lor= —§m27r2 - §7T8“8u7r. (C.10)

El lagrangiano lo podemos escribir de la siguiente forma

1 1
Lo = 3™ [—8“8# — mQ] T = 57T0k71',

donde el operador esta dado por

Ok(z) = 0", — m?. (C.11)
Pasamos al espacio de momentos
oM = —ipt, 0, = —ipy, (C.12)
y el operador que
Or(p) = p* — m2. (C.13)

El propagador se obtiene de la siguiente forma
i
2

—m2’

(), = (O[T {xm}0), = i0;(p) =

(C.14)
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Asi, podemos concluir que el propagador estd dado por:

(nm), = ]ﬁ. (C.15)

C.1.3. Calculo de los propagadores del modelo de Stuckelberg genera-
lizado con un galileén ciibico acoplado

El modelo generalizado de Stueckelberg con un galileén ctibico acoplado estd dado por

1 m?2 1 2 1
— Tk o B~ 9k (o 2
L 4F E,, + 5 (A m8 7T> 2% (0" A, + Emm)

1 , 1 (C.16)
4+ (A“ _ a%) o <AV _ aﬂ> .
m

3! m

Vamos a aplicar el mismo procedimiento que empleamos para el modelo A\¢?* y de los galileones escalares.
Reescribimos el lagrangiano como

L= 'CO,Stu + ﬁ[,gal (C17)
donde el lagrangiano cinético esta dado por

2

1 m 1 S| 9
e — - K _ M _ “
Lo.stu 4F Fu + 5 <A m@ 7T) 2% (0"A, 4+ Emm)”. (C.18)

Del otro lado, el lagrangiano de interaccién estd dado por

1 2 1
Liga =2 <A“ - ma%) 0 (Al, - mam) . (C.19)

Del lagrangiano Ly sty podemos obtener el propagador escalar y el propagador vectorial del modelo. Con
un poco de algebra y empleando el hecho de que las derivadas totales no contribuyen en el lagrangiano,
podemos expandir el lagrangiano cinético de modo que se reescribe como

1 1 2 1 1 1
Losu = s A"0"0,A, — ZAY0"0, A, + m—A”AM + —A,0"0, A — —¢m2r? — ~moHo,m. (C.20)
’ 2 2 2 2¢ 2 2
Este lagrangiano cinético se puede separar en la parte cinética debida al campo vectorial y una parte
cinética debida al campo escalar, es decir
Lostu = Lo,a+ Lox (C.21)
donde

L

Y v
3¢ A" DA (C.22)

1., " 1., " m2 "
,C[)’A: 514 6 6'“141/—514 6 6VA“+7A A/J—i_
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1 1
Lor= —§§m27rz - Qﬂﬁ“auﬂ'. (C.23)

Comenzamos con el propagador escalar, ya que es més sencillo. Primero, reescribimos el lagrangiano en
términos que podamos identificar el operador

1 1
Lor = 57 (—gm2 — Oty T = iOk(x)ﬁ (C.24)
donde el operador esta dado por
Ok(z) = —0"9,, — Em?, (C.25)
asi, el operador en el espacio de momentos esta dado por
Oy = p* — Em?. (C.26)
Eso implica que el propagador esta dado por

1

_ -1
Ahora, continuamos con el lagrangiano del propagador vectorial:
1 1
Loa = 3 AY(0"0,A, — 010, A, + m2A,) + EA,L@“&,A” , (C.28)

vamos a aplicar algunas modificaciones a los términos del lagrangiano, primero utilizaremos A*A, = A" A,
dado que los indices son mudos. Luego cambiaremos v — «, eso implica que

A, =g,5A°, AL =g,pA%, Ay = gasAP, (C.29)

eso implica que
1 1
Loa=3 [Aa (gaﬁauamﬁ — 080" 0n AP + ngaﬁAﬁ> + €gwAﬁawaaA@] . (C.30)

En el término A° 080, A" = A“@aagAB , cambiamos los indices § <> «, asi

Lo.A :% {Aa (gaﬁaﬂauAﬁ — 0005AP + m?g,s AP + iaaaBAf?)]
X (C.31)

]' 6%
=4 {gaﬁaﬂau ~ Ol +

8a85 + m29a5:| AP
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1 1 1
ﬁ()’A = §Aa [gagauau + <§ — 1) 30,33 + m2ga5] AP = §Aa[0k(1')]a5AB

donde g3 = diag(1, —1,—1,—1). En el espacio de momentos el operador se escribe como

[Ok(#)]ap = —gap(p® — m®) + <1 - 2) p°p°

para obtener el operador inverso empleamos la siguiente relacion

Ok [0 ()] 4, = 55,
vy sabemos que el operador debe tener la forma
[0: )] = Xg" + Yp'p".

Sustituyendo en (C.34), tenemos

O [0 0], =5 = |00~ )+ (1= ¢ ) 9° | (Xas, + Vs )

§ §

1 1
6y = —(p* —m*) X7 + (1 - ) PPy X + (1 - ) P pepyY — (0 — m*)Yp°py,

por dependencia lineal

1 -1 1
0=(1-- pap+(1—>po‘pp2Y—p2—m2Yp°‘p,
< > ’Yp2_m2 g 7. ( ) Y
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asi obtenemos

. 1 (1-9
_%p2—m2p2—m2
T
P e €~ m?)
_ 1-¢
(p? — &m?)(p? —m?)’
de este modo obtenemos
_ v -1 1-¢
9] 1 HY ny KV
[0 ()] 2= m2Y + % — em2)(p? — mz)p p

Finalmente, el propagador vectorial se lee como

BAVY — —1 ynz - pt'p”
() = 5= a6 -0

C.2. Meétodo funcional para calcular los vértices

P2

NN/

—

p3 P

Pa

‘\ Pn

1
!

/ 1N

Ps p7

Pe

Figura C.1: Vértice de n momentos entrantes.

El vértice se define como i-veces la funcién de n puntos, es decir

Vo(n) (p1,- - pn) = irénz21~--an (P, -+, Pn).

(C.39)

(C.40)

(C.41)

(C.42)

La funcién de n puntos (figura C.1) se obtiene a partir del método funcional, y podemos escribir calcular

el vértice a partir de la siguiente férmula

"Ly [¢a]

i) (p1ye o pa) (2T 04 (pr + -+ pa) = i (2m) 0"

donde utilizamos las relaciones
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=04 5% (p — C.44
A, ) O (r—q) (C.44)
5A"(p) _ s 0A8(P) _ ussusa 4
= = 050 (p—q) =g 6% (p— C.45
5A(0) SA g 056" (p—q) = ¢ 6% (p — q), (C.45)
67 (p) 4
=0"(p—q). C.46
niy == (C.46)
C.2.1. Cdlculo del vértice del modelo \¢*
La interaccién del modelo A¢* se describe por medio del lagrangiano
Ay
Este lagrangiano lo podemos escribir en términos de los momentos ¢; para cada campo:
A
Lro=—7 (q1)9(a2)#(q3)P(qa)- (C.48)
El vértice del modelo esta dado por
(4 2
e o | daot (C.49)
Y en este caso, la regla dada por la ecuacién (C.43) se escribe como
4
(4) 454 o d(4) 6" To[¢]
i , P2, D3, 2m)*0 + p2+ ps + =27 . C.50
o P12y POGTO R+ P2t P 01) =TS 555030 ()66 () (€20
Esto lo podemos expandir como
() 454 — 16 A 4 1 —i(q1+g2+q3+q4)-x
il (p1, P2, p3, p1) (21)°87(p1 + p2 + p3 + pa) = —i(2m) P / d Y oni@* (C.51)
[6%(p1 — @1)6%(p2 — 42)0" (p3 — ¢3)6" (P4 — qu) + perm(1,2,3,4)] .
Utilizando la definicion de la delta de Dirac
[ e 15" - a) = £ (C.52)
tenemos que
. . 1 —1 T
iCSY (p1, P2, p3, p1)0  (p1 + D2 + 3 + pa) = —M(%)4 / d'z e~ Prip2tpstpa) (C.53)

Asf, finalmente el vértice del modelo \¢* estd dado por
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il“(()4) (p1,p2,p3,pa) = —iA. (C.54)

C.2.2. C(Calculo de los vértices del modelo de galileones escalares
Calculo del vértice cubico

Dado el lagrangiano del galileén ctibico

Ly = %w [(Om)? = (8,0,m)%] . (C.55)

Etiquetamos los campos 7 con los momentos q1, g2 y ¢3

L3 = [0,0"7(91)8,0"7(g2) — 90,7 (q1)0" 0" m(q2)] m(g3)- (C.56)

3'A3

El vértice cuartico esta dado por

’LT‘O = Z/ d4l’£3,

de acuerdo con la ecuacién (C.1), el vértice estd dado por

o = an33/d4 ﬁ/ 4(3 T [(—igq) (=g (=ige)u (—ige)” — (—igq1) u(—ig1)u(—iga)" (—ig2)"]
3IA o

m(q1)m(q2)m(q3).
(C.57)

3
. 193 —ig;-x
o= s e [ {H [dtaze ] R~ (@ @) war(@inle),  (C5)
donde empleamos

om(q;)

= 6*(pj — qi), C.59
57(p;) (pj — 4i) (C.59)
iT3(p1, 2, ps) (2m) 6% (p1 + pa + p3) = i(2m)" o°To (C.60)
pe 57 (p1)om(p2)o7(ps)’
) d ? —1 T
T4 (p1, pa, p3)(2m)* 6% (p1 + p2 + p3) 3'A3 /d4 {H/ %qu] (a1+q2+a3)
(C.61)

5 [7(q1)7(g2)7(q3)]
o7 (p1)0m(p2)dm(ps)’

(a5 — (a1 - @2)7]
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3

- d ql e " T

iT3(p1,p2,p3)(27) 8" (D1 + pa + p3) 3'A3 /d4$ H/ la1tartas)
7=1

(C.62)
(i3 — (a1 - 2)%] [0*(p1 — 1)* (P2 — 42)6* (p3 — q3) + perm(1,2,3)]
13 i93 4, —i(p1+p2+ps)-x
iT5(p1, p2, p3) (2m) 6 (p1 + p2 + p3) = 31A3 /d 1+p2+p3 3
[2pTp3 — 2(p1 - p2)* + 2pTP3 — 2(p1 - p3)* + 2p3p3 — 2(p2 - p3)?] |
i3 (p1,p2,p3) 0" (p1 + pa + p3) = zg33 ! /d4$ ¢ iptpatps)
3A3 (2m) (C.64)
[pIp3 — (p1 - p2)* + pip3 — (p1-p3)* + P3p3 — (P2 - p3)?],
usando la definicién de la funcion delta de Dirac
sky = L [ emikag (C.65)
=% | e T .
1 o
54 _ —i(p1+p2tps) j4 C.66
(p1+p2 +p3) L /_ooe x (C.66)
Y finalmente obtenemos el vértice cubico de los galileones escalares, el cual esta dado por
i
Vi = iT3(py, pa,ps) = 313 [pip3 — (p1 - p2)* + Pip — (p1 - p3)* + P3p3 — (p2 - p3)?] . (C.67)
Calculo del vértice cuartico
El lagrangiano del galileén cuartico esta dado por
iz
Li=—7GT [(Or)? — 307(9,0,7)* + 2(0,0,m)*] . (C.68)
Empleando el campo 7 en el espacio de momentos
d4qz‘ —ig;-x
ww) = [ e (@), (C.69)

podemos reescribir el lagrangiano etiquetando los campos 7 con los momentos q1, g2, q3 ¥ q4:

Ly = [0,0"7(q1)0, 0" (q2) 05077 (q3) — 305077 (q1) 0,0y (q2) 0" 0”7 (q3)

+20,0,7(q1)0" 05 (q2)0% 0y (q3)] ™(qa),

4‘A6
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en el espacio de momentos

L4 = ;s laia3ad — 30 (a2 - 43)* +2(q1 - 42) (2 - @5) a1 - g5)) (a1 (a2) (g (-

De este modo podemos calcular el vértice por medio de

54T

iTa (2m) (p1 + po + p3 + pa) = i (2m)4D) : C.70
0( ) (pl b2 + p3 p4) ( ) 571'(]?1) 57T(p2) 571'(]33) 571'(]34) ( )
Explicitamente, tenemos
igs (2m) !
4 4 4 4 )
i (27r) 0 (p1+p2+ps+pa) = TIAS (3m)] H[/dqe (gs- ]
, =1 (C.71)
[4i6543 — 347 (g2 - 43)* + 2(q1 - ¢2) (42 - 43) (91 - 43)]
[6*(p1 — @1)8* (p2 — 42)6" (3 — ¢3)8" (p4 — q) + perm(1,2,3,4)].
Para obtener el calculo completo recurrimos a la férmula para permutaciones
n!
Py, = ———. C.72
" (n—m)! ( )
Tenemos permutaciones de 4 elementos (p1, p2, p3, p4) con 4 posiciones:
P 4 24 C.73

Es decir, tendremos 24 términos de combinaciones §*(p; — q;). Para poder realizar rapidamente los célculos
empleamos la tabla C.1.

11213421343 |1]2]|4
113214123143 114041132
1141312
1131412 314112
413|112
311142

Tabla C.1: Ayuda para visualizar los elementos al calcular las integrales

Para los términos de la forma q%q%q% nos podemos dar cuenta de que cualquier combinacién sin repeticién
de tres momentos de los cuatro posibles nos da el mismo resultado (esto lo podemos verificar en la primera
columna de la tabla C.1), para eso empleamos la férmula de combinaciones

n!
¢ m!(n —m)! (C.74)

4C3 = 4, eso quiere decir que para cada combinacién hay 6 términos iguales. Eso implica que
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419343 [0*(p1 — @1)0* (P2 — 42)8"* (3 — 43)6* (P4 — qu) + perm(1, 2, 3,4)] = 6 [pIp3p3 + pip3ps + PiP3P: + P3P3PL] -
(C.75)

Luego, continuando con los términos de la forma —3¢3(q2-¢3)?, podemos notar que al permutar los términos
g2 - g3 obtenemos la misma cantidad, eso implica que los 24 términos se reducen a 12 y asi los términos

-3¢ (g2 - 43)? [0*(p1 — ¢1)0*(p2 — 42)0* (ps — ¢3)0* (pa — qa) + perm(1,2,3,4)] se leen:

— 6p}(p2 - p3)* — 6p3(p1 - p3)® — 6p3(p1 - p2)?

— 6pi(p2 - pa)® — 6p3(p1 - pa)® — 6pF(p1 - p2)° (©.76)
— 6p3(ps - pa)® — 6p3(p1 - pa)* — 6p3(p1 - p3)* '

— 6p5(p3 - pa)® — 6p3(p2 - 1) — 6P (p2 - p3)°.

Finalmente, los términos de la forma 2(p; - p2)(p2 - p3)(p1 - p3) dan la misma cantidad al permutar los
momentos p1, p2 ¥ p3, eso implica que solo hay 4 términos distintos:

12(p1 - p2)(p2 - p3)(p1 - p3)
+12(p1 - p3)(ps - pa)(p1 - pa) (c.77)
+12(p1 - p2)(p2 - pa)(p1 - pa)
+12(p2 - p3)(p3 - p4)(p2 - Pa).
De este modo, el vértice se lee
iT5(2m)* 6% (p1 + p2 + p3 + pa) =i 74'916 At e~ (Pr1HP2tpatpa)e
[6 [pip3p3 + pipsps + pip3ps + Pop3p]]
— 6pi(p2 - p3)* — 6p3(p1 - p3)* — 6p3(p1 - p2)?
— 6p3(p2 - pa)® — 6p3(p1 - pa)® — 6pF(p1 - p2)? (C.78)
— 6p3(p3 - pa)? — 6p3(p1 - pa)? — 6p3(p1 - p3)?
— 6p5(p3 - pa)® — 6p3(p2 - 1) — 6p3(p2 - p3)*
+12(p1 - p2)(p2 - p3)(p1 - p3) + 12(p1 - p3)(P3 - P4)(P1 - Pa)
+ 12(p1 - p2)(p2 - p4)(P1 - pa) + 12(p2 - 3)(p3 - P4) (P2 - P4)]-

Luego, empleando la definicién de la delta de Dirac y factorizando un 6 tenemos que el vértice estd dado
por

4 . g4
VO( = iTh = IA6 [PTpsp3 + Pip3ps + Pipap + P3p3ps

—pi(p2-p3)® — pi(p2 - pa)® — Pi(ps - pa)® — 13 )

~p3(p1 - pa)® = 3(ps - pa)® — P(p1 - p2) p?,(pl - p1) (C.79)

—p3(p2 - pa)® — pi(p1 - p2)® — Pi(p1 - p3)? — i )

+2(p1 - p2)(p1 - p3)(p2 - p3) + 2(p1 - P2
( )

)(p2 - pa)
+2(p1 - p3)(p3 - p4)(p1 - pa) + 2(p2 - p3)

b3 - P4)

(
(
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Calculo del vértice quintico

El lagrangiano del galileén quintico esta dado por

79 2
Ls = 5!15;97T [(DW)4 N 6(DW)2(8“8V7T)2 -3 [(8M8V7T)2] + 8(au8u7T)SD7T — G(auﬁyﬂ)4

En el espacio de momentos, el lagrangiano se escribe como

Ls = %W(%)[(—ifh)z(—ti)Q(—iq?))Q(—iqz;) 6(— qu)z( iq2)*(—igqs) u(—igs), (—iga)* (—igqa
=3(—iq1) u(—ig2)" (—iqn

+8(— Z(h)lt( iq

—6(—iq1)u(—1q1)u(—ig2)" (— iQQ)J(—iQ3)U(—iQ3)p(—iq4)p —iqu)"],

gs
W[‘hngi’%qz +3(q1 - 42)* (g3 - 94)* + 8(q1 - 42) (a2 - 43) (q1 - 43) G4

—6(q1 - 92)(q2 - 43)(q3 - qa)(qa - 1)) (q1)7(q2)7(q3) ™ (qa) 7 (g5)-

Ls =

Podemos calcular el vértice por medio de la regla

4(5) 5T ]

T3 (p1, P2, P3, Pas ps) (2m) 464 (1 + p2 + p3 + pa + ps) = i(27)

Explicitamente tenemos

. 27 27 )4
iT5(p1, P2, P3, P4, p5) (27) 6% (p1 + P2 + 3 + pa+ ps) = E §20 SIAD §2W34

/ d'x e~ Prptpatpates) @ (22208 6(py - po)?pdpd + 3(p1 - p2)?(p3 - pa)?

+8(p1 - p2)(p2 - p3)(p3 - P1)Pi — 6(p1 - P2) (P2 - P3) (3 - pa)(pa - 1) + perm(1,2,3,4,5)],

Yy ya que
x e~ iP1tp2tpstpa)T — 54(p1 +p2+ps+ps+0Ds5),

tenemos que

g5
i3(pr, P2, P3, Pa 5) = 15 PIP3PEPE — 6(p1 - p2)*P3pL + 8(p1 - p2) (P2 - p3) (p1 - P3)p]
+3(p1 - p2)*(p3 - pa)® — 6(p1 - p2) (P2 - p3)(p3 - pa)(p1 - pa) + perm(1,2,3,4,5)].

De este modo el vértice esta dado por

2.2, 2

5 .
VY =i = 5,A9 [pip3p3pi — 6(p1 - p2)?P3ps + 8(p1 - p2) (P2 - p3)(p1 - P3)pi + 3(p1 - p2)*(p3 - pa)?
—6(p1 - p2)(p2 - p3)(p3 - pa)(p1 - pa) + perm(1,2,3,4,5)].

97

om(p1)dm(p2)dm(ps)dm(pa)dm(ps)”

(C.80)

(C.81)

(C.82)

(C.83)

(C.84)

(C.85)

(C.86)

(C.87)



Anélisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramirez

C.2.3. Calculo del modelo de Proca generalizado con un galileén ciibico

acoplado

Interaccién (3,0)

g3 v
ﬁ(g’o) - ? A“AM(‘) AV

e = 2 / da AP A, 0" A,

S0
0As (pl)‘SAp (p2)5A’Y (p3)

T (91, pa, p3) (21) 164 (p1 + pa + ps) = i(2m) "2

(3,0)

6(2m)12 bt

. 7
’LF(()3’O)(27T)454(291 +po+p3) = ?/ d'z <

3
H /d4pi/e—ipi/-x) pgl

=1
[9"760,656% (p1 — p3)8* (por — p2)0* (P — p1) + 9"765606 (p1r — p3)6* (p2r — ps)d* (py — p2)
9760656 (p2r — p3)8* (pr — p2)8* (p3r — p1) + 976,806 (pr — p3)d* (prr — p1)6* (3 — p2)

+ g1°57656% (py — p3)6t (prr — p1)0* (2 — p1) + 9767006 (p3 — p3)6* (P — p2)6* (1 — p1))]

3
ir((:'gvo)(27r)454(p1 +p2 +p3) — 963/ d4.%' <H /d4pi,e—ipi/4:t>
i'=1

(97756 (p1r — p3)d* (P2 — p2)8* (3 — p1) + 97756 (p1r — p3)S* (P2 — p3)5* (p3 — p2)
977p% 6% (par — p3)6*(p1r — p2)8* (3 — p1) + g7 P56 (P — p3)5* (1 — P1)3* (p3 — p2)
+ g”"p}é‘*(psf - p3)54(p1/ - p1)54(p2/ —p1) + g""p}é“(pg/ - p3)54(292' - p2)54 (pr —p1)]

donde g7 = g"?, ya que es la métrica de Minkowski. También tenemos
/ d4pz" e—ipi.a: pZV/ (54(1%" _p]) _ p]y e—ipj.l‘7
/ d'py e T 64 (py —pj) = pf e P,

YOm0 o a9 = g / dhp e e (g 4 gTYpp 4 gTepl]
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2 19707 + 977p5 + 977p]] (2m)40% (p1 + p2 + p3).

ZT((JS’O)(277)454(291 +p2+p3) =

98

) )12 3 , 3 , , ,
T8 (246 (py + po +ps) = BET) [t (H / d4p) 8 gﬁiii)f:&z)mi )

(C.88)

(C.89)

(C.90)

(C.91)

(C.92)

(C.93)

(C.94)

(C.95)

(C.96)

(C.97)
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Finalmente,

ing” = g*; [9”7p] + g7 "ps + 73] . (C.98)
Interaccién (2,1)
Ly = ;,—fs (AFA,0" 0,7 + 2AP0” A, ,) (C.99)
(2,1)
(2,1) 4¢4 . 12 (53F0
i , D2, 2m)%6 + po + =i(27 . C.100
o (p1,p2,p3) (2m)°6"(p1 + p2 + p3) = i(27) 52, ()0 A, (2)07 (09) (C.100)
. —igs(2m)12 1 3 o
zF(()Q’l)(PLPQ;pS) (2m)*6* (p1 + p2 + p3) = Q?)G(m)/ d'z ((2 2 H /d4pz" e~ P I)
! (C.101)
53 9
— /A“ /A ’ /—2”, /AH ’Al/ / / .
5A,(p1)3 A, (p2)om(ps) [=p A" (p1) A (p2) 7 (p3) = 205p3u A" (1) Au (p2)7 (P
) Z _Z / ! 1)
iD§ (p1, p2.ps) (2m) 8% (p1 + pa + ps) = 6?;/ d*ze Pr Py tpy)
(C.102)

(977 p3 6% (p1 — p2) 04 (py — p1) + g7Pp3 6* (par — p2)d* (p1r — p1)
+ 205,056 (p1 — p2)6* (por — p1) + 20505 54 (p1 — p1)8* (2 — p2)]6* (p3 — p3),

(2,1 g3 i 2).
lF(() )(p17p2ap3) (27T)454(p1 +p2+p3) = GLZn/ d*pei(Prip2tps) e [gp"pg + g"”pg + 2pip§ + 2p§pg] ,

(2,1 193 o o %
TS (91, pay p3) (27) 6% (p1 + pa + p3) = =2 (2m) 6% (p1 + 2 + p3) [977D3 + PiPS + V505

3m
Finalmente, ’
7,1“(()2’1)(2?17192,1?3) = ;% g Pp3 + pip§ + p5ps] (C.103)
Interaccion (1,2)
Loy = B [0 A, 0 10,1 — 2448,78" 9, 7] , C.104
(1.2) = 31,2 s K
_ 93 g3y w2
L) = 3ImZ - 3im? [pl,(pQI p3y) + 2p2,p3,] A, (pr) m(pa) m(psr). (C.105)

3
~(1,2) 4 ¢4 _ g3(2m)"? 4 1 4 —ip;-x
/LFO (p17p27p3)(27r) d (pl +p2 +p3) - W d*x (271')12 ];1 d bir € Ps

5 [Au(p1)m(pa )7 (ps)]
6 Ay (p1)om(p2)dm(ps)

(C.106)

[P, (p2 - p3 + 20b:p% ]
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3
(1,2) 4 54 _ 93 4 4o —ipy
il " (p1, p2, p3)(2m)" 6% (p1 + p2 +p3)—w d*z (H/dpi/e P I)
KA

(C.107)
[P (2 - p3r + 20505 ] [656% (01 — p1v)] [0 (D2 — p2)6* (3 — p3r) + 6*(p2 — p3)0* (ps — p2)] ,
T3 (1, p2,ps) (2m) 84 (p1 4+ p2 4 p3) = 2y [ dhee T2 (b - ps) + 20585 + 20583, (C.108)
(1, g o o o
ZF(()l 2 (p1, p2,p3)(27) 6% (p1 + po + p3) = 37:;2(2@4 5 (p1 + p2 4 p3) [T (p2 - p3) + P3PE + pgpal,  (C.109)
Finalmente,
z’F(()l’Z) (p1,p2,p3) = %[p‘f(m - p3) +p§p§ + pgpg]. (C.110)
Interaccién (0, 3)
g3 v
L3 = T3 [0*70,m0" O], (C.111)

Féo’?’) = / d4l‘£(0’3) = /d4x (o' 7 (x)0ym(2)0” Oy ()],

3Im3
(0,3)
~(0,3) 454 . 12 53F0
il 2m)%0 + p2 + =127 ,
0 ( ) (pl b2 p3) ( ) 5#(]91)571’(]92)5#(}93)

ZT(()O’g)(27T)454(191 +p2+p3) =

g3
3m3

. g3(2m)12 1 7 iy 6% [ (p1) (P2 )7 (ps]
F(ng) 2 454 — Zg3(/ ! / ! ! l(pi,.x ’ . / 2/ ! 2 3
) 0 ( 7'(') (p1+p2+p3) 3'm3 d X (27‘(‘)12 ilnl d pir € ) (pl D2 )p3 57_[.(])1)57.‘.(])2)57.‘.(]?3)
3 .
/ d4x ( H /d4pi’ e—l(py'x)) (p1, 'p2’)p§/
i'=1

[0*(p1 — p1)6*(p — p2)8* (b3 — p3) + 6% (p1r — p2)6* (por — p3)3* (3 — p1)
+ 54(]?1/ - p2)54(p2' - p1)54(p3/ - p3) =+ 54(101/ - p1)54(p2/ - p3)54(p3/ - pz)
+ 64 (p1 — p3)8* (b — p2)8*(py — p1) + 6 (p1 — p3)8* (P2 — P1)8* (p3 — p2)].-

(0,3 g3 i .
zF(() )(277)454(171 + o+ p3) = s / diy e~ i(P1+p2tps) - [2p%(p2 - p3) + 2p§<p1 - p3) + 2p§(p1 .p2)] ,

it (2m) 464 (p1 + pa + ps) =

3‘:3 (2m)*0*(p1 + p2 + p3) [P (P2 - p3) + P3(p1 - p3) + P3(p1 - p2)]

irg? = 3“(% [p3 (p2 - p3) + p3(p1 - p3) + P3(p1 - p2)] - (C.112)
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Apéndice D
Integrales de Passarino - Veltman

Las integrales sobre momentos sin restricciones, conocidas como integrales de lazo, en los diagramas de
Feynman suelen divergir. Una forma sistematica y simple de calcular las integrales que aparecen tras las
regularizacién dimensional es escribiéndolas en términos de la base de Passarino - Veltman [80]. De forma
general, las integrales de Passarino - Veltman se escriben como

_ D Qui * " " qu
T/Z?l‘“NP(pla *c 5y Pn—1,M0, - '7mn—1) — /d q 9 9 : n—1 b N2 9 ; . (Dl)
(¢ — mg +ie) {I[[51 [(a + pj)? — mf + ie]

Esta definicién nos indica el tipo de funciones de lazo de n— puntos, y a su vez n denota el n-ésimo caracter
del alfabeto, donde

T = A,
T? = B,
T3 =C,
T* =D, (D.2)

En la figura D.1 se muestra de forma esquematica las integrales de 1— lazo de una alguna funcién de n
puntos. Las integrales que no contienen ningiin momento p* en el numerador son integrales escalares y se
denotan con un subindice 0. La integral més sencilla es la integral escalar de 1— punto, denotada por

1

_ D.3
qg? —m? +ie’ (D-3)

%ma:/wq

mostraremos explicitamente el cdlculo de esta integral en la seccién D.3. Esta integral también sera de gran
utilidad en el cédlculo de otras integrales de 1— lazo, como mostraremos en la seccién de descomposicion
tensorial de las integrales de Passarino - Veltman.

Continuamos con las funciones de de 2— puntos, algunas de las integrales B més comunes son
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D1 :Pﬁ
P2 = ph + Py

Pn—1=Dp_1 +Ph_so

Figura D.1: Integral de 1 - lazo de una funcién de n puntos.

1
BO(p2>m27m2):/qu . N}
b (¢2 —m3 +i€)((q* + p?) — m3 + ie)
ql’l/
B*(p*,m?, m3 zl/nqu . —,
w3, m3) @ I i+ ) — i T i)
B“”(pQ,m?,m%)z/qu SR qMqu 5 — (D.4)
(% —m7 +i€)((¢* + p?) — m3 + ie)
q"q"q’
B (p*,m7, mj =l/1qu . —,
W, mi, m3) @ I i) (@ + ) —mE 1)
WAV P O
BHVPO 2,m2’m2 —/dD .q q 979 —
(v, m3) Y@ =m0 (¢ + %) — m3 + ie)

Algunas definiciones que se emplean cominmente para simplificar la notacién de B;; son

BO = BOla Bl = BH. (D5)
Los factores B;; son logaritmicamente divergentes como indica el hecho de que tengan polos en los enteros

pares n > 4. Ay v B2 son cuadraticamente divergentes con polos en los enteros pares n > 2. Bys es
cuadraticamente divergente con polos en los enteros pares n > 0.

D.1. Integral genérica

La integral genérica que nos ayudara a calcular varias de las integrales de Passarino - Veltman se define
como

D
I (m?) = / 7 _iﬂ‘i T (D.6)

Calculamos los polos de la integral de gg, usando el hecho de que ¢ = qg —q,

@ —m?+ie=0, (D.7)
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qo = £/ q? +m? — i, (D.8)

expandiendo obtenemos

1€

2y/q? + m?2

g =+tVa2+m?F + O(€%) = £v/q? + m2 F i€, (D.9)

donde

’ €

=5 (D.10)

NCER

Estamos trabajando en un espacio de Minkowski generalizado en D dimensiones, con un tensor métrico
dado por diag(1l,—1,—1,—1,---,—1). Aplicando el truco de rotacién de Wick que vimos en el capitulo 2
empleamos los siguientes cambios de variable

Q0 =95e =G> 90 =1q, 5, dgx = dgk,E, (D.11)

y asf el término ¢? se reescribe como

=g — = (ig,,)° — (¢,.,)* = ¢ (D.12)

De este modo, la integral se reescribe como

) = [ g [ a0 —— (D.13)

oo £ —m? +ie)"

D
Lo(m?) = i / d"q; 1 = i) / ( e (D.14)

(—q% —m? +ie q2 4+ m? —ie)"

Para evaluar esta integral debemos notar que el integrando es esféricamente simétrico. Asi, podemos separar
d"q, = qg _lqu dQ)p, y podemos integrar en coordenadas esféricas, donde se tiene que

/quE :/dQD/O dg,ql ", (D.15)

/dD . :/dQD/O dq, ¢! :QD/O dq, P, (D.16)

donde el angulo sélido estd dado por:

2(m)P/?

QD:W.

(D.17)

Asi, la integral genérica se reescribe como
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podemos introducir un cambio de variable

(D.18)
U= qf:, du = 2q,dq,, u(0)=0, u(co)=o00,
y la integral se reescribe como
2(m)P/?2 [ du D2 1
I,(m?) =i(—=1)" —u 2 : D.19
n(m?) =1 )F@)A 2" (wtmZ—ien (D-19)
Introducimos un nuevo cambio de variable,
_ m? — ie
Y urm?—ie
d m® e vy D.20
= — u = 'LL7 .
4 (u+m? — ie)? m2 — ie ( )
2 _ . 1
u:m %—m2+ie:m2—ie[—l},
Yy Yy
introduciendo el cambio de variable en la integral, tenemos que

. nﬂ-D/Q 2 . \N—n 2 .
=1i(—1) I‘(%)(m —i€) " (m” — ie)

con un poco de algebra obtenemos

2y /10(_1) (mQy; ie) (1—y>’§1

y"dy,
Yy
D/2 1
Li(m?) = i(~1)" o (m?® — ie) 2" / Y"1 - y) 2 Ly, (D.21)
r'(3) 0
La integral en la ecuacién (D.21) es la funcién beta (ver el Apéndice A)
D/2
I,(m?*) =

—
—
vl
~
3
N
|
.
N
ol
|
3
@
7N\
S
|
|
N———

(D.22)

3(n-2.2) Tl Dr(p

°(E) T
Fn-%+7%) T(n)
n(m?) = (-1 — iy 3 L= 2)

(D.23)
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D.2. Parametros de Feynman

Un truco ttil para la resolucion de integrales de lazo es el uso de los pardmetros de Feynman. Las integrales
notables estan dadas por

1 1 n
. (a- 1)!/ dz1dzy - - dzn sl1-=). (D.24)
a1as - - - Gy o (a1z1+agzo+ -+ apzy)? ‘

Para el caso n = 2 tenemos

1 1 dz1dz 1 dz 1 dz
:/ 1dz) 25(1_21_22):/ 1 2:/ L o (D.25)
a1 as o (a1z1 + agz2) 0 la1z1 + a2(1l — 2z1)] o [(a1 —a2)z1 + ag]

D.3. Calculo de la integral escalar de 1 punto

La integral escalar Ay (integral de 1-punto), también conocida como renacuajo (tadpole) se define de la
siguiente forma:

ot 4—D dD
Ao(m?) = | 532 /q2 _m;JH.E (D.26)
ag(m) = O 1) 0.27)

donde I es la integral genérica para n = 1, explicitamente tenemos que

r(e-2 D
Ii(m?) = i(—1) 7272 (m? — ie) 2 ! P0-3) _ o (m?—ie)2 0 (1-2). (D.28)
(1) 2
Asi, la integral Ag(m?) se lee como
277“)4_D
Ap(m?) = (7 I (m? D.29
om?) = S 1 (m?), (D.29)
para fines de los calculos omitiremos el regulador del propagador €.
o @D N 21 (2-D
cuando D — 4 I'(z) — diverge, ya que en z = —1 hay un polo. Introduciendo D = 4 — 2¢, donde ¢ — 0.
Asi, la integral Ag se reescribe como
27 )% 2—-4+2
Ao(m2) _ _( Wl;) T27€ m22€ <;_€> ’ (D31)
T
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2 2¢
Ap(m?) = —m? <;M> 7 T(e—1), (D.32)
con algo de algebra se reescribe como

An(m?2 2 (M o 1/2 _2€I‘ 1 D

o(m”) = —m (27TM> (7T ) (e—1), (D.33)
m —2e
2 _ 2 _
Ap(m*) = —m (271'1/2#) I'(e—1), (D.34)
2 o M\

A =— I'(e—1). D.

otm?) == () Tle-) (D.35)

Dado que € — 0, vamos a expandir en serie de Taylor alrededor de €, definiendo

- ( m’ > (D.36)

4

podemos expandir los I'(e — 1) y b~

2

—€ __ m 2
b “=1—¢ln <47W2> + O(€),

r(e—1):—%—1+%+0.(e)

(D.37)

En la expansion en serie de Taylor de la funcién gamma nos aparece la constante 7, la cual se denomina
constante de Euler - Mascheroni. La constante de Euler - Mascheroni se define como

n— oo

“ 1
vy = lim ( 7 ln(n)) = 0.577215665.
k=1

Existen otras definiciones para la constante de Euler - Mascheroni como

/] 1 , 1
= [T (m-t) o = jm (2-rw). (D.38)

Sustituyendo las expansiones en (D.35)

Ag(m?) = —m? [1 —eln (4’:;2> + 0(62)] [—1 — 147, + +O(e)] : (D.39)
Ap(m?) = m? [i +1-7, —In ( ﬁ;) + O(e)} : (D.40)
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2

2
Ao(m2) = mT + m2 — vEmQ —m?ln (477’:/,12> + 0(6)

Y dado que € — 0, entonces O(e) — 0. Finalmente, la integral escalar Ag(m?) estd dada por

2 2
Ag(m?) = m? +m? —y,m* —m?In (47:”2) ,

en color rojo se muestra el término divergente. Efectivamente, A(0) = 0, se regulariza la integral.

D.4. Integral escalar de dos puntos

La integral escalar de dos puntos By, también conocida como burbujas (bubbles), estd dada por

27T’UJ)47D 1 1
Bo(p2.m2. m2 :(/dD )
o(p", m1, m3) im2 1 (p—q)2 —m?2 +ic q? —m3 + ie

empleando los parametros de Feynman

1 _/1 dzx
ai1as o (a1 —a2)x + ag)?

donde
a1 = (p—q)* —m7 + e,
a2:q2—m%—|—z‘e,
a1 —az=p*—2p-q+q¢* —mi— ¢ +mj=p>—2(p q) +mj—mi,
asi

1 /1 dx
[(p—q)2 —m? +ie][q2 — m3 +ie]  Jo P2z —2(p-q@)x + (m3 —m?)x + ¢ — m3 + ie]?

Asi la integral By se reescribe como

2mp)A=P ! dx
B 2,m2, m2) = (/ abP / .
o(p”, mi, m3) im? 1 o P2 —2(p- @)z + (m3 —m?)x + ¢® — m3 + ie]?

Los términos del denominador los podemos reescribir como

p’r —2(p-q)x+ (m3 —mi)x + ¢* —m3 +ie = (¢ — px)? — p’x(1 — x) + (M3 — m3)x —m3 + i,
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y sustituyendo en la integral

2mp)d—P ! dx
Bo(p?,m?,m2 :(/dD / . D.49
o(p”, my,m3) ;) q o [(g—px)2—p2z(l —z) + (M3 —m?)x —m3 + ie|? ( )

introduciendo el cambio de variable

l=(q—px), dl=dg,

tenemos

(D.50)

27 )P ! dx
Ba(n2.m2.m2) = (/ dP1 / .
o(p”, my,m3) in2 o [12—p2x(z—1)+ (m% - m%)x — m% + ie]?

Definiendo a? = p?z(1 — z) + (m$ — m3)z + m3, reescribimos la integral como

2 4 D
Bo(p?, m?,m?) = 7r,u /dw/le 5
— a® + ie)?
Esta integral, la podemos escribir en términos de la integral genérica I
2 4 D
utg?s i) = EU [ e e,

donde

b@f)—iﬁDm(aQ—i@“}4V2F<47;D>,

asi la integral se reescribe como

Bmﬁﬁm@zéﬁﬂﬁww%T@zéﬁxfwfwﬁ

podemos definir

Expandiendo en serie de Maclaurin los términos b€ y T'(e)

b =1+ eln(b) + O(e?)

P(e) = % — Yt 0(6)7

bT@:%—%+m@+O@.
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Asi, la integral By se reescribe como

Bo(p*,m3,m3) = /01 dz (1 — 7, +1n (?) + O(e)> , (D.57)
y como € — 0
Bo(p?,m3,m3) = % — v, +1In(dmp) — /01 dr In(p*z(z — 1) + (m] — m3)z + m3). (D.58)
Es importante notar que
1
/0 dr In (p?x(z — 1) + (m3 — m3)z +m3) < <. (D.59)

Separando los términos convergentes de los divergentes, vamos a denotar el término divergente en color
rojo:

1 1
Bo(p?,m3,m3) = P’ + In(4mp) — / dz ln(pQ:L'(a: — 1)+ (m? —md)z + m%) (D.60)
2 0
Un caso de interés es cuando mq = mg = m, en este caso By se lee
1 1
Bo(p?,m?*,m?*) = = — v, + In(4mp) — / dz ln(pr($ —1) +m?). (D.61)
€ 0

un par de casos de interés para las condiciones de renormalizacién on - shell es cuando p? = 0 y cuando
p? = m?. Cuando p? = 0 tenemos

1 2
Bo(p? = 0,m2,m2) = = —~, + In(4r) — In (”2) . (D.62)
€ K
Del otro lado, cuando p? = 4m? tenemos
1 1 m?
Bo(p? = 4m? m?,m?) = = — 4, + In(47) — / dx In <Iu2(4x(a: —-1)+ 1)) . (D.63)
€ 0

D.5. Reducciéon tensorial

Cuando se realizan cédlculos de 1— lazo o de érdenes superiores aparecen una gran cantidad de diagramas
de Feynman que se requieren calcular. Una forma de calcular tales integrales es descomponerlas en unas
cuantas integrales escalares (como las que hemos mostrado). A esta descomposicién se le conoce como
reduccién tensorial y nos permite calcular los diagramas de Feynman calculando unas cuantas integrales
nada de lazo. La reduccién tensorial es posible gracias a la covarianza de Lorentz en D dimensiones [81].
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Para ilustrar el mecanismo de reduccién tensorial comencemos con la integral B*, la cual estd dada por

s
B (p?, m2, m? :/dD q . D.64
(P, mg, m3) e (¢> — md +ie) [(q + p)? — m3 + ie] ( )

Empleando la parametrizacion de Feynman

1 1 dx 1 dx
ab _/0 [a(1 — z) + bx]? _/0 m’

donde
a=q*—mé+ie, b= (q+p)? —mi+ie (D.65)
1 q,u
B o) = [ do [P " (D.66)
0 2(p- @)z + p?x — miz + m3x + q> — mi + ie]

introduciendo un cambio de variable

q=q+pz, dq = dg. (D.67)

q=q—pr, pq=p-q-px  ¢=7q 273 pxr+pa’

1 FH
B mm) = [ do [ g L 5 (D)
0 [@® — (22p? + (m} — m3 — p?)z + md) + ie]
donde podemos definir
@’ = a%p’ + (mf —mf — p*)z + m§, (D.69)
1 g,u
BF = / da / dP———, (D.70)
0 @ — @ +ie]
eso implica que
B* = p* By (p2, O,mQ), (D.71)
fonde ! D x (2rp)*=P ! 2
Blz—/ d:v/d q 5= 5 / dx x I(a”), (D.72)
0 (¢"2 — @* + ie) v 0

y usando la férmula de la integral genérica Iy con D = 4 — 2¢ obtenemos

L(@?) = ir* ¢ (@ —ie) “T(e), (D.73)
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asi

1

B1(p?,0,m?) = —(4mp)* /0 drx (@) " T(e)

definiendo

(a3
\drp )’

T(e)bc = % —~, —In(b) + O(e),

1 1 1 2
B1:—26+2(7E+1n(477))+/0 z In (N ) dx.

‘Q\

)

De este modo

1 1 ! 22p? — z(p? — m? + m3) + md
BI:—26+2(7E+1n(47r))+/0 xln( /ﬂl 0 0) dx.
Y por lo tanto,
2mp)4=P Pug”
B“ — QB — ( / dD [ ,
Pu P im? 1 (¢> — m? +ie) ((q + p)? — m3 + ie)

donde el numerado lo podemos reescribir empleando

1 . .
pud" =p-q=5{l(g+p)" = m* +i = (¢" +ie) = (0" —m?)},
1 . .
:§[q2+p2+2p‘q—m2+ze—q2—ze—p2+m2],

lo que implica que

1 dPq dPq d"q
e e Il s e

De este modo, tenemos que

B, = 21192[140(0) = Ao(m?) = (p* = m*) Bo(p*,0,m?)].

(D.74)

(D.75)

(D.76)

(D.77)

(D.78)

(D.79)

(D.80)

Podemos notar que esta expresién coincide con la obtenida previamente. Ademads, no se permite que p? = 0,
por ejemplo, en la autoenergia del fotén. Como ya conocemos B; podemos obtener B* a partir (D.71).
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También podemos realizar una descomposicién de la integral B*¥, la cual estd dada por

sz/d% — " — (D.81)
(¢> — md +ie) [(q + p)? — m3 + ie]
Esta integral la podemos descomponer de la siguiente forma
B" = g"" Boo + pi'p B, (D.82)
y contrayendo con el tensor métrico y con el momento obtenemos el sistema de ecuaciones
B" = DBy + p?Bi1,
= b (D.83)
P B" = p”(Boo + p°B1).
2
LBM = / dD 4 , D.84
& Y@ —mi v illa o7 - id .
v (p-a)q”
puB" = / d"q . —. (D.85)
! (q* —mg +i€)[(q +p)? — m + ie]

Resolviendo este sistema de ecuaciones podemos obtener B#. De la misma forma, podemos descomponer
C* en términos de integrales escalares de la siguiente forma

CH = plCy + phCo. (D.86)

Y podemos contraer con los momentos (p1), y (p2),, obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:

(p1),C* = p3C1 + (p1 - p2)Coa,

2 (D.87)

(p2)C" = (p1 - p2)C1 + 03C%s.

De igual forma, la integral tensorial C*¥ la podemos reescribir como
CM = g Coo + p\'p{Cr1 + (pyPs + Pyp7) Cr2 + phyps Coa. (D.88)

Siguiendo este procedimiento, podemos notar que todas las integrales de lazo (A*”, As, B*, By, B*, B*,
CH, CH*_ DH_ -..)se pueden escribir en términos de las funciones escalares basicas Ay, By, Co, Dy, - -- (las
cuales no contienen ningin indice de Lorentz en el numerador) [82].
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D.6. Resumen

En este capitulo calculamos las integrales escalares Ag y By empleando regularizacién dimensional, mos-
tramos la reduccién tensorial a integrales de lazo escalares. Es importante a mencionar es la convencién
de la métrica que manejamos en los cuadrados de los momentos temporales. En el presente manejamos
oy = E? + m?, mientras que cambiando la convencién o, = E? — m? las integrales cambian, por
ejemplo

2mu) =D dPyq
Ap(m?) = ( / . D.89
o(m”) im2 g% +m? + ie ( )

En lugar de calcular todas las integrales escalares y tensoriales que surgen en el calculo de varios diagramas
de Feynman podemos expresar las integrales tensoriales en términos de las integrales bésicas. Esto nos
permite ahorrar mucho tiempo de calculo. Podemos notar que todas las integrales de lazo se pueden escribir
en la base de Passarino - Veltman, lo que es muy 1til en los capitulos 2, 3 y 4. Otro aspecto importante
a mencionar es que las integrales tipo A y tipo B son divergentes, pero existen integrales que son finitas,
como la Cy. En la tabla D.1 mostramos las partes divergentes de algunas integrales.

Integral Parte divergente
Ao(m?) m?/e
By (1/€)
By —(1/2¢)
Boo(p?, mg, m3) | —(p*/3 — m§ —mi)(1/4e)
By, —(1/3¢)
C()o —(1/46)

Tabla D.1: Resumen

D.7. FeynCalc

Para realizar los cédlculos de las funciones de las amplitudes en el presente trabajo empleamos el paquete
FeynCalc. FeynCalc tiene varias funciones que nos permitiran realizar de forma automatizada y rapida
los célculos de las integrales de lazo. Las funciones de FeynCalc estan disponibles en https://feyncalc.
github.io/reference. A continuacién listamos algunas de las funciones que empleamos en los célculos:

1. Momentum. Representacion interna del cuadrimomento.

2. Pair. Es un par especial. Lo utilizamos para representar productos de cuadrivectores.
3. MTF. Sirve para representar el tensor métrico.

4. LorentzIndex. Sirve para introducir indices de Lorentz.

5. TID. Realiza una descomposicién integral tensorial de un - lazo.

6. PaVeReduce. Reduce las integrales de Passarino - Veltman a Ag, By, Cy v Do.

7. ToPaVe Convierte las integrales de autoenergia escalares de un-lazo en funciones escalares de Pas-
sarino - Veltman.
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8. ToPaVe2. Reescribe las funciones de Passarino - Veltman Ag, Ay, Bo, B1, Boo, B11, Co v Dy como
objetos PaVe.

9. PaVEUVPart. Solamente nos devuelve las piezas divergentes de funciones arbitrarias de Passarino
- Veltman.

10. OneLoopSimplify. Simplifica las amplitudes del diagrama de Feynman de un - lazo.

Actualmente, existen otras alternativas mas modernas a FeynCalc, ver por ejemplo [83], pero no las em-
pleamos en este trabajo.
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