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Resumen

Palabras clave—Galileones, Regularización Dimensional, Renormalización On-shell, Mecanismo de Stuec-
kelberg, Interacción cuártica, correciones a 1 -lazo.

En este trabajo analizamos las propiedades radiativas de los galileones escalares y de los galileones vec-
toriales. Primero, presentamos los mecanismos de regularización y de renormalización con dos ejemplos
ilustrativos: un plano infinito carga y el modelo ¼ϕ4. Después, presentamos la construcción de los galileo-
nes escalares y los generalizamos agregándoles una masa. Calculamos las amplitudes a nivel de árbol y le
imponemos una simetŕıa Z2 para calcular las correcciones radiativas a 1 - lazo para el propagador escalar
y para el vértice del galileón cuártico. Finalmente, estudiamos un modelo generalizado de Stueckelberg y
calculamos las correcciones a 1 - lazo de los propagadores del modelo en cuestión con un galileón cúbico
acoplado.
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Abstract

Keywords— Galileons, Dimensional Regularization, Renormalization on-shell, Strueckelberg mechanism,
Quartic interaction, One-loop corrections.

In this work we analyse the radiative properties of the scalar galileons and the vector galileons. First,
we present the regularization and renormalization mechanisms with two illustrative examples: a infinite
charged sheet and the ¼ϕ4 model. Next, we present the construction of scalar Galileons and generalize them
by adding a mass to them. We calculate the amplitudes at the tree level and impose a symmetry Z2 on
them to calculate the radiative corrections to 1 - loop for the scalar propagator and for the quartic gallileon
vertex. Finally, we study a generalized Stueckelberg model and calculate the corrections to 1 - loop of the
propagators of the model in question with a coupled cubic gallileon.
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Notación

Śımbolo Significado

≡ Equivalencia de una función o cantidad.
=: Define una función o cantidad.
| Tal que.
Re Parte real de una función o variable.
Im Parte imaginaria de una función o variable.
∪ Unión (teoŕıa de conjuntos).
' Conjunción lógica.
( Disyunción lógica.
∂µ Derivada parcial.
□ Operador D´Alembertiano.
gµν Tensor métrico en un espacio general.
ηµν Tensor métrico en el espacio de Minkowski.
δµν Delta de Kroenecker.

δ4(p1 + p2 + p3 + p4) Delta de Dirac en un espacio de 4 dimensiones.
B Vector.

x̂, ŷ, ẑ Vectores unitarios en espacio euclidiano.
φ Campo escalar.
φ∗ Complejo conjugado de un campo escalar.
Aµ Cuadrivector.

i∆(p) Propagador.
L Densidad lagrangiana.∮
c

Integral de trayectoria.

Γ(n)(p1, p2, · · ·, pn) Función de n - puntos.
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plado. (a) Propagador escalar del modelo. (b) Propagador vectorial del modelo. (c) vértice
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Caṕıtulo 1

Introducción

La F́ısica es una Ciencia experimental que estudia las interacciones entre la materia y enerǵıa. Todos los
resultados obtenidos por medio de observaciones y experimentos permiten construir teoŕıas f́ısicas. Los
fenómenos f́ısicos en el Universo se deben a cuatro interacciones: nuclear fuerte, nuclear débil, electro-
magnética y gravitacional. A nuestra escala podemos describir muchos fenómenos por medio de la F́ısica
Clásica, pero tanto a escalas muy pequeñas como a grandes escalas no describe correctamente el compor-
tamiento de los sistemas. De este modo, los fenómenos de la naturaleza se pueden dividir en fenómenos a
escalas pequeñas y fenómenos a gran escala.

A escalas pequeñas (escalas microscópcias) los fenómenos de la F́ısica se describen por medio de la Teoŕıa
Cuántica de Campos. En el marco de la Teoŕıa Cuántica de Campos el Modelo Estándar de Part́ıculas
Elementales describe las interacciones nuclear fuerte, la nuclear débil y la electromagnética. El Modelo
Estándar contiene la teoŕıa Cromodinámica cuántica (interacción nuclear fuerte) y la teoŕıa Electrodébil
(interacción nuclear débil y electrodinámica cuántica). El Modelo Estándar se caracteriza por las simetŕıas
asociadas a una ley de conservación, por ejemplo: la simetŕıa ante traslación temporal está asociada a la
conservación de enerǵıa, la invariancia ante traslación espacial está asociada a la conservación de momento y
la simetŕıa ante rotación se asocia a la conservación del momento angular. También existen otras simetŕıas
como las simetŕıas de gauge. Uno de los fenómenos de mayor interés en la F́ısica de part́ıculas es la
dispersión. La teoŕıa cuántica de la dispersión emplea una expansión perturbativa del operador de evolución
temporal en la imagen de interacción. Cada término en la expansión se representa por medio de uno o varios
diagramas de Feynman, los cuales al incrementar el orden van presentando lazos. A los términos a primer
orden (1− lazo) se les denominan correcciones radiativas. Una propiedad importante del Modelo Estándar
es que al realizar correcciones radiativas las simetŕıas se mantienen, eso implica que la teoŕıa es libre de
anomaĺıas. El Modelo Estándar de Part́ıculas Elementales es extremadamente preciso y se han verificado
experimentalmente casi todas sus predicciones. Un resumen de las part́ıculas y sus propiedades lo podemos
encontrar en [1].

Del otro lado, a escalas macroscópicas la f́ısica se describe por medio de la Relatividad General. Hasta ahora,
el Modelo Estándar no describe la gravedad, pero hay muchos intentos de incluir la interacción gravitacional
en el modelo. La Relatividad General describe la gravedad en un espacio - tiempo cuadridimensional por
medio de un tensor métrico. El tensor métrico describe la geometŕıa del espacio - tiempo, es decir, la forma
de medir longitudes y ángulos. Además, el tensor métrico no posee masa, la masa está codificada en el
tensor de enerǵıa - momento. Y las ecuaciones de movimiento del sistema se conocen como ecuaciones de
campo y son ecuaciones diferenciales parciales de segundo orden con respecto a la métrica. La Relatividad
General ha superado una gran cantidad de pruebas. La primera verificación de la Relatividad General fue
la deflección de la luz, esto lo demostraron Eddington y Dyson cuando midieron la desviación de la luz
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estelar al borde del disco solar en el eclipse solar total el 29 de mayo de 1919 [2]. Otra prueba a favor
de la Relatividad General fue la precesión del perihelio de Mercurio [3]. Otros experimentos posteriores
continuaron comprobando la validez de la teoŕıa. Por ejemplo el principio de equivalencia y la dilatación
temporal fueron probadas con la sonda Gravity Probe A [4]. El experimento Puound - Rebka probó que el
corrimiento gravitacional de la luz cuando está sujeta a un campo con intensa gravedad [5]. Y otra prueba
más son las ondas gravitacionales, las cuales fueron detectadas por primera vez con el interferómetro LIGO
[6]. Además, al analizar los datos obtenidos con los detectores LIGO - Virgo no se encontró alguna evidencia
de que exista f́ısica que vaya más allá de la Relatividad General [7]. Existen muchas otras pruebas de la
Relatividad General. Además de las pruebas de la Relatividad General esta teoŕıa ha sido impresindible
para el desarrollo del GPS.

En resumen, los distintos fenómenos f́ısicos se describen por medio de la Relatividad General y el Modelo
Estándar de Part́ıculas Elementales. Ambas teoŕıas permiten obtener las ecuaciones de la Mecánica Clásica
en el ĺımite clásico. Uno de los objetivos que tiene la F́ısica es conectar ambas teoŕıas en una sola. La Teoŕıa
Cuántica de Campos describe las part́ıculas elementales y uno de los objetivos es describir las cuatro inter-
acciones asociando part́ıculas portadoras de cada una de las interacciones. La interacción electromagnética
actúa sobre la carga eléctrica y la part́ıcula mediadora es el fotón µ. Por otro lado, la fuerza nuclear fuerte
actúa sobre la carga de color y su part́ıcula mediadora es el gluón g. Mientras que la fuerza nuclear débil
actúa sobre el isoesṕın débil y las part́ıculas mediadoras de esta interacción son los bosones W+, W− y
Z0. Finalmente, tenemos la interacción gravitacional, la cual se manifiesta en la materia y enerǵıa. Todas
las part́ıculas experimentan atracción gravitatoria, pero hasta ahora no hay pruebas de que exista una
part́ıcula mediadora. Y dado que las otras interacciones fundamentales tienen una part́ıcula mediadora se
ha propuesto una part́ıcula hipotética llamada gravitón G que funja como mediadora de la interacción
gravitacional, y debe tener esṕın 2. Esto con el fin de tener un modelo que unifique las interacciones fun-
damentales. Los experimentos LIGO - VIRGO de ondas gravitacionales han establecido que la masa del
gravitón tiene una cota de mG f 1.76× 10−23eV/c2 [7].

Si bien, 107 años después de la formulación de la Relatividad General hay algunos fenómenos que no han
podido ser explicados con la Relatividad General. Algunos de estos fenómenos son las curvas de rotación
de las galaxias, la gravedad infrarroja y la expansión acelerada. Este problema ha motivado la formulación
de modelos que permitan explicar tales fenómenos. La hipótesis más aceptada para explicar las curvas de
rotación es la Materia Oscura, mientras que para explicar la expansión acelerada del Universo se propuso
Enerǵıa Oscura. Para explicar la gravedad infrarroja se han propuesto modelos alternativos a la Relatividad
General. Algunos de estos modelos descartan completamente la Relatividad General (RG), mientras que
otros simplemente son extensiones de la Relatividad General o proponen que la Relatividad General es
válida únicamente debajo de un ĺımite ultravioleta.

Uno de los modelos de gravedad modificada es el modelo de gravedad de Dvali - Gabadadze - Porrati
(DGP) [8]. En este modelo obtienen una solución autoacelerada sin necesidad de introducir enerǵıa oscura.
Este modelo presenta una inestabilidad del espectro de Boulware - Deser [9], por lo que su solución es
insostenible. Para evitar introducir espectros en el modelo, Nicolis, Rattazzi y Trincherini presentaron un
modelo de gravedad basado en el modelo DGP [10]. En este modelo el lagrangiano de autointeracciones
contiene cinco términos invariantes ante una transformación galileana de la forma

Ã → Ã′ = Ã + bµx
µ + c, (1.1)

en el sentido de una derivada total, es decir,

∫

d4x ∂µ(· · ·) = 0. (1.2)

11



Análisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramı́rez

Esto se debe al teorema de la divergencia (ver el Apéndice A). Nótese que la transformación (1.1) se asemeja
a las transformaciones de Galileo en Mecánica Clásica, de ah́ı que a estos campos se les nombró galileones.
Los galileones dan ecuaciones de movimiento que únicamente incluyen segundas derivadas y son libres de
espectro Boulware - Deser que aparece en otros modelos de gravedad modificada previos. Dado que los
galileones son libres de espectro también se han incluido en modelos de gravitones masivos [11, 12, 13] y en
modelos cosmológicos para explicar fenómenos como la expansión acelerada del universo (sin necesidad de
la enerǵıa oscura) y la inflación, aśı como en extensiones de la RG [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21]. También
se han empleado en modelos cosmológicos para determinar parámetros como la constante de Hubble H0,
las oscilaciones acústicas, la radiación de fondo cósmico de microondas, entre otras [22, 23]. También se
han propuesto en modelos de gravitación con un galileón cúbico acoplado que predicen estrellas relativistas
[22]. Actualmente, los modelos de galileones representan un campo de interés para explorar la naturaleza
de los campos escalares en cosmoloǵıa y f́ısica de altas enerǵıas.

Un aspecto por el cual se tomó un interés en los galileones fue el hecho de que preservan sus propiedades
ante renormalización [24, 25]. Varios grupos han estudiado las divergencias ultravioleta que surgen en las
correcciones a 1− lazo y obtuvieron que los contratérminos no anulan las divergencias ya que no son del
mismo orden [26, 27, 28]. El hecho de que los contratérminos no supriman las divergencias garantiza que
las interacciones de los galileones son estables ante correcciones cuánticas.

El hecho de que los galileones sean invariantes ante renormalización (a 1− lazo) y que son campos libres
del espectro Boulware - Deser los hace candidatos como modelo de gravedad modificada en el infrarrojo,
aśı como podŕıan ser de utilidad en modelos de f́ısica de part́ıculas.

Estrictamente los galileones son campos escalares, pero al investigarlos es natural estudiar la posibilidad de
construir modelos de espines superiores a 0 con las mismas propiedades de los galileones. Por lo que en [29]
presentaron una generalización de galileones de múltiples p− formas partiendo de los galileones escalares,
0− formas. Y muestran cómo se pueden generalizar las acciones escalares de los galileones a p− formas
obteniendo ecuaciones de segundo orden en sus derivadas. Posteriormente se estudió una generalización del
electromagnetismo por medio de un campo vectorial análogo a los galileones escalares. Y se mostró que no
existe un modelo equivalente a las a los galileones escalares para campos vectoriales [30] en cualquier dimen-
sión del espacio - tiempo. En [31] se consideró un lagrangiano de un campo vectorial con autointeracciones
derivadas, las cuales eran libres de espectro de Boulware - Deser y denominaron galileones vectoriales. Los
galileones vectoriales no satisfacen la transformación galileana pero propagan solo tres grados de libertad
y dan ecuaciones de movimiento de segundo orden. Al igual que para los galileones escalares, también se
han calculado las correcciones radiativas a 1− lazo del modelo generalizado de Proca y se mostró que a
diferencia de los galileones escalares no tienen un teorema de no - renormalización [32]. A partir de la teoŕıa
generalizada de Proca se han propuesto modelos de Enerǵıa Oscura [33]. También se han propuesto otras
generalizaciones de los galileones como son los galileones tensoriales [34]. Otro tipo de generalizaciones de
los galileones surgen al considerar diversas especies de galileones escalares. Por ejemplo, para dos tipos de
galileones se construyó el modelo Bi - galileón [35]. Aunque en general se han estudiado amplitudes de
modelos de múltiples tipos de galileones en general [36]. Estas generalizaciones han sido aplicadas también
a modelos cosmológicos [37, 38, 35]. Otra generalización que se ha estudiado es la compatibilidad de los
galileones con supersimetŕıa [39]. También se han estudiado los galileones como términos de Wess - Zumino
[40] y galileones complejos con simetŕıas de gauge [41].

El objetivo principal de este trabajo es estudiar las propiedades radiativas de los galileones escalares y
de los galileones vectoriales. Estudiamos diversos mecanismos de regularización y renormalización con dos
ejemplos ilustrativos. Posteriormente empleamos estas técnicas para estudiar las propiedades radiativas de
los galileones escalares y vectoriales. A continuación presentamos la organización del trabajo.

En el segundo caṕıtulo damos una breve introducción a los mecanismos de regularización y renormaliza-
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ción. Mostramos un problema bien conocido, las divergencias que aparecen en varios problemas f́ısicos.
Para lidiar con estas divergencias empleamos un mecanismo de regularización para encapsular las diver-
gencias en un solo término. Y posteriormente incluimos contratérminos que eliminen el término divergente,
a este mecanismo se le conoce como renormalización. En este mismo caṕıtulo estudiamos algunos esque-
mas de regularización y de renormalización. Comenzamos presentando dos ejemplos ilustrativos donde se
requiere regularizar el potencial electrostático. En estos comparamos el método de regularización tipo cor-
te con el método de regularización dimensional. Posteriormente estudiamos el modelo ¼ϕ4, revisamos sus
propiedades, calculamos las correcciones a 1-lazo, lo regularizamos y finalmente lo renormalizamos.

En el tercer caṕıtulo estudiamos los galileones escalares. Presentamos las propiedades de construcción de los
galileones, sus ecuaciones de movimiento y su invariancia ante la transformación dada por (1.1) Calculamos
las amplitudes de dispersión ÃÃ → ÃÃ a orden principal. Luego realizamos las correcciones radiativas a
1 - lazo. Posteriormente regularizamos el modelo para poder estudiar las propiedades de los galileones
escalares. Finalmente obtenemos los contratérminos que renormalizan el modelo y mostramos como no hay
un corrimiento en los parámetros f́ısicos masa (m) y el término de acoplamiento del galileón cuártico (g4).

En el cuarto caṕıtulo estudiamos las propiedades de los galileones vectoriales. Presentamos un modelo
generalizado de Proca acoplado con el lagrangiano de Stueckelberg y el galileón cúbico vectorial. Con este
modelo calculamos las correciones a un lazo del modelo para estudiar las propiedades radiativas de los
galileones vectoriales y contrastar con las propiedades de los galileones escalares.

Finalmente, incluimos apéndices que sirven como apoyo para entender los cálculos realizados en este trabajo
sin perder generalidad. Todas las figuras que presentamos en este trabajo son de autoŕıa propia, pero fueron
generadas con ayuda de softwares. Para dibujar los diagramas de Feynman aśı como para el diagrama de la
rotación de Wick utilizamos Tikz-Feynman [42]. Las figuras ilustrativas como el diagrama de transiciones
de fase del agua, la ĺınea infinita de carga y el plano infinito de carga empleamos tanto Tikz como el
software Paint, incluido en los programas básicos de Microsoft.
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Caṕıtulo 2

Regularización y Renormalización

En este caṕıtulo presentamos los mecanismos de regularización y renormalización que se aplicarán en
el resto del trabajo. Comenzaremos haciendo enfásis en las divergencias que aparecen en sistemas f́ısicos.
Luego introduciremos los mecanismos de regularización y de renormalización. Posteriormente presentaremos
como ejemplo la regularización y renormalización de un potencial electrostático. Finalmente estudiamos un
ejemplo en teoŕıa de campos, la regularización y renormalización del modelo ¼ϕ4.

2.1. Tipos de divergencias

En los diferentes modelos f́ısicos existen divergencias, Para ilustrar, consideremos un tipo de divergencias
que aparecen en diferentes modelos, consideremos un potencial gravitatorio y un potencial de Yukawa

Vgrav(r) =
k

r
, VYuk(r) =

k

r
e−r/r0 . (2.1)

Ambos potenciales presentan una singularidad en r = 0. En una gran cantidad de modelos, las divergencias
aparecen en el cálculo de integrales. Comencemos considerando las siguientes integrales:

∫ ∞

a

dx

x
= ln(x)

∣
∣
∣
∣

∞

a

, (2.2)

∫ ∞

a
P (x)dx = Q(x)

∣
∣
∣
∣

∞

a

, (2.3)

donde P (x) y Q(x) son polinomios y Q(x) es la antiderivada de P (x). En la integral (2.2) podemos notar
que tenemos una divergencia ya que ln(∞) = ∞, por lo que a esta divergencia se le denomina divergencia

logaŕıtmica. Mientras que en el caso de la integral (2.3) tenemos una divergencia polinomial. Esto lo
podemos resumir de la siguiente forma

∫ ∞

a
dx xn =

xn+1

n+ 1

∣
∣
∣
∣

∞

a

diverge paran g 0, (2.4)

∫ ∞

a

dx

x
= ln(x)

∣
∣
∣
∣

∞

a

diverge, (2.5)
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∫ ∞

a

dx

xm
=

x−m+1

−m+ 1

∣
∣
∣
∣

∞

a

=
a−m+1

m− 1
m > 1. (2.6)

Ahora bien, considerando integrales de varias dimensiones tenemos integrales que van como 1/xn:

∫ ∞

a

1

x2
d3x ∼ x Divergencia lineal. (2.7)

∫ ∞

a

1

x2
d2x ∼ log(x) Divergencia logaritmica. (2.8)

Por otro lado podemos encontrar integrales que son convergentes, por ejemplo

∫ ∞

a

1

x2
dx ∼ 1

x
Convergente. (2.9)

Para saber saber si una integral será convergente o divergente podemos contar las potencias arriba y
potencias abajo de una integral. Si el número de potencias arriba es menos al número de potencias abajo
la integral es convergente. Si el número de potencias es igual tenemos una divergencia logaŕıtmica y si el
número de potencias arriba es mayor al número de divergencias abajo tenemos una divergencia polinomial.
Como ejemplo consideremos la siguiente integral

∫
d4x

x4
, (2.10)

en este caso tenemos cuatro potencias arriba y cuatro potencias abajo, eso nos indica que tenemos una
divergencia logaŕıtmica.

Existen otros tipos de divergencias en los modelos de f́ısica. Un tipo muy común de divergencia surgió
en la catástrofe ultravioleta donde al incrementar las frecuencias de radiación sus longitudes de onda se
hacen cada vez más cortas. En analoǵıa con la radiación ultravioleta a los fenómenos f́ısicos donde existen
divergencias debidas a contribuciones con enerǵıa ilimitada o distancias infinitesimales se les denominan
divergencias ultravioleta. Es común que estas divergencias aparezcan en integrales de lazo. A la resolu-
ción exitosa de una divergencia de este tipo se le conoce como terminación ultravioleta. Cuando el modelo
no está bien definido perturbativamente a distancias muy cortas o a enerǵıas muy altas las divergencias no
se eliminan con la renormalización.

Del lado opuesto a la divergencia ultravioleta están las divergencias infrarojas. Las divergencias infra-
rrojas aparecen cuando las integrales divergen dadas las contribuciones de objetos con enerǵıas cercanas a
cero, o lo que equivale a fenómenos f́ısicos de largas distancias. Estas aparecen en modelos de part́ıculas
sin masa. Estas divergencias se tratan asignando una masa pequeña a las part́ıculas sin masa, se evalua la
expresión correspondiente y finalmente tomando el ĺımite.

2.2. Mecanismos de Regularización

Ahora vamos a presentar algunos mecanismos de regularización. Cuando una cantidad f́ısica presenta una
singularidad, es necesario emplear un mecanismo para modificar esta cantidad de modo que se regulariza.
Como ejemplo rápido, consideremos el potencial gravitatorio y el potencial de Yukawa, los cuales están
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en la ecuación (2.1) en la sección anterior. Ambos potenciales los podemos regularizar introduciendo un
parámetro ϵ. De este modo nuestros potenciales regularizados se leen

Vgrav,ϵ(r) =
k√

r2 + ϵ2
, VYuk,ϵ(r) =

k√
r2 + ϵ2

e−
√
r2+ϵ2/r0 . (2.11)

Y cuando r → 0, ambas expresiones quedan regularizadas para ϵ ̸= 0, y se leen

Vgrav,ϵ(0) =
k

ϵ
< +∞, VYuk,ϵ(0) =

k

ϵ
e−ϵ/r0 < +∞. (2.12)

A continuación describiremos los mecanismos de regularización con corte y de regularización dimensional,
los cuales emplearemos más adelante. Aunque es importante mencionar que existen otros mecanismos como
el método de regularización de Pauli - Villars y la regularización zeta.

2.2.1. Regularización con corte

El mecanismo de regularización con corte consiste en expresar una integral divergente, es decir

∫ ∞

0
F (x) dx = ∞, (2.13)

sabemos que

∫

F (x) dx = G(x), G(0) ̸= ∞. (2.14)

Entonces, podemos regularizar la integral (2.13) calculándola estableciendo un parámetro de corte Λ en
términos de un ĺımite Λ → ∞. Aśı, integramos y calculamos el ĺımite:

∫ ∞

0
F (x) dx = ĺım

Λ→∞

∫ Λ

0
F (x) dx =

[

ĺım
Λ→∞

G(Λ)

]

−G(0). (2.15)

Ahora, tenemos un resultado en términos de un conjunto de términos divergentes y otro conjunto de
términos finitos. El mecanismo de regularización con corte es sencillo, pero rompe la invariancia de Poincaré.

2.2.2. Regularización dimensional

En la sección 2.1 mostramos diferentes tipos de divergencias. En muchos cálculos f́ısicos es necesario que
las cantidades sean invariantes de Poincaré, por lo que en el cálculo de integrales de lazo el método de
regularización con corte no es la opción más adecuada (ya que no respeta invariancia de Poincaré). Por
esta razón presentaremos un método que preserva la invariancia de Poincaré, la regularización dimensional.
El objetivo de la regularización dimensional es hacer expĺıcita la divergencia al evaluar la integral. Este
método fue introducido por Giambiagi y Bollini [43] y de forma completamente independiente por ´t Hooft
y Veltman [44, 45] para regularizar integrales que aparecen en los cálculos de los diagramas de Feynman.

Consideremos un modelo en un espacio - tiempo en D dimensiones enteras, cuyas observables f́ısicas pre-
sentan alguna singularidad. Para resolver este problema empleamos una extensión anaĺıtica de la integral
divergente. En lugar de evaluar la integral en D dimensiones reducimos la dimensión del espacio - tiempo
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a N = D − ϵ dimensiones continuas (puede definirse también como D = N − 2ϵ y de otras formas). Dado
que se cambió la dimensión del espacio tiempo es necesario introducir un parámetro de escala µ que ajuste
la dimensión de la cantidad a evaluar. Una vez que el espacio tiempo se ha reducido podemos evaluar la
integral que ahora es finita y al final del cálculo ϵ → 0. La reducción de dimensiones del espacio - tiempo
nos permite evaluar la integral y separar el resultado en una parte finita y una parte infinita. Es importante
resaltar que la extensión anaĺıtica N = D − ϵ es solo un artefacto matemático y las N dimensiones no son
f́ısicas. Esta técnica es usada principalmente en la Teoŕıa Cuántica de Campos, pero es posible emplearla
en otros modelos f́ısicos. La regularización dimensional es de interés en la f́ısica teórica, ya que respeta uni-
tariedad, causalidad, la invariancia de Poincaré y la invariancia de gauge. Estas propiedades se ilustrarán
con los ejemplos de las secciones 2.4 y 2.5, y posteriormente nos será de utilidad en los cálculos de los
caṕıtulos 3 y 4.

2.3. Renormalización

Hasta el momento hemos dado una idea de la regularización. Una vez que el modelo se ha regularizado sigue
el proceso de renormalización, el cual sirve para eliminar las divergencias del modelo. Cuando se desarrolló
la teoŕıa electrodinámica cuántica, se dieron cuenta de que al calcular las integrales de lazo aparećıan
divergencias. También observaron que los parámetros del modelo (carga eléctrica y masa del electrón) y
los campos del modelo no correspond́ıan con las constantes f́ısicas medidas en el laboratorio. Entonces, era
necesario que los lagrangianos deb́ıan reescribirse en términos de cantidades medibles y renormalizadas.
Para esto en 1947 Hans Bethe [46] y posteriormente Julian Schwinger [47], Feynman [48], entre muchos
otros comenzaron a desarrollar técnicas para eliminar las divergencias y que el modelo corresponda con
las medidas experimentales. En 1949 Dyson sistematizó el método de renormalización [49]. La idea central
de la renormalización consiste en añadir contratérminos al lagrangiano original del modelo para remover
las divergencias. La renormalización se emplea también en Mecánica Estad́ıstica, espećıficamente el grupo
de renormalización, el cual abordaremos más adelante. También se han aplicado estos métodos en varias
ramas Matemáticas.

La forma de resolver el problema de las divergencias es por medio de la renormalización. Los contratérmi-
nos se añaden al lagrangiano del modelo para remover las divergencia, aunque no todos los modelos son
renormalizables. En términos de la renormalización, los modelos se catalogan en tres clases: modelos re-
normalizables, modelos super-renormalizables y modelos no-renormalizables. Los modelos renormalizables
poseen un número finito de diagramas superficialmente divergentes y tales divergencias ocurren en todos los
órdenes de teoŕıa de perturbaciones. Una caracteŕıstica de los modelos renormalizables es que las constan-
tes de acoplamiento son adimensionales. Por su parte, los modelos super-renormalizables también poseen
un número finito de diagramas superficialmente divergentes, pero las divergencias no ocurren a órdenes
superiores en la expansión perturbativa. En los modelos super-renormalizables sus constantes de acopla-
miento poseen dimensión de masa. Finalmente, en un modelo no renormalizable todos los diagramas son
divergentes a un orden suficientemente alto en teoŕıa de perturbaciones. En los modelos no renormalizables
las constantes de acoplamiento poseen dimensiones de masa negativas [50]. A continuación presentaremos
los mecanismos de renormalización en teoŕıa cuántica de campos de forma sistemática.

2.3.1. Mecanismos de renormalización

Como hemos mencionado, existen un conjunto de técnicas de renormalización que nos permiten tratar las
divergencias. El método principal de renormalización en Teoŕıa Cuántica de Campos es la renormalización
on-shell. Este mecanismo le da sentido f́ısico a las partes finitas, por eso también es conocido como método
de renormalización f́ısica y se utiliza cuando nos interesan las contribuciones finitas de las amplitudes a uno
o varios lazos. Existen otros esquemas de renormalización como el esquema de resta mı́nima (MS, por sus
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siglas en inglés minimal substraction) y resta mı́nima modificada (MS por sus siglas en inglés modified

minimal substraction). El mecanismo de resta mı́nima consiste en absorber solo la parte divergente de
las correcciones radiativas en los contratérminos. Este método fue desarrollado de forma independiente por
´t Hooft [51] y Weinberg [52] para absorber las divergencias que aparecen en los cálculos perturbativos a
ordenes superiores. De forma simple, busca eliminar los términos que van como

1

ϵ
. (2.16)

Por otro lado, el método de resta mı́nima modificada además de absorber la parte divergente absorbe una
constante universal. Este busca eliminar los términos de la forma

1

ϵ̃
=

1

ϵ
− µ

E
− ln(4Ã). (2.17)

2.3.2. El grupo de renormalización

En esta sección vamos a presentar el grupo de renormalización. En la f́ısica se emplean distintas escalas de
enerǵıa. El grupo de renormalización es un conjunto de técnicas en la f́ısica teórica que nos permite conocer
la dependencia de los parámetros renormalizados con respecto a la escala de enerǵıa. La idea detrás de estas
técnicas es que los sistemas f́ısicos a diferentes escalas están relacionados por leyes de escala universales.
De este modo, todos los parámetros del modelo renormalizable son dependientes de la escala.

Este método fue introducido a la f́ısica de part́ıculas por Stueckelberg y Petermann en 1953 [53] y de forma
independiente por Gell - Mann y Low en 1954 [54]. Inicialmente lo propusieron como un truco para obtener
el cambio de los parámetros del modelo con respecto a la escala. Posteriormente, Kadanoff introdujo el
grupo de renormalización en la f́ısica estad́ıstica. Propuso el grupo de renormalización esṕın - bloque en 1966
[55] y formalizó la idea detrás del grupo de renormalización. La idea detrás del concepto de bloque consiste
en lo siguiente: dado un sistema con N2 átomos, los cuales se distribuyen en un plano N ×N , en esta red
bidimensional se pueden encapsular los átomos bloques 2 × 2 y considerar cada bloque como un átomo
renormalizado. Esto permite que en lugar de hacer cálculos para N2 átomos, se realicen para N2/4; y si se
emplea un algoritmo iterativo los cálculos se simplifican. Posteriormente, la técnica se utilizó en mecánica
estad́ıstica, para estudiar los sistemas cŕıticos (transiciones de fase de segundo orden). Los sistemas cŕıticos
exhiben propiedades universales cerca de su punto cŕıtico y emplean la renormalización para calcular la
variación de las propiedades cŕıticas al observarse a diferentes escalas. El ejemplo más sencillo de transición
de fase es la transición ĺıquido - vapor del agua, ver la figura 2.1. Podemos observar las transiciones ĺıquido,
sólido y gas. El punto triple del agua está situado en Ttrip = 273.16K, Ptrip = 611.73Pa. Mientras, que
el punto cŕıtico está en Pcrit = 2209kPa y Tcrit = 649.29K. Los parámetros de las transiciones de fase
de segundo orden exhiben discontinuidades y divergencias. Para resolver estas divergencias introducen los
exponentes cŕıticos.

En la f́ısica de part́ıculas la dependencia de escala se describe mediante ecuaciones diferenciales conocidas
como ecuaciones de grupo de renormalización. Se puede obtener una ecuación diferencial para cada uno de
los parámetros del modelo. En particular, en teoŕıa cuántica de campos, el corrimiento del parámetro de
acoplamiento del modelo se describe por la función beta, ´(g), y se define de la siguiente forma

´(g) =: µ
∂g

∂µ
=

∂g

∂ ln(µ)
, (2.18)

donde µ es la escala de enerǵıa del proceso f́ısico en cuestión. Si las funciones beta de un modelo se
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Figura 2.1: Transiciones de fase.

desvanecen (´(g) = 0), entonces el modelo es invariante de escala. En electrodinámica cuántica, la función
beta a 1− lazo está dada por

´(³) =
2³2

3Ã
, (2.19)

donde ³ = e2/4Ã. La función beta indica que al incrementar la escala de enerǵıa incrementa el acoplamiento,
esto implica que a distancias muy cortas la interacción es muy fuerte. Los parámetros de acoplamiento
de una teoŕıa cuántica de campos pueden fluir incluso si la correspondiente teoŕıa clásica de campos es
invariante en escala. En resumen, el grupo de renormalización es un mecanismo que nos da la variación del
parámetro de acoplamiento con la escala o enerǵıa.

2.4. Regularización y renormalización de un potencial elec-

trostático

Usualmente los libros de texto introductorios de Electricidad y Magnetismo presentan dos problemas t́ıpicos:
el problema de una ĺınea infinita de carga y el de un plano infinito de carga, ver por ejemplo [56]. En estos
problemas es muy fácil obtener el campo eléctrico calculando simplemente las integrales correspondientes,
pero no muestran cómo calcularlo a partir del potencial eléctrico, ya que al hacer el cálculo del potencial
eléctrico obtenemos cantidades divergentes.

En esta sección mostramos como podemos calcular el potencial electrostático debido a una ĺınea de carga
infinita y a un plano infinito. Para calcular la contribución al potencial eléctrico de una carga infinitesimal
dQ tenemos la expresión

dV =
1

4Ãϵ0

dQ

r
. (2.20)
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Primero vamos a calcular y a regularizar el potencial electrostático debido a una ĺınea de carga infinita.
Consideremos una ĺınea de carga infinita (un alambre infinito como en la figura 2.2). La ĺınea de carga está
situada en el eje y posee una densidad de carga lineal constante ¼ = dQ/dy. Para realizar el cálculo del
potencial electrostático en un punto P situado a una distancia x de la ĺınea de carga, vamos a considerar
un elemento de carga dQ = ¼dy situado a una distancia r =

√

x2 + y2 del punto P .

Figura 2.2: Representación de una ĺınea de carga infinita situada a lo largo de la dirección y.

Para este caso, el potencial está dado por la integral

V (x) =
¼

4Ãϵ0

∫ ∞

−∞

dy
√

x2 + y2
= ∞. (2.21)

En [57] ilustran como es posible obtener tanto la diferencia de potencial como el campo eléctrico debido a
una ĺınea infinita de carga a partir del potencial eléctrico regularizado tanto por regularización dimensional
como por regularización con corte. Por medio de la regularización tipo corte, se integra desde −L hasta L,
aśı la integral se reescribe como

V (x) =
¼

4Ãϵ0
ĺım
L→∞

∫ L

−L

dy
√

x2 + y2

=
¼

4Ãϵ0
ĺım
L→∞

ln

(√
x2 + L2 + L√
x2 + L2 − L

)

= ∞.

(2.22)

A partir de esta expresión podemos calcular el campo eléctrico y la diferencia de potencial a partir de la
expresión anterior. Para el campo eléctrico tenemos
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E(x) = −∂V (x, L)

∂x

=
¼

2Ãϵ0x
ĺım
L→∞

L√
L2 + x2

=
¼

2Ãϵ0x
.

(2.23)

También podemos calcular directamente la diferencia de potencial

¶V = V (x1)− V (x2) = ĺım
L→∞

¼

4Ãϵ0

[

ln

(√

L2 + x21 + L
√

L2 + x21 − L

)

− ln

(√

L2 + x22 + L
√

L2 + x22 − L

)]

=
¼

4Ãϵ0
ln

(
x22
x21

)

.

(2.24)

Podemos notar que los parámetros f́ısicos (diferencia de potencial eléctrico y campo eléctricos) no dependen
del regulador L. Ahora sigue emplear el método de regularización dimensional, con n = 1 − 2ϵ. En este
método es necesario introducir un parámetro de regularización µ para que se conserven las dimensiones y
cambiamos la integral a una integral de hipervolumen de dimensión n. Aśı, la integral (2.21) se reescribe
como

V (x) =
¼

4Ãϵ0

∫ ∞

−∞

yn−1dVn
√

x2 + y2
. (2.25)

Podemos descomponer la parte integral anterior coordenadas hiperesféricas, como

dVn = dΩnr
n−1dr. (2.26)

Aśı la integración cambia como

∫ +∞

−∞
dVn =

∫

dΩn

∫ +∞

0
yn−1 dy, (2.27)

donde el ángulo sólido está dado por

Ωn =
2Ãn/2

Γ
(
n
2

) . (2.28)

Por medio de este mecanismo, la integral se reescribe como

V (x) =
¼

4Ãϵ0

∫

dΩn

∫ ∞

0

µ1−nyn−1

√

x2 + y2
dy =

¼

4Ãϵ0

Γ
(
1−n
2

)

(
x
µ

√
Ã
)1−n = ĺım

ϵ→0

¼

4Ãϵ0

µ2ϵ

x2ϵ
Γ(ϵ)

Ãϵ
. (2.29)

Con esta expresión podemos obtener tanto la diferencia de potencial como el campo eléctrico. Primero
calculamos la diferencia de potencial
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¶V (x) = [V (x1)− V (x2)] =
¼

4Ãϵ0
ln

(
x22
x21

)

, (2.30)

la cual coincide con la expresión obtenida previamente. Ahora sigue calcular la magnitud del campo eléctrico
tenemos que

E = −∂V (x, ϵ)

∂x
= ĺım

ϵ→0

¼

2Ãϵ0
ϵ
µ2ϵΓ(ϵ)

Ãϵ
1

x2ϵ+1
=

¼

2Ãϵ0

1

x
. (2.31)

Un detalle importante es que a partir del campo electrostático se puede obtener la diferencia de potencial.
El campo electrostático apunta en la dirección x̂, aśı en notación vectorial el campo eléctrico está dado por

E =
¼

2Ãϵ0

1

x
x̂. (2.32)

Y la diferencia de potencial está dada por

¶V = V (x1)− V (x2) = −
∫ x1

x2

E · ds, (2.33)

realizando la integral tenemos que

¶V = − ¼

2Ãϵ0

∫ x1

x2

1

x
dx =

¼

2Ãϵ0
ln

(
x2
x1

)

=
¼

4Ãϵ0
ln

(
x22
x21

)

. (2.34)

Tomando el ejemplo previo decidimos estudiar la regularización dimensional del potencial debido a un plano
infinito de carga y compararlo con una regularización con corte. Previamente en [58] utilizan regularización
con corte para obtener una expresión para el potencial. Consideremos un plano infinito de carga con
densidad de carga superficial constante Ã = dQ/dS, como el que mostramos en la figura 2.3. El potencial
en un punto P situado a una distancia x del plano infinito de carga está ubicado a una distancia r =
√

x2 + y2 + z2 del elemento de carga dQ = ÃdS está dado por

V (x) =
Ã

4Ãϵ0

∫ ∞

−∞

dy dz
√

x2 + y2 + z2
= ∞. (2.35)

Primero vamos a realizar la regularización tipo corte. Por simplicidad supongamos que el plano está dado
por una lámina cuadrada, vamos a regularizar tomando un cuadrado de lado L, donde L → ∞. De este
modo, el potencial está dado por

V (x) = ĺım
L→∞

{

Ã

4Ãϵ0

∫ L

−L

∫ L

−L

dydz
√

x2 + y2 + z2

}

= ∞. (2.36)

Integrando esta expresión obtenemos

V (x) = ĺım
L→∞

− Ã

2Ãϵ0




L






(x2 + L2)
(√

x2 + 2L2 − L
)

(√
x2 + 2L2 + L

)3




+ 2x cot−1

(

x
√
x2 + 2L2

L2

)



 . (2.37)
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Figura 2.3: Representación de un plano infinito de carga.

A partir de esta expresión podemos obtener la diferencia de potencial entre dos puntos x1 y x2 en el eje x
donde x1, x2 > 0. La expresión está dada por

¶V =V (x1)− V (x2),

= ĺım
L→∞

− Ã

2Ãϵ0




L






(x21 + L2)
(√

x21 + 2L2 − L
)

(√

x21 + 2L2 + L
)3




+ 2x1 cot

−1

(

x1
√

x21 + 2L2

L2

)



 ,

+ ĺım
L→∞

Ã

2Ãϵ0




L






(x22 + L2)
(√

x22 + 2L2 − L
)

(√

x22 + 2L2 + L
)3




+ 2x2 cot

−1

(

x2
√

x22 + 2L2

L2

)



 .

(2.38)

Expandiendo en serie de Laurent a orden 3 y tomando el ĺımite L→ ∞, obtenemos

¶V =
Ã

2ϵ0
(x2 − x1). (2.39)

También podemos obtener el campo eléctrico, el cual podemos calcular

E = −∂V (x, L)

∂x
, (2.40)
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de la misma forma, calculamos la derivada y expandiendo en serie de Laurent a orden 3 y tomando el ĺımite
L→ ∞ obtenemos

E =
Ã

2ϵ0
. (2.41)

Obtenemos que el campo eléctrico debido a un plano infinito de carga es constante. Este es el mismo
resultado que obtienen en los libros de texto. Ahora vamos a obtener los mismos parámetros empleando
regularización dimensional introducimos un parámetro de escala µ para ajustar a n dimensiones. Aśı, la
integral del potencial electrostático se lee

V (x) =
Ã

4Ãϵ0

∫

dΩn

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

yn−2zn−2

µ2n−2

dy dz
√

x2 + y2 + z2
= ∞, (2.42)

donde n = 2− 2ϵ y ϵ→ 0. Calculando la integral obtenemos

V (x) = ĺım
ϵ→0

Ãµ−2ϵ

Ã2ϵ0

22ϵ−2(x2)1/2−2ϵ sin(Ã − ϵ)Γ
(
1
2 − ϵ

)
Γ(1− 2ϵ)Γ

(
2ϵ− 1

2

)
Ã2−2ϵ Γ(ϵ) (1− ϵ)

Γ(2− ϵ)
(2.43)

A partir de esta expresión podemos calcular el campo eléctrico debido al plano infinito

E(x) = −∂V (x, ϵ)

∂x

= − ĺım
ϵ→0

Ã

ϵ0

[
22ϵ−2Ã−2ϵ(1− 2ϵ)x−4ϵµ−2ϵ sin(ϵ)Γ(1− 2ϵ)Γ

(
1
2 − ϵ

)
Γ(ϵ)Γ

(
2ϵ− 1

2

)]

Γ(2− ϵ)
.

(2.44)

Expandiendo en serie de potencias a orden O(ϵ) y evaluando para ϵ→ 0, obtenemos

E(x) =
Ã

2ϵ0
. (2.45)

Ahora sigue calcular la diferencia de potencial entre dos puntos con el potencial obtenido por medio de la
regularización dimensional

¶V = ĺım
ϵ→0

Ãµ−2ϵ

Ã2ϵ0

22ϵ−2 sin(Ã − ϵ)Γ
(
1
2 − ϵ

)
Γ(1− 2ϵ)Γ

(
2ϵ− 1

2

)
Ã2−2ϵ Γ(ϵ) (1− ϵ)

Γ(2− ϵ)

[
x1−4ϵ
1 − x1−4ϵ

2

]
. (2.46)

Al igual que para el campo eléctrico, podemos expandir esta expresión en series de potencias y aplicar el
ĺımite ϵ→ 0, finalmente obtenemos que

¶V = V (x1)− V (x2) =
Ã

2ϵ0
(x1 − x2). (2.47)

Es fácil notar que es mucho más sencillo realizar los cálculos del campo eléctrico y de la diferencia de
potencial empleando regularización dimensional que la regularización con corte. La expresión (2.47) puede
derivarse a partir del cálculo directo a partir del campo electrostático

E =
Ã

2ϵ0
x̂, (2.48)

24



Análisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramı́rez

A partir de la definición de diferencia de potencial

¶V = V (x1)− V (x2) = −
∮

E · ds, (2.49)

obtenemos la diferencia de potencial,

¶V = −
∫ x1

x2

Ã

2ϵ0
dx =

Ã

2ϵ0
(x2 − x1). (2.50)

Esto nos permite verificar la expresión que obtuvimos empleando regularización. El hecho de que las obser-
vables f́ısicas sean independientes de la escala auxiliar (la cual no es una escala f́ısica) es una consecuencia
de que las ecuaciones de grupo de renormalización para un observable O de interés, se desvanezcan:

µ
dO

dµ
= 0, (2.51)

La diferencia de potencial y el campo eléctrico son cantidades independientes de la escala µ. Expĺıcitamente,
las ecuaciones de grupo de renormalización se leen:

µ
dE

dµ
= 0, µ

d(¶V )

dµ
= 0. (2.52)

Como mencionamos previamente, el hecho de que un parámetro no dependa de la escala auxiliar implica
que son invariantes de escala.

2.5. Regularización y Renormalización del modelo λφ4

Ahora presentaremos un ejemplo en teoŕıa de campos. Consideremos el modelo de interacción cuártica,
también conocido como modelo ¼ϕ4. Este modelo es un tipo de autointeracción escalar, descrito por

L =
1

2

(
∂µϕ∂µϕ−m2ϕ2

)
− ¼

4!
ϕ4. (2.53)

Este lagrangiano tiene una simetŕıa global Z2: ϕ→ −ϕ. Es importante mencionar que para que el modelo
esté acotado, la constante ¼ debe ser positiva. Este modelo ha sido un ejemplo t́ıpico en muchos libros de
texto, por ejemplo [50, 59, 60, 61, 62, 63, 64] para ilustrar el mecanismo de regularización dimensional. Este
modelo se puede extender a varios campos escalares de forma muy sencilla, si consideramos un modelo de
interacción cuártica con dos campos φ1 y φ2, ambos con masas iguales. El lagrangiano de este modelo es

L(φ1, φ2) =
1

2

[
∂µφ1∂

µφ1 −m2φ2
1

]
+

1

2

[
∂µφ2∂

µφ2 −m2φ2
2

]
− ¼

4
(φ2

1 + φ2
2). (2.54)

El modelo SO(2) de campos escalares reales φ1 y φ2 es equivalente al modelo de campo escalar complejo.
Es fácil notar que si introducimos un campo complejo, en conjunto con su complejo conjugado

ϕ =
1√
2
(φ1 + iφ2) , (2.55)
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ϕ∗ =
1√
2
(φ1 − iφ2) , (2.56)

podemos reescribir el lagrangiano (2.54) como

L = ∂µϕ∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ− ¼(ϕ∗ϕ)2. (2.57)

El modelo SO(2) de dos campos escalares se puede generalizar a N campos escalares reales. En este caso
tenemos un modelo con simetŕıa global SO(N) dado por el lagrangiano

L(φ1, φ2, · · ·, φN ) =
N∑

a=1

{
1

2

[
∂µφa∂µφa −m2φ2

a

]
− ¼

2
(φa)

2

}

. (2.58)

El modelo de interacción cuártica se ha empleado en varias ramas de la f́ısica. Por ejemplo, los modelos
de Ising en mecánica estad́ıstica se han relacionado con el modelo ¼ϕ4 [65, 66]. También se ha empleado
en modelos cosmológicos, por ejemplo en [67] acoplan una interacción cuártica al sistema Einstein-Klein-
Gordon real y estudian la estabilidad de oscilaciones con simetŕıa esférica.

2.5.1. Regularización del modelo λφ4

Los diagramas de Feynman sirven para describir procesos f́ısicos y cada a nivel de árbol (nivel principal) se
tienen los diagramas de Feynman, con los cuales se calculan las reglas de Feynman. A órdenes superiores
en teoŕıa de perturbación, los diagramas se vuelven topológicamente más complicados y comienzan a incluir
lazos (por esa razón se conocen como diagramas de lazos). Por consiguiente a orden 1 tenemos diagramas
de 1 - lazo, a orden 2 diagramas de 2 - lazos y aśı sucesivamente. Al calcular los diagramas de lazos es
usual que surjan divergencias, por esa razón será necesario regularizar y renormalizar el modelo.

Para ilustrar lo anterior vamos a tomar el ejemplo del modelo ¼ϕ4. A partir del lagrangiano (2.53) se
pueden calcular las reglas de Feynman empleando el método mostrado en el Apéndice C. Las reglas de
Feynman se muestran en la figura 2.4. A partir de las reglas de Feynman podemos calcular las amplitudes
perturbativas en el modelo.

=
i

p2 −m2 + iϵ

(a) Propagador.

p1

p2

p3

p4

= −iλ

(b) Vértice.

Figura 2.4: Reglas de Feynman del modelo λφ4.

Para calcular las correcciones, es decir, los términos perturbativos a órdenes superiores se consideran diagra-
mas topológicos conocidos como diagramas irreducibles de una part́ıcula. Por simplicidad los llamaremos
diagramas 1PI, por sus siglas en inglés one-particle-irreducible. Los diagramas 1PI son aquellos que no
se pueden desconectar cortando ninguna ĺınea interna. Por lo que definiremos las funciones 1PI como las
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contribuciones provenientes de diagramas 1PI y las denotaremos por Γ(n)(p1, · · ·, pn). Para el modelo ¼ϕ4

tenemos los diagramas 1PI dados por la figura (2.5). El diagrama Saturno no se considerará en los cálculos
ya que es 2 - lazos, por lo tanto a 1 - lazo solamente tendremos en cuenta como correcciones el (a) y el (c).

(a) (b) (c)

Figura 2.5: Diagramas de 1PI del modelo λφ4. El inciso (a) se denomina renacuajo (tadpole) y
representa la corrección al propagador a 1 - lazo. El inciso (b) es el diagrama Saturno, es un
diagrama que es la corrección al propagador a 2 - lazos. El inciso (c) representa las correcciones al
vértice a un lazo, son tres diagramas, conocidos como gaviotas (seagulls).

La elección de diagramas 1PI es porque cualquier diagrama 1PI se puede descomponer en diagramas 1PI
sin más integración de lazos, además de que si podemos lidiar con las divergencias de los diagramas de
1PI también podremos manejar los diagramas reducibles. De este modo la función de Green de dos puntos
(propagador),

∫

d4x e−ip·x ï0|T (ϕ0(x)ϕ0(0))|0ð , (2.59)

puede descomponerse en una suma de diagramas de 1PI, como se muestra en la figura 2.6. Las suma de
las contribuciones de los diagramas 1PI del propagador está dada por el término

∑
(p2).

i∆(p) = + · · ·+ +

Figura 2.6: El propagador como una suma de autoenerǵıas de 1PI.

La suma de las autoenerǵıas de 1PI da:

i∆(p) =
i

p2 −m2 + iϵ
+

i

p2 −m2 + iϵ

(

−i
∑

(p2)
) i

p2 −m2 + iϵ

+
i

p2 −m2 + iϵ

(

−i
∑

(p2)
) i

p2 −m2 + iϵ

(

−i
∑

(p2)
) i

p2 −m2 + iϵ
+ · · ·

(2.60)

i∆(p) =
i

p2 −m2 + iϵ
[

1 +
(

−i
∑

(p2)
) i

p2 −m2 + iϵ
+
(

−i
∑

(p2)
) i

p2 −m2 + iϵ

(

−i
∑

(p2)
) i

p2 −m2 + iϵ
+ · · ·

] (2.61)

Notamos que (2.61) tiene la misma forma que la serie geométrica.
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La serie geométrica está dada por

n∑

k=0

rk = 1 + r + r2 + · · ·+ rn =
1− rn+1

1− r
, (2.62)

donde

r ≡
(

−i
∑

(p2)
) i

p2 −m2 + iϵ
.

Aśı, la expresión completa para el propagador está dada por:

i∆(p) =
i

p2 −m2 + iϵ







1

1 + i
∑

(p2)
i

p2 −m2 + iϵ






, (2.63)

la cual se puede simplificar

i∆(p) =
i

p2 −m2 + iϵ+ (p2 −m2 + iϵ)i
∑

(p2)
i

p2 −m2 + iϵ

=
i

p2 −m2 + iϵ−∑(p2)
.

Finalmente, las contribuciones al propagador a 1− lazo incluyendo los diagramas 1PI dan:

i∆(p) =
i

p2 −m2 −∑(p2) + iϵ
. (2.64)

La corrección a un lazo al propagador se conoce como autoenerǵıa (cuando se trata de una part́ıcula masiva,
aunque cuando la part́ıcula no es masiva el diagrama a 1 - lazo se conoce como polarización del vaćıo), y
se muestra en la figura 2.7. Este diagrama está compuesto por un vértice y un propagador.

−i
∑

(p2) ≃
→
p

→
p

Figura 2.7: Corrección a un lazo a la función de dos puntos.

El diagrama tiene un factor de simetŕıa 1/2. Aśı la integral de 1 - lazo está dada por

−i
∑

(p2) =
1

2

∫
d4p

(2Ã)4
(−i¼) i

p2 −m2 + iϵ
= − i¼

2

∫
d4p

(2Ã)4
i

p2 −m2 + iϵ
. (2.65)

Para poder realizar esta integral, emplearemos la rotación de Wick. Realizamos un giro en el contorno de
integración originalmente sobre el eje q0 real, rotándolo 90◦ en el sentido opuesto a las agujas del reloj. La
rotación de wick se basa en el teorema de Cauchy. El teorema de Cauchy nos asegura que al realizar un
giro los contornos no cruzan ninguno de los polos definidos por la prescripción iϵ de Feynman.

Del teorema de Cauchy tenemos ∮

c
f(q0)dq0 = 0, (2.66)
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con el cambio de variable q0 = iq4 (donde q4 es real). Eso implica que

∫ +i∞

−i∞
dq0 f(q0) =

∫ ∞

−∞
dq0 f(q0) = i

∫ ∞

−∞
dq4 f(iq4). (2.67)

Re(q0)

Im(q0)

•

•

Figura 2.8: Rotación de Wick.

Para integrar, vamos a omitir el regulador iϵ, además el momento p está dado por

p = (p0,−p1,−p2,−p3, ) p0 = ip0,E , p
k
= p

k,E
, p2 = p2

0
− p2

k
= −p2

0,E
− p2

k,E
, (2.68)

y los diferenciales se reescriben como

d4p = dp0 dp1 dp2 dp3 = id4p
E
. (2.69)

Eso implica que

−i
∑

(p2) =
i¼

2

1

(2Ã)4

∫

dp0,E

∫

dp
k,E

1

−p2
0,E

− p2
k,E

−m2
=

−i¼
32Ã4

∫

d4p
E

1

p2
E
+m2

. (2.70)

Para integrar emplearemos coordenadas hiperesféricas,

−i
∑

(p2) = − i¼

2(2Ã)4

∫

dΩ4

∫ ∞

0
dp

E

p3
E

p2
E
+m2

, (2.71)

realizando los siguientes cambios de variables

u = p2
E
, du = 2p

E
dp

E
, u(0) = 0, u(∞) = ∞,
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tenemos que

−i
∑

(p2) = − i¼

2(2Ã)4
(2Ã2)

∫ ∞

0

u

2

du

u+m2
,

−i
∑

(p2) = − i¼

32Ã4

∫ ∞

0

[
u+m2

u+m2
− m2

u+m2

]

du,

Finalmente, obtenemos

−i
∑

(p2) =
−i¼
32Ã2

∫ ∞

0

(

1− m2

u+m2

)

du. (2.72)

Esta integral es claramente divergente. En general las integrales de lazo no son convergentes.

p2

p1 p3

p4

iM(p1, p2, p3, p4) = =

p1

p2 p4

p3

−iλ

+ +

p2

p1 p3

p4

−iM
(1)
s

p2

p1 p3

p4

−iM
(1)
t

+

p2

p1 p3

p4

−iM
(1)
u

+

O(λ3)

+ · · ·

Figura 2.9: Amplitud de dispersión φ(p1)φ(p2) −→ φ(p3)φ(p4) del modelo λφ4. A nivel de árbol el
único diagrama es la función de cuatro puntos, mientras que a primer orden tenemos los diagramas
de 1-lazo y posteriormente las contribuciones a órdenes superiores.

Por otro lado, podemos obtener la amplitud de dispersión ϕ(p1)ϕ(p2) −→ ϕ(p3)ϕ(p4), la cual a nivel
de árbol está dada por el vértice −i¼, a orden de 1 - lazo está dada por las correcciones de un vértice,
mostramos estas correcciones en la figura 2.9. Las amplitudes comúnmente se denotan por −iM, pero dado
que nuestras correcciones son correcciones al vértice, las denotaremos con −iΓ. Es importante mencionar
que en este caso las amplitudes son las correcciones del vértice, y los diagramas son únicamente diagramas
de 1PI. A 1 - lazo, las correcciones están compuestas de dos propagadores y dos vértices. Aśı las integrales
están dadas por

−iΓ1s =
1

2

∫
d4p

(2Ã)4
(−i¼) i

[(p1 + p2)− p]2 −m2 + iϵ

i

p2 −m2 + iϵ
(−i¼),

−iΓ1t =
1

2

∫
d4p

(2Ã)4
(−i¼) i

[(p1 − p3)− p]2 −m2 + iϵ

i

p2 −m2 + iϵ
(−i¼),

−iΓ1u =
1

2

∫
d4p

(2Ã)4
(−i¼) i

[(p1 − p4)− p]2 −m2 + iϵ

i

p2 −m2 + iϵ
(−i¼),

(2.73)

donde la notación Γ1s , Γ1t y Γ1u está en términos de las variables de Mandelstam
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s = (p1 + p2)
2, t = (p1 − p3)

2, u = (p1 − p4)
2. (2.74)

Además, las integrales (2.73) poseen un factor de simetŕıa 1/2, ya que son dos campos iguales. Las contri-
buciones a 1 - lazo están dadas por

−iΓ1(s+t+u)
= −iΓ1s − iΓ1t − iΓ1u . (2.75)

Ahora, dado que los momentos externos (p1+p2, p1−p3, p1−p4), no contribuyen al cálculo de las integrales,
podemos sustituirlos simplemente por l, aśı tenemos que

−iΓ1(s+t+u)
=

3¼2

2

∫
d4p

(2Ã)4
1

[(p− l)2 −m2 + iϵ][p2 −m2 + iϵ]
, (2.76)

donde l representa a los momentos externos correspondientes (p1+ p2, p1− p3, p1− p4). Para poder realizar
la integral empleamos la parametrización de Feynman (ver apéndice D)

1

a1a2
=

∫ 1

0

dx

[(a1 − a2)x+ a2]
2 , (2.77)

donde

a1 = (p− l)2 −m2 + iϵ = (l − p)2 −m2 + iϵ, a2 = p2 −m2 + iϵ, a1 − a2 = l2 − 2p · l. (2.78)

Aśı, las correcciones al vértice se leen

−iΓ1(s+t+u)
=

3¼2

32Ã4

∫

d4p

∫ 1

0

dx

[(l2 − 2p · l)x+ p2 −m2 + iϵ]2
, (2.79)

el denominador puede reescribirse sumando y restando términos

(l2 − 2p · l)x+ p2 −m2 + iϵ = l2x− 2(p · l)x+ l2x2 − l2x2 + p2 −m2 + iϵ

= (p− lx)2 + x(1− x)l2 −m2 + iϵ.

De este modo las correcciones al vértice se reescriben como

−iΓ1(s+t+u)
=

3¼2

32Ã4

∫

d4p

∫ 1

0

dx

[(p− lx)2 + x(1− x)l2 −m2 + iϵ]2
, (2.80)

empleando el cambio de variable

p′ = p− lx, dp′ = dp,

la integral se lee como
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−iΓ1(s+t+u)
=

3¼2

32Ã4

∫

d4p

∫ 1

0
dx

dp′

[p′ 2 + x(1− x)l2 −m2 + iϵ]2
. (2.81)

Podemos utilizar

a2 = m2 − x(1− x)l2,

aśı la integral se reescribe como

−iΓ1(s+t+u)
=

3¼2

32Ã4

∫ 1

0
dx

∫
d4p

[p′ 2 − a2 + iϵ]2
, (2.82)

utilizando el truco de la rotación de Wick como hicimos con el propagador

p′ 2 = −p2
E
, d4p′ = id4p

E
,

la integral se reescribe como

−iΓ1(s+t+u)
=

3i¼2

32Ã4

∫ 1

0
dx

∫
d4p

[
−p2

E
− a2 + iϵ

]2 , (2.83)

para fines de los cálculos omitimos el regulador iϵ, aśı

−iΓ1(s+t+u)
=

3i¼2

32Ã4

∫ 1

0
dx

∫
d4p

[
p2
E
+ a2

]2 ,

=
3i¼2

32Ã2

∫ 1

0
dx

∫

dΩ4

∫ ∞

0

p3
E
dp

E
[
p2
E
+ a2

]2 ,

nuevamente utilizamos un cambio de variable

u = p2
E
, du = 2p

E
dp

E
,

−iΓ1(s+t+u)
=

3i¼2

32Ã4

∫ 1

0
dx (2Ã2)

1

2

∫ ∞

0

u du

[u+ a2]2
,

=
3i¼2

32Ã2

∫ 1

0
dx

∫ ∞

0

u+ a2 − a2

[u+ a2]2
du,

aśı las correcciones a 1− lazo al vértice se leen

−iΓ1(s+t+u)
=

3i¼2

32Ã2

∫ 1

0
dx

[∫ ∞

0

du

u+ a2
− a2

∫ ∞

0

du

[u+ a2]2

]

. (2.84)
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Las integrales (2.65 y (2.84) son divergentes, eso implica que nosotros debemos darle un significado f́ısico
a las amplitudes. Por esta razón mostraremos a continuación como regularizarlas y posteriormente renor-
malizarlas.

Regularización con corte

Primero vamos a regularizar el propagador por medio de una regularización con corte. Vamos a cortar la
integración hasta un valor Λ y luego tomar el ĺımite Λ → ∞ al final del cálculo.

−i
∑

(p2) = ĺım
Λ→∞

−i¼
32Ã2

[
∫ Λ2

0
du− m2

∫ Λ2

0

du

u+m2

]

, (2.85)

integrando y haciendo algo de álgebra tenemos

−i
∑

(p2) = ĺım
Λ→∞

−i¼
32Ã2

[
Λ2 −m2 ln

(
Λ2 +m2

)
+m2 ln

(
m2
)]
. (2.86)

Eso nos lleva a

−i
∑

(p2) = ĺım
Λ→∞

−i¼
32Ã2

[

Λ2 −m2 ln

(
Λ2 +m2

m2

)]

= ĺım
Λ→∞

−i¼
32Ã2

[

Λ2 −m2 ln

(

1 +
Λ2

m2

)]

. (2.87)

Este resultado debe rotarse de nuevo al espacio de Minkowski, pero dado que en este resultado no hay un
vector de momento en el resultado final (los parámetros ¼, Λ y m son escalares), en este caso el resultado
es el mismo en el espacio de Minkowski. En este caso, queda claro que tenemos divergencias ultravioleta, ya
que tenemos grandes valores de momento. El diagrama de autoenerǵıa a un lazo contiene un término que
diverge de forma cuadrática y otro término que diverge logaritmicamente. Podemos notar que la naturaleza
de la divergencia depende de la dimensión del espacio - tiempo.

Ahora vamos a regularizar las correcciones al vértice, por medio de regularización con corte tendremos que

−iΓ1(s+t+u)
=

3i¼2

32Ã2
ĺım
Λ→∞

∫ 1

0
dx

[
∫ Λ2

0

du

u+ a2
− a2

∫ Λ2

0

du

[u+ a2]2

]

,

=
3i¼2

32Ã2
ĺım
Λ→∞

{∫ 1

0
dx

[

ln
(
Λ2 + a2

)
− ln

(
a2
)
+

a2

Λ2 + a2
− 1

]}

,

(2.88)

expĺıcitamente la integral se reescribe como

−iΓ1(s+t+u)
=

3i¼2

32Ã2
ĺım
Λ→∞

[∫ 1

0
dx ln

(
Λ2 +m2 − x(1− x)l2

m2 − x(1− x)l2

)

+

∫ 1

0
dx

Λ2

Λ2 +m2 − x(1− x)l2

]

. (2.89)

Por simplicidad podemos suponer que los momentos externos son nulos p1 = p2 = p3 = p4 = 0, lo que
implica que l2 = 0 y aśı podemos ver que la divergencia (en color rojo) se encuentra encapsulada en

−iΓ1(s+t+u)
=

3i¼2

32Ã2
ĺım
Λ→∞

[

ln

(
Λ2

m2
+ 1

)

+ 1− m2

Λ2 +m2

]

. (2.90)
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Regularización dimensional

Ahora vamos a utilizar el método de regularización dimensional. Para poder regularizar el modelo, consi-
deramos un sistema en unidades naturales (ℏ = 1) para poder determinar el orden de los parámetros

[ϕ] = [m] = 1, [m] = 1, [¼] = 0 [∂µϕ] = [m]2 = 2.

El lagrangiano debe tener unidades [m]4, esto lo podemos realizar rápidamente realizando el conteo

L =
1

2
∂µϕ
︸︷︷︸

+2

∂µϕ
︸︷︷︸

+2

− m2

2
︸︷︷︸

1+1

ϕ2
︸︷︷︸

1+1

− ¼

4!
ϕ4.
︸︷︷︸

1+1+1+1

(2.91)

Si hacemos los mismo en n dimensiones, introduciendo

n = 4− 2ϵ, (2.92)

aśı por concordancia en unidades, tenemos

[ϕ] =
n− 2

2
, [m] = 1, [¼] = 4− n, [∂µϕ] = n− 2. (2.93)

Para este modelo en n dimensiones introducimos una escala arbitraria µ, aśı

L =
1

2
∂µϕ∂

µϕ− m2

2
ϕ2 − ¼µ4−n

4!
ϕ4. (2.94)

Aśı, la expresión

−i
∑

(p2) =
¼

2

∫
dDl

(2Ã)D
1

l2 −m2 + iϵ
µ4−D, (2.95)

donde D = 4 − 2ϵ, D − 1 dimensiones espaciales y 1 dimensión temporal, el momento sobre el cual se
integra está dado por

lµ = (l0, l1, l2, · · ·, ld−1), (2.96)

−i
∑

(p2) =
¼

2

µ4−D

(2Ã)D

∫

dDl
1

l2 −m2 + iϵ
=
¼

2
µ4−D (2Ã)4−D

(2Ã)4

∫

dDl
1

l2 −m2 + iϵ
. (2.97)

Dada la forma de esta integral, podemos manipular algebraicamente esta expresión para escribirla en
términos de la integral escalar de Passarino - Veltman A0:

−i
∑

(p2) =
i¼

8(2Ã)4
(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫

dDl
1

l2 −m2 + iϵ
. (2.98)

Aśı,
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−i
∑

(p2) =
i¼

32Ã2
A0(m

2), (2.99)

−i
∑

(p2) =
i¼µ−2ϵ

32Ã2

[
m2

ϵ
+m2 − µ

E
m2 −m2 ln

(
m2

4Ãµ2

)

+O(ϵ)

]

, (2.100)

−i
∑

(p2) =
im2¼

32Ã2ϵ
− im2¼

32Ã2

[

−1 + µE + ln

(
m2

4Ãµ2

)]

+O(ϵ). (2.101)

Se encapsula la divergencia en el primer término del lado derecho. Notamos que para m2 = 0, diagrama
se regulariza a cero, como se esperaba al emplear regularización dimensional. Una vez que obtenemos las
amplitudes de un lazo, pasamos a escribir las integrales en la base de Passarino - Veltman y aplicamos y
separamos la parte finita de la parte divergente

−iΓ1(s,t,u) =
i

i

¼2

2

(2Ã)4

(2Ã)4
µ4−D

(2Ã)D

∫

d4l
1

[(p− l)2 −m2][l2 −m2]
, (2.102)

−iΓ1(s,t,u) =
i¼2

32Ã2
(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫

d4l
1

[(p− l)2 −m2][l2 −m2]
, (2.103)

−iΓ1(s,t,u) =
i¼2

32Ã2
B0(q

2,m2,m2), (2.104)

−iΓ1(s+t+u)
= −iΓ1(s) − iΓ1(t) − iΓ1(u) =

3i¼2

32Ã2
B0(q

2,m2,m2) =
3¼2

2(2Ã)4
I4(q

2). (2.105)

Dado que ϵ→ 0 µϵ → 1 y podemos despreciar los términos de ordenes iguales y superiores a O(ϵ). Aśı,

−iΓ1(s+t+u)
=

3i¼2

32Ã2

[
1

ϵ
− µ

E
− ln(4Ã) +

∫ 1

0
dx

(
x(x− 1)p2 +m2

µ2

)]

. (2.106)

Las amplitudes están regularizadas para cualquier valor finito de ϵ, para cualquier dimensión diferente a
cuatro. Sin embargo, para cuatro dimensiones, el ĺımite ϵ→ 0. Las amplitudes divergen.

−iΓ1(s+t+u)
=

3i¼2

32Ã2ϵ
− 3i¼2

32Ã2

[

µ
E
+ ln(4Ã)−

∫ 1

0
dx

(
x(x− 1)p2 +m2

µ2

)]

. (2.107)

Como podemos observar en (2.107) tenemos un término en el cual la divergencia se manifiesta expĺıcita-
mente.
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−i
∑

(p2) = = + + · · ·

(a) Propagador.

p2

p1 p3

p4

=

p1

p2 p4

p3

+ +

p2

p1 p3

p4
p2

p1 p3

p4

+ +

p2

p1 p3

p4

p1

p2

p3

p4

+ · · ·

(b) Vértice.

Figura 2.10: Correcciones con sus contratérminos

2.5.2. Renormalización del modelo λφ4

Una vez regularizado el sistema, podemos separar la parte finita de la parte divergente. Ahora, vamos a
renormalizar el sistema, para ello introduciremos contratérminos que van a absorber los términos divergen-
tes.

En este caso, el lagrangiano del modelo ¼ϕ4 lo escribiremos con parámetros que contengan sub́ındices 0.

L =
1

2
∂µϕ0∂µϕ0 −

1

2
m2

0ϕ
2
0 −

1

4!
¼40ϕ

4
0 (2.108)

Los campos renormalizados es decir, campos con medidas f́ısicas, los denotaremos como ϕr. De la misma
forma, los demás parámetros renormalizados se denotarán con un sub́ındice r y los parámetros desnudos

con el sub́ındice 0. Los campos desnudos se relacionan con los campos renormalizados de la siguiente forma:

ϕ0 = Z
1/2
ϕ ϕr. (2.109)

Escribiendo el lagrangiano en términos de los campos renormalizados, es decir, sustituyendo (2.109) en el
lagrangiano (2.108) obtenemos

L =
1

2
Zϕ∂

µϕr∂µϕr −
1

2
m2

0Zϕϕ
2
r −

1

4!
¼0Z

2
ϕϕ

4
r , (2.110)

el lagrangiano se puede reescribir sumando y restando términos

L =
1

2
Zϕ∂

µϕr∂µϕr −
1

2
m2

0Zϕϕ
2
r −

1

4!
¼0Z

2
ϕϕ

4
r +

1

2
∂µϕr∂µϕr −

1

2
∂µϕr∂µϕr −

1

2
m2

rϕ
2
r +

1

2
m2

rϕ
2
r

−1

2
Zϕm

2
rϕ

2
r +

1

2
Zϕm

2
rϕ

2
r −

1

4!
¼rϕ

4
r +

1

4!
¼rϕ

4
r ,

reagrupamos términos,

L =

(
1

2
∂µϕr∂µϕr −

1

2
m2

rϕ
2
r −

1

4!
¼rϕ

4
r

)

+
1

2
(Zϕ − 1) ∂µϕr∂µϕr

−1

2

(
m2

0Zϕ −m2
r −m2

rZϕ +m2
rZϕ

)
ϕ2r −

1

4!

(
¼0Z

2
ϕ − ¼r

)
ϕ4r ,
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L =

(
1

2
∂µϕr∂µϕr −

1

2
m2

rϕ
2
r −

1

4!
¼rϕ

4
r

)

+
1

2
(Zϕ − 1)

(
∂µϕr∂µϕr −m2

rϕ
2
r

)

−1

2

(
m2

0Zϕ −m2
rZϕ

)
ϕ2r −

1

4!

(
¼0Z

2
ϕ − ¼r

)
ϕ4r .

(2.111)

Definimos

¶ϕ ≡ Zϕ − 1, (2.112)

¶¼ = Z¼ − 1, (2.113)

¶m = Zm − Zϕ, (2.114)

donde ¶ϕ, ¶¼ y ¶m sirven para remover la parte divergente. Los parámetros Z¼ y Zm se relacionan con el
parámetro Zϕ a través de:

Z¼ ≡ ¼0
¼r
Zϕ, (2.115)

Zm ≡ m2
0

m2
r

Zϕ, (2.116)

aśı los parámetros de masa y constante de acoplamiento desnudos (denotados con un sub́ındice 0) se
relacionan con los parámetros renormalizados (denotados con un sub́ındice r). Finalmente, el lagrangiano
del modelo ¼ϕ4 se reescribe como

L =
1

2
∂µϕr∂µϕr −

1

2
m2

rϕ
2
r −

1

4!
¼rϕ

4
r + ¶ϕ

(
1

2
∂µϕr∂µϕr −

1

2
m2

rϕ
2
r

)

− 1

2
¶mm

2
rϕ

2
r −

1

4!
¶¼¼rϕ

4
r . (2.117)

Ahora, reescribimos nuestro lagrangiano en un lagrangiano renormalizado (del cual hemos calculado
las reglas de Feynman) y un lagrangiano de contratérminos (los cuales permiten anular los términos
divergentes obtenidos con la regularización), aśı

L = LR + LC , (2.118)

donde denotamos con LR al lagrangiano original, el cual está dado por

LR =
1

2
∂µϕr∂µϕr −

1

2
m2

rϕ
2
r −

1

4!
¼rϕ

4
r . (2.119)

Y denotamos con LC al lagrangiano de contratérminos, y está dado por

LC = ¶ϕ

(
1

2
∂µϕr∂µϕr −

1

2
m2

rϕ
2
r

)

− 1

2
¶mm

2
rϕ

2
r −

1

4!
¶¼¼rϕ

4
r . (2.120)
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Los contratérminos se analizan como si fueran interacciones. En (2.120), podemos ver en color morado
al contratérmino del propagador y en color azul al contratérmino del vértice. Despreciamos las derivadas
totales del lagrangiano, aśı dado que ∂µϕr∂µϕr = ∂µ(ϕr∂µϕr) − ϕr□ϕr = −ϕr□ϕr, el lagrangiano de
contratérminos se reescribe como

LC = −¶ϕ
(
1

2
ϕr□ϕr +

1

2
m2

rϕ
2
r

)

− 1

2
¶mm

2
rϕ

2
r −

1

4!
¶¼¼rϕ

4
r . (2.121)

Los contratérminos del propagador van a incluir un factor multiplicativo 2, dado que tenemos dos campos
idénticos. Además, en el espacio de momentos ∂µ → −ipµ. Aśı, los contratérminos de interacción están
dados por

2i¶ϕ

[

−(−ipµ)(−ipµ)
2

− m2
r

2

]

− 2i¶m
m2

r

2
= i¶ϕ(p

2 −m2
r)− i¶mm

2
r . (2.122)

A partir de este momento, la masa renormalizada (mr) la vamos a denotar solamente con (m).

= iδφ(p
2
−m2)− iδmm2

Figura 2.11: Contratérmino del propagador del modelo λφ4.

Aśı las contribuciones al propagador a orden de un lazo se escriben como

i
∑

(p2) = i
∑

R

(p2) + i¶ϕ(p
2 −m2)− i¶mm

2 + · · ·

=
im2¼

32Ã2

(
1

ϵ
+ 1− µ

E
− ln(Ã)− ln

(
m2

µ2

)

+O(ϵ)

)

+ i¶ϕ(p
2 −m2)− i¶mm

2 + · · ·
(2.123)

Como hemos mencionado previamente, existen varios métodos de renormalización. En este ejemplo vamos
a ilustrar algunos, primero vamos a emplear el esquema de renormalización on - shell,

i∆(p) =
i

p2 −m2 −∑(p2) + iϵ
(2.124)

tenemos dos condiciones:

∑

(p2 = m2) = 0,

∂
∑

(p2)

∂p2

∣
∣
∣
∣
p2=m2

= 0.
(2.125)

De la primera condición tenemos

i
∑

(p2 = m2) =
im2¼

32Ã2

[
1

ϵ
+ 1− µ

E
− log

(
Ãm2

µ2

)

+O(ϵ)

]

− i¶mm
2 = 0, (2.126)
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eso implica que

¶m =
m2¼

32Ã2

[
1

ϵ
+ 1− µE − log(Ã)− log

(
m2

µ2

)]

. (2.127)

Y de la segunda condición

∂

∂p2

(∑

(p2)
)
∣
∣
∣
∣
p2=m2

=
∂

∂p2

{
m2¼

32Ã2ϵ
− m2¼

32Ã2

[

−1 + µ
E
+ ln

(
Ãm2

µ2

)

+O(ϵ)

]} ∣
∣
∣
∣
p2=m2

+
∂

∂p2
[
¶ϕ(p

2 −m2)− ¶mm
2
]
∣
∣
∣
∣
p2=m2

= 0,

obtenemos

¶ϕ = 0. (2.128)

= −iδλλr

Figura 2.12: Contratérmino del vértice del modelo λφ4.

Ahora sigue el contratérmino del vértice (¶¼), el cual está dado en la figura 2.12. Para obtener el parámetro
de renormalización del vértice, ¶¼ tenemos la condición

−iΓ1s − iΓ1t − iΓ1u − i¶¼¼ = 0, con pi = 0, donde i = 1, 2, 3 (2.129)

Evaluando s, t y u, obtenemos:

s

∣
∣
∣
∣
pi=0

= (p1 + p2)
2 = (p01 + p02,0)

2 = (2m)2 = 4m2,

t

∣
∣
∣
∣
pi=0

= (p1 − p3)
2 = (p01 − p03,0)

2 = (0,0)2 = 0,

u

∣
∣
∣
∣
pi=0

= (p1 − p4)
2 = (p01 − p04,0)

2 = (0,0)2 = 0.

(2.130)

Aśı,

Γ1
s=4M2 + Γ1t=0 + Γ1u=0 + ¶¼¼ = 0. (2.131)

Eso implica que

¶¼ = −
Γ1

s=4M2 + 2Γ10

¼
, (2.132)
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donde

Γ1 0 = − ¼2

32Ã2
B0(p

2 = 0,m2,m2), (2.133)

2Γ1 s=4m2 = − ¼2

32Ã2
B0(p

2 = 4m2,m2,m2), (2.134)

y sustituyendo en (2.132) obtenemos que

¶¼ =
¼

32Ã2
[
B0(p

2 = 4m2,m2,m2) + 2B0(p
2 = 0,m2,m2)

]
. (2.135)

Empleando los resultados del apéndice D y con algo de álgebra obtenemos

¶¼ =
¼

32Ã2

[

3

(
1

ϵ
− µ

E
− ln(4Ã)

)

+ 3 ln

(
m2

µ2

)

+

∫ 1

0
dx (ln (1− 4x(1− x)))

]

. (2.136)

Y hemos obtenido los contratérminos del modelo ¼ϕ4 en el esquema de renormalización on - shell. Ahora
vamos a obtener los contratérminos en el esquema de resta mı́nima (MS). En este esquema nos interesa
remover los términos ∼ 1/ϵ en cada uno de los parámetros. En este esquema tenemos

¶MS
ϕ = 0, ¶MS

m =
¼

32Ã2ϵ
, ¶MS

¼ =
3¼

32Ã2
1

ϵ
. (2.137)

Por su parte, en el esquema de resta mı́nima modificada tenemos

¶MS
ϕ = 0, ¶MS

m =
¼

32Ã2ϵ̃
, ¶MS

¼ =
3¼

32Ã2
1

ϵ̃
. (2.138)

Como podemos notar, en estos esquemas (MS y MS) las partes divergentes definen los contratérminos que
se restan al lagrangiano efectivo para tener un lagrangiano finito y se incluyen en el lagrangiano efectivo.
Es importante mencionar que los contratérminos eliminan las divergencias a orden de 1 - lazo, pero todav́ıa
debeŕıamos esperar que los términos de orden superior diverjan. Por lo tanto, podemos concluir que el
modelo se ha renormalizado a orden de 1 - lazo.

Ya hemos renormalizado el modelo empleando los métodos de renormalización: on - shell, MS y MS , ahora
vamos a encontrar las ecuaciones de grupo de renormalización. A partir del cálculo de los coeficientes ¶m,
¶ϕ y ¶¼ en MS podemos obtener fácilmente las ecuaciones de grupo de renormalización, conocidas como
funciones ´(¼) y µ(m). Es posible realizar el mismo cálculo en otros métodos de renormalización, pero es
más sencillo en el esquema de MS. Entonces, de la ecuación (2.137)

¶MS
ϕ = 0, ¶MS

m =
¼

32Ã2
1

ϵ
, ¶MS

¼ =
3¼

32Ã2
1

ϵ
, (2.139)

y del hecho de que

ϕ0 = Z
1/2
ϕ ϕ, ¶MS

ϕ = Zϕ − 1 = 0, (2.140)

obtenemos

40



Análisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramı́rez

Zϕ = 1. (2.141)

Continuamos con Zm,

¶m = Zm − Zϕ = Zm − 1 =
m2

0

m2
r

Zϕ − Zϕ =
m2

0

m2
r

− 1, (2.142)

y con
¶¼ = Z¼ − 1.

De la regularización dimensional tenemos que

¼0 = Z¼µ
2ϵ¼. (2.143)

Aplicamos logaŕıtmo a toda la expresión anterior

ln(¼0) = ln(Z¼) + 2ϵ ln(µ) + ln(¼),

y dado que
¼0 ̸= ¼0(µ), (2.144)

tenemos que
d ln(¼0)

d ln(µ)
= 0 =

∂ ln(Z¼)

∂ ln(µ)
+ 2ϵ+

∂ ln(¼)

∂ ln(µ)
, (2.145)

∂ ln(¼)

∂ ln(µ)
= −2ϵ− ∂ ln(Z¼)

∂ ln(µ)
, (2.146)

∂ ln(¼)

∂ ln(µ)
= −2ϵ− ∂

∂ ln(µ)
(Z¼) = −2ϵ− ∂

∂ ln(µ)
(1 + ¶¼) .

Luego, utilizando el hecho de que
∂ ln(¼)

∂ ln(µ)
=

1

¼

∂¼

∂ ln(µ)
, (2.147)

obtenemos que
∂¼

∂ ln(µ)
= −2ϵ− ∂

∂ ln(µ)

[
3¼

32Ã2
1

ϵ

]

,

y con un poco de álgebra obtenemos

∂¼

∂ ln(µ)
=

−2ϵ
(
1
¼ + 3

32Ã2ϵ

) . (2.148)

Realizando una expansión en serie de potencias con respecto a ¼ tenemos

∂¼

∂ ln(µ)
≈ −2ϵ¼+

3¼2

16Ã2
+O(¼2), (2.149)
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y tomando el ĺımite ϵ → 0 y considerando únicamente los términos orden O(¼2) tenemos la función beta,
la cual se define como

´(¼) =:
∂¼

∂ lnµ
= µ

∂¼

∂µ
=

3¼2

16Ã2
(2.150)

Podemos integrar ´(¼) y obtener la dependencia de ¼ con respecto a µ, aśı obtenemos

¼ =
−16Ã2

3 (D + ln(µ))
, dondeD es una constante. (2.151)

En la figura 2.13 podemos ver la gráfica de ¼ en función de la escala de enerǵıa µ.

Figura 2.13: Corrimiento del parámetro λ con respecto a la escala de enerǵıa µ en el modelo λφ4.

Ahora, continuando con

Zm =
m2

0

m2
=⇒ m0 = Z1/2

m m, (2.152)

aplicando logaŕıtmos naturales a (2.152)

ln(m0) =
1

2
ln(Zm) + ln(m), (2.153)

donde

ln(m0) = constante, (2.154)

eso implica

∂ ln(m0)

∂ ln(µ)
= 0 =

1

2

∂ ln(Zm)

∂ ln(µ)
+
∂ ln(m)

∂ ln(µ)
,

=
1

2

∂ ln(¶m)

∂ ln(µ)
+
∂ ln(m)

∂ ln(µ)
,

(2.155)

∂ ln(m)

∂ ln(µ)
= −1

2

∂

∂ ln(µ)

(
¼

32Ã2
1

ϵ

)

, (2.156)
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∂ ln(m)

∂ ln(µ)
= −1

2

1

32Ã2
1

ϵ

∂¼

∂ ln(µ)
, (2.157)

∂ ln(m)

∂ ln(µ)
= −1

2

1

32Ã2
1

ϵ

[
−2ϵ¼+O(¼2)

]
, (2.158)

a orden ¼ tenemos

∂ ln(m)

∂ ln(µ)
=

¼

32Ã2
. (2.159)

Eso implica que la ecuación de grupo de renormalización para la masa, la función µ(m) está dada por

µ(m) =:
∂ ln(m)

∂ lnµ
=

µ

m

∂m

∂µ
=

¼

32Ã2
, (2.160)

integrando la función µ(m) obtenemos la relación entre m y µ.

m = Cµ−1/[6 ln(µ)+E], donde C yE son constantes. (2.161)

Figura 2.14: Corrimiento del parámetro m con respecto a la escala de enerǵıa µ en el modelo λφ4.

Las figuras 2.13 y 2.14 muestran el corrimiento de los parámetros f́ısicos m, ¼ con respecto a la escala de
enerǵıa. Dadas las ecuaciones de grupo de renormalización obtuvimos los contratérminos que renormalizan
el modelo ¼ϕ4. Y podemos decir que es un modelo renormalizable. Este último resultado nos será de utilidad
para contrastar con las amplitudes a nivel de lazo de los galileones escalares en el próximo caṕıtulo.

2.6. Discusión y conclusiones

En este caṕıtulo expusimos los mecanismos de regularización y renormalización. Dimos una breve des-
cripción de las técnicas, aśı como sus oŕıgenes y motivación. Posteriormente mostramos las ventajas de
la regularización dimensional sobre la regularización con corte con el ejemplo del plano infinito de carga.
Finalmente, presentamos la regularización y renormalización del modelo ¼ϕ4, y mostramos las ecuaciones
de grupo de renormalización. Concluimos que el modelo ¼ϕ4 es un modelo renormalizable y sus constantes
de acoplamiento dependen de la escala de enerǵıa.
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Caṕıtulo 3

Galileones escalares

En este caṕıtulo estudiamos realizamos una revisión de las propiedades de los galileones escalares. Como
mencionamos previamente, los galileones son campos escalares que son invariantes ante la transformación
galileana

Ã → Ã + bµx
µ + c. (3.1)

Los galileones tienen de origen en el modelo de gravedad de Dvali - Gabadadze - Porrati (DGP) [8] como
alternativa a la Relatividad General para explicar la gravedad infrarroja. Fueron introducidos por Nico-
lis, Rattazzi y Trincherini como cinco autointeracciones derivadas como un modelo de gravedad libre de
espectros de [9]. El hecho de que los galileones sean libres de espectro los hace buenos candidatos como
modelo de gravedad. Posteriormente, comenzaron a emplear los galileones en modelos de extensiones de
Relatividad General y en modelos cosmológicos [14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23].

En el ámbito de la f́ısica de part́ıculas los galileones son un campo de interés ya que son invariantes ante
renormalización a un lazo [24, 25]. Esto se da, ya que las divergencias y los contratérminos no son del
mismo orden, lo que implica que los contratérminos no anulan las divergencias [26, 27, 28].

El objetivo principal del caṕıtulo es analizar la estructura de renormalización de los galileones escalares a
orden de 1− lazo. La organización del caṕıtulo es la siguiente: Primero presentamos su construcción y la
invariancia de los galileones escalares ante la simetŕıa galileana. Posteriormente calculamos las amplitudes
de dispersión de los galileones a nivel de árbol y luego las amplitudes de dispersión de los galileones a nivel
de lazo. A nivel de árbol aparecen divergencias UV, las cuales aislamos de los términos finitos por medio de
la regularización dimensional. Finalmente, renormalizamos el modelo y obtenemos las ecuaciones de grupo
de renormalización.

3.1. Construcción de los lagrangianos

En esta sección presentamos la construcción de los galileones. El lagrangiano completo del modelo de
galileones está dados por

L = Ã +
1

2
(∂Ã)2 +

D+1∑

n=3

gn(∂Ã)
2(∂∂Ã)n−2. (3.2)
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Podemos notar que si D = 1 tenemos dos galileones, el término potencial lineal x y el término de enerǵıa
cinética galileana (∂µÃ)

2/2m. En un espacio-tiempo con D = 4 existen 5 lagrangianos, eso implica que
tendŕıamos un lagrangiano completo de la siguiente forma:

LÃ =

D+1∑

n=1

cnLn. (3.3)

El lagrangiano, para n = 1 tenemos el renacuajo (tadpole en inglés)

L1 = Ã. (3.4)

Para n g 1 los lagrangianos se construyen de la siguiente forma [24, 10]:

L(n+1) =
1

(n− 1)!
¸µ1¿1µ2¿2···µn¿n (∂µ1Ã∂¿1Ã∂µ2∂¿2Ã · · · ∂µn∂¿nÃ) . (3.5)

Con estos lagrangianos obtendremos ecuaciones de movimiento que incluyan segundas derivadas actuando
sobre cada Ã. La ecuación (3.5) se puede escribir expĺıcitamente

L(n+1) =
∑

p

(−1)p¸µ1p(¿1) ¸µ2p(¿2) · · · ¸µnp(¿n) (∂µ1Ã∂¿1Ã∂µ2∂¿2Ã · · · ∂µn∂¿nÃ) . (3.6)

De este modo se obtienen los cinco lagrangianos. Aśı, empleando la convención de [26] los cinco lagrangianos
se leen:

L1 = Ã,

L2 =
1

2
∂µÃ∂µÃ,

L3 = ∂µÃ∂
µÃ□Ã,

L4 =
1

2
∂µÃ∂

µÃ(□Ã)2 − ∂µÃ∂
µ∂¿Ã∂¿Ã□Ã − 1

2
∂µ∂¿Ã∂

µ∂¿Ã∂ÄÃ∂
ÄÃ + ∂µÃ∂

µ∂¿Ã∂¿∂ÄÃ∂
ÄÃ,

L5 =
1

6
∂µÃ∂

µÃ(□Ã)3 − 1

2
∂µÃ∂

µ∂¿Ã∂¿Ã(□Ã)
2 + ∂µÃ∂

µ∂¿Ã∂¿∂ÄÃ∂
ÄÃ□Ã

+
1

3
∂µ∂

¿Ã∂¿∂
ÄÃ∂Ä∂

µÃ∂¼Ã∂
¼Ã +

1

2
∂µ∂¿Ã∂

µ∂¿Ã∂ÄÃ∂
Ä∂¼Ã∂¼Ã − ∂µÃ∂

µ∂¿Ã∂¿∂ÄÃ∂
Ä∂¼Ã∂¼Ã.

(3.7)

3.2. Invariancia de los galileones escalares

Como hemos mencionado, los galileones son campos escalares que poseen invariancia ante la transformación

Ã −→ Ã′ = Ã + bµx
µ + c. (3.8)

Ahora mostraremos que cumplen con esta propiedad. Para probar esto conviene trabajar directamente
con las ecuaciones de movimiento, donde no hay ambigüedades de integración por partes y solo aparecen
segundas derivadas. Las ecuaciones de movimiento se obtienen por medio de las ecuaciones de Euler -
Lagrange para campos escalares:
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∂µ
(
∂Li

∂µÃ

)

− ∂Li

∂Ã
= 0. (3.9)

Para el lagrangiano L1 obtenemos que

∂L′
1

∂Ã
=
∂L1

∂Ã
= 1, (3.10)

y también,

∂L′
1

∂µÃ
=
∂L1

∂µÃ
= 0. (3.11)

Queda claro que L′
1 = L1, pero este lagrangiano no genera una ecuación de movimiento (dado que 1 ̸=

0), por esta razón se conoce como tadpole. A continuación vamos a reescribir los lagrangianos de forma
equivalente, de modo que las ecuaciones de movimiento puedan obtenerse de la siguiente forma:

ϵi =
¶Li

¶Ã
. (3.12)

Para n = 2, 3, 4, 5 tenemos que ϵi = ∂Li/∂
µÃ = 0. Usaremos la notación común:

(∂µ∂¿Ã)
n ≡ [Πn], (3.13)

∂µ∂µÃ ≡ □Ã, (3.14)

(∂µ∂¿Ã)
2 ≡ ∂µ∂¿Ã∂

µ∂¿Ã, (3.15)

(∂µ∂¿Ã)
3 ≡ ∂µ∂¿Ã ∂Ä∂

¿Ã ∂µ∂ÄÃ, (3.16)

(∂µ∂¿Ã)
4 ≡ ∂µ∂¿Ã∂

¿∂ÄÃ∂
Ä∂ÃÃ∂Ã∂

µÃ, (3.17)

[(∂µ∂¿Ã)
2]2 ≡ (∂µ∂¿Ã)(∂

µ∂¿Ã)(∂Ä∂ÃÃ)(∂
Ä∂ÃÃ). (3.18)

Primero reescribimos el lagrangiano L2 de la siguiente forma

L2 =
1

2
∂µÃ∂

µÃ =
1

2�
�
�

�
��:

0
∂µ(Ã∂

µÃ) − 1

2
Ã∂µ∂

µÃ = −1

2
Ã□Ã, (3.19)

donde empleamos el hecho de que las derivadas totales se anulan al calcular la acción y por esta razón no
contribuyen. Obtenemos la ecuación de movimiento

∂L2

∂Ã
= −1

2
□Ã, (3.20)

aśı
□Ã = 0. (3.21)

Luego continuamos con el lagrangiano L3. Con un poco de álgebra y utilizando el hecho de que los términos
con derivadas totales no contribuyen, el lagrangiano puede reescribirse como
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L3 = ∂µÃ∂
µÃ□Ã = −2

3
Ã[(□Ã)2 − (∂µ∂¿Ã)2]. (3.22)

Con el lagrangiano escrito de este modo obtenemos la ecuación de movimiento

∂L3

∂Ã
= −2

3
[(□Ã)2 − (∂µ∂¿Ã)2], (3.23)

y aśı

[(□Ã)2 − (∂µ∂¿Ã)2] = 0. (3.24)

Para el lagrangiano L4 podemos aplicar el mismo procedimiento que para L3 y el lagrangiano se reescribe
como

L4 = −1

2
Ã
[
(□Ã)3 + 3(∂µ∂¿Ã)

2
□Ã − ∂Ä∂µÃ∂

µ∂¿Ã∂Ä∂¿Ã
]
. (3.25)

De este modo podemos obtener la ecuación de movimiento

∂L4

∂Ã
= −1

2

[
(□Ã)3 + 3(∂µ∂¿Ã)

2
□Ã − ∂Ä∂µÃ∂

µ∂¿Ã∂Ä∂¿Ã
]
, (3.26)

y aśı la ecuación de movimiento se reescribe como

[
(□Ã)3 + 3(∂µ∂¿Ã)

2
□Ã − ∂Ä∂µÃ∂

µ∂¿Ã∂Ä∂¿Ã
]
= 0. (3.27)

Finalmente, el lagrangiano L5 lo podemos reescribir como

L5 = −1

6
Ã
[
(□Ã)4 − 6(□Ã)2(∂µ∂¿Ã)

2 − 3[(∂µ∂¿Ã)
2]2 + 8(∂µ∂¿Ã)

3 − 6(∂µ∂¿Ã)
4
]
. (3.28)

Y aśı obtenemos la ecuación de movimiento

∂L5

∂Ã
= −1

6

[
(□Ã)4 − 6(□Ã)2(∂µ∂¿Ã)

2 − 3[(∂µ∂¿Ã)
2]2 + 8(∂µ∂¿Ã)

3 − 6(∂µ∂¿Ã)
4
]
. (3.29)

Y por lo tanto, la ecuación de movimiento del lagrangiano qúıntico es:

(□Ã)4 − 6(□Ã)2(∂µ∂¿Ã)
2 − 3[(∂µ∂¿Ã)

2]2 + 8□Ã(∂µ∂¿Ã)
3 − 6(∂µ∂¿Ã)

4 = 0. (3.30)

Podemos notar que en las cuatro ecuaciones de movimiento aparecen solo segundas derivadas. Las norma-
lizaciones generales ([26]) se han elegido para tener normalizaciones simples en las EOM, los invarientes de
Galileo de orden superior son triviales en 4 dimensiones, siendo solo derivadas totales. En los cálculos se
emplea la métrica de Minkowski con signatura ¸µ¿ = diag(1,−1,−1,−1). Resumiendo, las ecuaciones de
movimiento del modelo de galileones escalares son
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ϵ1 = 1, (3.31)

ϵ2 = □Ã = 0, (3.32)

ϵ3 = (□Ã)2 − (∂µ∂¿Ã)
2 = 0, (3.33)

ϵ4 = (□Ã)3 − 3(∂µ∂¿Ã)
2
□Ã + 2(∂µ∂¿Ã)

3 = 0, (3.34)

ϵ5 = (□Ã)4 − 6(□Ã)2 (∂µ∂¿Ã)
2 − 3[(∂µ∂¿Ã)

2]2 + 8(∂µ∂¿Ã)
3
□Ã − 6(∂µ∂¿Ã)

4 = 0. (3.35)

Ahora, es fácil notar que ante la transformación galileana (3.1) los cinco lagrangianos son invariantes. Para
probarlo empleamos el hecho de que ∂µ∂¿(Ã + bµx

µ + C) = ∂µ∂¿Ã. Para el lagrangiano L2 tenemos

∂L′
2

∂Ã
= −1

2
□(Ã + bµx

µ + C) = −1

2
□Ã =

∂L2

∂Ã
. (3.36)

De la misma forma, para L3, L4 y L5 tenemos

∂L′
3

∂Ã
= −2

3

[
(□(Ã + bµx

µ + C))2 − (∂µ∂¿(Ã + bµx
µ + C))2

]
= −2

3

[
(□Ã)2 − (∂µ∂¿Ã)

2
]
=
∂L3

∂Ã
, (3.37)

∂L′
4

∂Ã
= −1

2

[
(□(Ã + bµx

µ + C))3 − 3(∂µ∂¿(Ã + bµx
µ + C))2□Ã + (∂µ∂¿(Ã + bµx

µ + C))3
]

= −1

2

[
(□Ã)3 − 3(∂µ∂¿Ã)

2
□Ã + (∂µ∂¿Ã)

3
]
=
∂L4

∂Ã
,

(3.38)

∂L′
5

∂Ã
= −1

6
[(□(Ã + bµx

µ + C))4 − 6(∂µ∂¿(Ã + bµx
µ + C))2 (□(Ã + bµx

µ + C))2

+3
[
(∂µ∂¿(Ã + bµx

µ + C))2
]2

+ 8(∂µ∂¿(Ã + bµx
µ + C))3□(Ã + bµx

µ + C)

−6(∂µ∂¿(Ã + bµx
µ + C))4]

= −1

6
[(□Ã)4 − 6(∂µ∂¿Ã)

2 (□Ã)2 + 3
[
(∂µ∂¿Ã)

2
]2

+ 8(∂µ∂¿Ã)
3
□Ã − 6(∂µ∂¿Ã)

4] =
∂L5

∂Ã

(3.39)

Ya hemos probado que los cinco lagrangianos cumplen la simetŕıa galileana (3.1) y hemos mostrado que
las ecuaciones de movimiento incluyen únicamente ecuaciones de segundas derivadas. Ahora calcularemos
las amplitudes de dispersión de los galileones.

3.3. Amplitudes de dispersión de los galileones

Como mencionamos previamente, los galileones no cambian sus propiedades ante renormalización, algo
inusual, lo que es de interés en teoŕıa cuántica de campos. Por ello en esta sección vamos a estudiar las
amplitudes de dispersión Ã Ã −→ Ã Ã. Las amplitudes de dispersión para galileones masivos a nivel de árbol
fueron calculadas en [68]. Encontraron que aunque el término masivo rompe la simetŕıa galileana, pero
se preservan el teorema de no renormalización y el resto de caracteŕısticas esenciales de los galileones. El
rompimiento de simetŕıa es un rompimiento suave, ya que si hacemos m→ 0 recuperamos la simetŕıa de los
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galileones. Además mostraron que las amplitudes crecen como O(E6) (al igual que en el caso no masivo).
A bajas enerǵıas, es decir, cuando (s+ t+ u)3 < Λ6 se mantiene la unitareidad de la probabilidad.

En [26] estudiaron las divergencias a 1− lazo del modelo de galileones escalares empleando el método
de fondo de campo y obtuvieron divergencias a órdenes de momentos muy altos. También en [27] estu-
diaron estructura de renormalización de los galileones escalares. Mostraron las contribuciones ultravioleta
divergentes a un lazo para las funciones a 1− lazo al propagador y a las funciones de 3, 4 y 5 puntos.

3.3.1. Amplitudes de dispersión a nivel de árbol

Nosotros consideramos un lagrangiano de galileones masivos, es decir

Lm,Ã = LÃ − 1

2
m2Ã2, (3.40)

donde en nuestra notación

LÃ =
5∑

i=1

Li. (3.41)

Nosotros establecemos la siguiente convención para los cinco lagrangianos:

L1 = g1Λ
3Ã,

L2 = − g2Ã□Ã,

L3 =
g3
3!Λ3

Ã
[
(□Ã)2 − (∂µ∂¿Ã)

2
]
,

L4 = − g4
4!Λ6

Ã
[
(□Ã)3 − 3(∂µ∂¿Ã)

2
□Ã + 2(∂µ∂¿Ã)

3
]
,

L5 =
g5
5!Λ9

Ã
[

(□Ã)4 − 6(□Ã)2(∂µ∂¿Ã)
2 − 3

[
(∂µ∂¿Ã)

2
]2

+ 8(∂µ∂¿Ã)
3
□Ã − 6(∂µ∂¿Ã)

4
]

.

(3.42)

Donde empleando unidades naturales c = 1, ℏ = 1, el lagrangiano debe tener unidades [L] = [m]4. Para
que cada uno de los lagrangianos del modelo tengan la dimensión correcta introducimos un parámetro Λ
que posee unidades de masa [Λ] = [m], también tenemos que g2 = 1/2 (normalización canónica). Otro
aspecto importante a mencionar es que la masa −m2Ã2/2 rompe la invariancia de los galileones, pero es un
rompimiento suave de simetŕıa. Además, al finalizar los cálculos veremos que si aplicamos el ĺımite m→ 0
recuperamos los resultados que se obtienen en el modelo no masivo.

Vamos a calcular la dispersión ÃÃ → ÃÃ. En esta sección comenzaremos con las amplitudes a nivel de árbol.
Primero obtenemos las reglas de Feynman, las cuales calculamos directamente desde los lagrangianos. El
diagrama de Feynman está dado en la Figura 3.1 y los vértices se muestran en la Figura 3.2.

=
i

p2
−m2

Figura 3.1: Propagador del modelo de galileones escalares masivos.

Podemos notar que los cambios en las integrales a calcular se deben al cambio en el propagador, ya que las
interacciones son las mismas que el modelo de galileones escalares no masivos.

49



Análisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramı́rez

iΓ
(3)
0 = iΓ

(4)
0 =

p1

p2

p3

p1

p2

p3

p4

iΓ
(5)
0 =

p1

p2

p3

p4

p5

Figura 3.2: Vértices del modelo de galileones escalares masivos.

El cálculo de las reglas de Feynman lo mostramos expĺıcitamente en el Apéndice C. Aqúı mostramos
únicamente los resultados. Comenzamos con el propagador de los galileones escalares, el cual está dado por

i∆(p) =
i

p2 −m2
. (3.43)

El vértice cúbico está dado por:

V (3) = iM(0)
3 = iΓ3

0(p1, p2, p3) =
ig3
3Λ3

[
p21p

2
2 − (p1 · p2)2 + p21p

2
3 − (p1 · p3)2 + p22p

2
3 − (p2 · p3)2

]
. (3.44)

El vértice cuártico está dado por

V (4) = iM(0)
4 = iΓ4

0(p1, p2, p3, p4) =
ig4
4Λ6

[p21p
2
2p

2
3 + p21p

2
2p

2
4 + p21p

2
3p

2
4 + p22p

2
3p

2
4

− p21(p2 · p3)2 − p21(p2 · p4)2 − p21(p3 · p4)2 − p22(p1 · p3)2

− p22(p1 · p4)2 − p22(p3 · p4)2 − p23(p1 · p2)2 − p23(p1 · p4)2

− p23(p2 · p4)2 − 3p24(p1 · p2)2 − p24(p1 · p3)2 − p24(p2 · p3)2

+ 2(p1 · p2)(p1 · p3)(p2 · p3) + 2(p1 · p2)(p2 · p4)(p1 · p4)
+ 2(p1 · p3)(p3 · p4)(p1 · p4) + 2(p2 · p3)(p3 · p4)(p3 · p4)],

(3.45)

de forma compacta podemos escribir el vértice como

iM(0)
4 =

ig4
4Λ6

[p21p
2
2p

2
3 − p21(p2 · p3)2 + 2(p1 · p2)(p1 · p3)(p2 · p3) + comb(1, 2, 3, 4)]. (3.46)

Finalmente, el vértice qúıntico de forma compacta está dado por:

V (5) = iM(0)
5 = iΓ

(5)
0 =

g5
5!Λ5

[p21p
2
2p

2
3p

2
4 − 6(p1 · p2)2p23p24 + 8(p1 · p2)(p2 · p3)(p1 · p3)p24

+3(p1 · p2)2(p3 · p4)2 − 6(p1 · p2)(p2 · p3)(p3 · p4)(p1 · p4) + perm(1, 2, 3, 4, 5)].
(3.47)

Utilizando las reglas de Feynman podemos obtener las amplitudes de dispersión ÃÃ −→ ÃÃ, las cuales se

muestran en la figura 3.3. La notación que empleamos es iM(0)
k , donde k = s, t, u, 4.

Las cuatro amplitudes de dispersión a nivel de árbol están denotadas por iM(0)
s , iM(0)

t , iM(0)
u y iM(0)

4 .
Los diagramas relativos a Ms, Mt y Mt a nivel de árbol se calculan empleando dos vértices de cúbicos

50



Análisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramı́rez

ππ −→ ππ

p1

p2

p3

p4

+

p1 + p2

p1

p2

p3

p4

p1 − p3 + p1 − p4

p1

p2

p3

p4

+

p1

p2

p3

p4

iM
(0)
s

iM
(0)
t

iM
(0)
u iM

(0)
4

Figura 3.3: Amplitudes a nivel de árbol

y un propagador, mientras que el diagrama M4 simplemente es el vértice cuártico. A continuación las
calculamos. Comenzamos con el canal s

iM(0)
s =

i g23
Λ3

[(p1)
2(p2)

2 − (p1 · p2)2]
[

i

(p1 + p2)2 −m2

]
i g3
Λ3

[(−p3)2(−p4)2 − ((−p3) · (−p4))2], (3.48)

con un poco de álgebra tenemos que

M(0)
s =

g23
Λ6

[p21p
2
2 − (p1 · p2)2][p23p24 − (p3 · p4)2]

m2 − (p1 + p2)2
. (3.49)

Continuamos con el canal t

iM(0)
t =

ig23
Λ3

[p21(−p3)2 − (p1 · (−p2))2]
[

i

(p1 − p3)2 −m2

]
ig3
Λ3

[(−p1)2(p2)2 − ((−p2) · p4)2], (3.50)

haciendo el álgebra obtenemos

M(0)
t =

g23
Λ6

[p21p
2
3 − (p1 · p3)2][p22p24 − (p2 · p4)2]

m2 − (p1 − p3)2
. (3.51)

Finalmente, calculamos el canal u

iM(0)
u =

ig23
Λ3

[p21(−p4)2 − (p1 · (−p4))2]
[

i

(p1 − p4)2 −m2

]
ig3
Λ3

[(−p2)2(p3)2 − ((−p2) · p3)2], (3.52)

simplificamos la expresión, de modo que obtenemos

M(0)
u =

g23
Λ6

[p21p
2
4 − (p1 · p4)2][p22p23 − (p2 · p3)2]

m2 − (p1 − p3)2
. (3.53)
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Utilizando las variables de Mandelstam

s = (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2 (3.54)

t = (p1 − p3)
2 = (p2 − p4)

2 (3.55)

u = (p1 − p4)
2 = (p2 − p3)

2. (3.56)

Podemos escribir las amplitudes en términos de las variables de Mandelstam y el hecho de que tenemos
una dispersión de dos campos idénticos a dos campos idénticos (ÃÃ → ÃÃ). Es decir,

mi = m −→ p2i = m2
i = m2

p1 · p2 = p3 · p4
p1 · p3 = p2 · p4
p1 · p4 = p2 · p3.

(3.57)

Aśı, las contribuciones de la amplitud de dispersión de los canales s, t y u están dados por:

iM(0)
s =

ig3
16Λ6

s2(s− 4m2)2

m2 − s
, (3.58)

iM(0)
t =

ig3
16Λ6

t2(t− 4m2)2

m2 − t
, (3.59)

iM(0)
u =

ig3
16Λ6

u2(u− 4m2)2

m2 − u
. (3.60)

Para la amplitud cuártica podemos simplificar la expresión (3.45), empleando la relación (3.57), aśı la
amplitud cuártica a nivel de árbol se lee como

iM(0)
4 =

ig4
4Λ6

{4m6 − 4m2[(p1 · p2)2 + (p1 · p3)2 + (p1 · p4)2] + 8(p1 · p2)(p1 · p3)(p1 · p4)}.

De las variables de Mandelstam (3.56) tenemos que

p1 · p2 = p3 · p4 =
s

2
−m2,

p1 · p3 = p2 · p4 = m2 − t

2
,

p1 · p4 = p2 · p3 = m2 − u

2
.

Y aśı en términos de las variables de Mandelstam el vértice cuártico se lee

iM(0)
4 =

ig4
Λ6

{

m6 − m2

4

[
(s− 2m2)2 + (t− 2m2)2 + (u− 2m2)2

]
+

1

4
(s− 2m2)(t− 2m2)(u− 2m2)

}

,
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iM(0)
4 =

ig4
Λ6

{

m6 − m2
[
(s2 + t2 + u2 + 12m4 − 4m2(s+ t+ u)

]

4
+

(st− 2m2t− 2m2s+ 4m4)(u− 2m2)

4

}

,

usando el resultado del apéndice B

s+ t+ u = 4m2,

y desarrollando el álgebra tenemos

iM(0)
4 =

ig4
Λ6

{

m6 − m2

4

[
s2 + t2 + u2 − 4m4

]
+

1

4
[stu− 2m2(st+ su+ tu) + 4m4(s+ t+ u)]

}

,

iM(0)
4 =

ig4
Λ6

{

2m6 − m2

4
(s2 + t2 + u2)− 2m2

4
(st+ su+ tu) + 4m6 − 2m6

}

+
ig4
M6

stu

4
,

iM(0)
4 =

ig4
Λ6

{

4m6 − m2

4
(s2 + t2 + u2 + 2st+ 2su+ 2tu)

}

+
ig4
Λ6

stu

4
=
ig4
Λ6

{

4m6 − m2

4
(s+ t+ u)2

}

+
ig4
M6

,

iM(0)
4 =

ig4
Λ6

{

4m6 − m2

4
(4m2)2

}

+
ig4
Λ6

stu

4
=
ig4
M6

stu

4
.

Finalmente, tenemos que la amplitud de dispersión cuártica a nivel de árbol está dada por

iM(0)
4 =

ig4
Λ6

s t u

4
. (3.61)

A nivel de árbol la amplitud de dispersión está dada por

iM(0) = iM(0)
s + iM(0)

t + iM(0)
u + iM(0)

4 . (3.62)

En el ĺımite m→ 0, tenemos que

iM(0)
s =

ig3s
3

16Λ6
, iM(0)

t =
ig3t

3

16Λ6
, iM(0)

u =
ig3u

3

16Λ6
, iM(0)

4 =
ig4
Λ6

s t u

4
. (3.63)

Podemos notar que iM(0)
4 es invariante ante m → 0, ya que es únicamente la interacción a nivel de árbol

y no se involucra ningún propagador. Nuestros resultados reproducen el cálculo que hacen en [69], donde
analizan las amplitudes de dispersión a nivel de árbol. Como podemos observar, la ecuación (3.62) depende
de enerǵıas del orden O(E6). El hecho de que las amplitudes de dispersión dependan de la enerǵıa rompe
la unitariedad a altas enerǵıas.
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3.3.2. Correcciones radiativas a 1 - lazo

Ya que hemos calculado las amplitudes de dispersión a nivel de árbol, vamos a calcular las correcciones
a 1− lazo. En [26] estudiaron las divergencias de los galileones escalares no masivos, encontraron que los
contratérminos no correspondeŕıan con las divergencias de las correcciones radiativas. En [27] calcularon
las divergencias de los galileones escalares no masivos a 1− lazo para las funciones de 1 − punto, lo que
prueba la existencia de un teorema de no - renormalización. A continuación nosotros realizaremos el cálculo
de las correcciones a 1− lazo al propagador y los vértices de los galileones escalares masivos dados por la
ecuación (3.40). Primero vamos a calcular las correcciones a 1− lazo del propagador.

En la figura 3.4 mostramos las dos correcciones a un lazo del propagador. El primer diagrama se construye
con un vértice cuártico y un propagador, mientras que el otro diagrama está formado por dos vértices
cúbicos y dos propagadores.

−i
∑

(p2) = = +

Figura 3.4: Correcciones a 1− lazo del propagador.

A un lazo, las correcciones de un lazo las denotaremos como

−i
∑

1−loop

(p2) = −i
(a)
∑

1−loop

(p2)− i

(b)
∑

1−loop

(p2), (3.64)

donde los supeŕındices (a) y (b) indican correspondientemente el primer y el segundo diagrama. Para el
diagrama compuesto por un vértice cuártico y un propagador, este diagrama contiene un factor de simetŕıa
1/2. A un lazo tenemos que integrar sobre el espacio tiempo el propagador y el vértice cuártico. Como
vimos, el vértice cuártico se puede escribir de forma compacta de la siguiente forma:

V
(0)
4 (p1, p2, p3, p4) =

ig4
4Λ6

[p21p
2
2p

2
3 − p21(p2 · p3)2 + 2(p1 · p2)(p1 · p3)(p2 · p3) + comb(1, 2, 3, 4)]. (3.65)

Al construir el diagrama los momentos en el vértice cuártico los definimos p1 =: p, p2 := −l, p3 =: l y
p4 = p. Aśı, la integral a un lazo se lee

−i
(a)
∑

1−loop

(p2) =
1

2

∫
d4l

(2Ã)4
V

(0)
4 (p,−l, l, p) i

p2 −m2
= 0. (3.66)

Para el segundo diagrama compuesto por dos vértices cúbicos y dos propagadores, tenemos

−i
(b)
∑

1−loop

(p2) =
1

2

∫
d4l

(2Ã)4

[
ig3
Λ3

[p2l2 − (p · l)2
] [

i

(p− l)2 −m2

] [
i

l2 −m2

] [
ig3
Λ3

[p2l2 − (p · l)2]
]

, (3.67)

con un poco de álgebra la integral se simplifica de la siguiente manera
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−i
(b)
∑

1−loop

(p2) =
g23

32Ã4

∫

d4l
[p2l2 − (p · l)2]2

[p2 −m2][(p− l)2 −m2]
. (3.68)

Esta integral es divergente, por lo que vamos a emplear el mecanismo de regularización dimensional con
D = 4− 2ϵ. Empleando un código implementado en Mathematica con FeynCalc [70] calculamos la integral
de 1− lazo y aislamos la parte divergente introduciendo un parámetro µ de escala, aśı

−i
(b)
∑

1−loop

(p2) =
g23

32Ã4

∫

dDl µ2ϵ
[p2l2 − (p · l)2]2

[p2 −m2][(p− l)2 −m2]
. (3.69)

Primero reescribimos la integral (3.69) en términos de las funciones de Passarino - Veltman (ver el apéndice
D), aśı tenemos que

−i
(b)
∑

1−loop

(p2) =
ig23p

4
[
D(p2 − 4m2)2B0(p

2,m2,m2) + 2A0(m
2)[4(2D − 1)m2 −Dp2]

]

512Ã2DM6
. (3.70)

También en el código podemos aislar la parte divergente haciendo que A0 → x/ϵ, B0 → 1/ϵ y D → 4

−i
(b)
∑

1−loop

(p2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
div

=
ig23p

4(−10m2p2 + p4 + 30m4)

512Ã2Λ6ϵ
. (3.71)

Y notamos que en el ĺımite cuando la masa m→ 0

−i
(b)
∑

1−loop

(p2)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
div

=
ig23p

8

512Ã2Λ6ϵ
. (3.72)

Este resultado concuerda con los obtenidos en [26, 27] para las correcciones a 1− lazo del propagador de los
galileones escalares. Ahora sigue calcular las correcciones a 1− lazo del resto de vértices, pero considerando
que nosotros incluimos un término masivo (nuestro propagador es más complicado) y por lo tanto las
integrales para las correcciones del vértice qúıntico seŕıan muy complicadas e incluiŕıan una gran cantidad
de términos. Además, tomando en cuenta que en [27] al realizar los cálculos para el galileón L5 aparecieron
una gran cantidad de términos, nosotros esperaŕıamos encontrar muchos más términos dado que tenemos
un modelo masivo.

Ahora, con el objetivo de verificar que las correcciones a 1− lazo para el galileón masivo los contratérminos
tampoco renormalizan el modelo imponemos una simetŕıa Z2 que cambia al galileón Ã → −Ã. Esta simetŕıa
implica

L1 = −L1,

L2 = L2,

L3 = −L3,

L4 = L4,

L5 = −L5.

(3.73)
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En nuestro modelo solamente aparecerán el lagrangiano cuadrático y el cuártico, y además incluimos el
término que les asigna masa. Aśı, el lagrangiano se lee

LÃ,m = −1

2
m2Ã2 − 1

2
Ã□Ã − g4

4!Λ6
Ã
[
(□Ã)3 − 3(∂µ∂¿Ã)

2
□Ã + 2(∂µ∂¿Ã)

3
]
. (3.74)

Nuestro lagrangiano lo podemos reescribir en dos lagrangianos, el primero nos dará la contribución cinética
y lo denotaremos como L0,Ã, mientras que el segundo es la interacción y lo dejaremos simplemente como
L4. Estos lagrangianos están dados por

L0,Ã = −1

2
m2Ã2 − 1

2
Ã□Ã. (3.75)

y

L4 = − g4
4!Λ6

Ã
[
(□Ã)3 − 3(∂µ∂¿Ã)

2
□Ã + 2(∂µ∂¿Ã)

3
]
. (3.76)

Este modelo es parecido al modelo ¼ϕ4, salvo la diferencia de interacción. A partir del término cinético
obtenemos el propagador, el cual es el mismo que obtuvimos en (3.43).

i∆(p) =
i

p2 −m2
. (3.77)

Mientras que la interacción es el vértice cuártico 3.45. Con lo anterior podemos calcular la corrección a
un lazo al propagador del modelo de galileones escalares con una simetŕıa Z2 y la corrección al vértice
cuártico. En este caso, la corrección a un lazo del propagador está dada únicamente por un diagrama 1PI,
el cual se muestra en la figura 3.5. Por su parte, la corrección a un lazo para el vértice cuártico tenemos
tres diagramas 1PI, los cuales se muestran en la figura 3.6.

−i
∑

(p2) ≈

p
−→

p
−→

l

Figura 3.5: Corrección a un lazo al propagador del modelo de galileones escalares con una simetŕıa
Z2.

En este caso, las correcciones a 1− lazo del propagador están dadas por

−i
Z2∑

1−loop

(p2) =
1

2

∫
d4l

(2Ã)4
V (4)(p,−l, l, p) i

p2 −m2
= 0, (3.78)

y eso implica que en el caso de galileones con simetŕıa Z2 las correcciones a 1− lazo son cero. Al igual
que como lo hicimos para las correcciones al propagador vamos a calcular las integrales y separar la parte
divergente de forma automatizada, empleando el paquete FeynCalc de Mathematica [70, 71, 72].

Las correcciones a 1− lazo del vértice cuártico están dadas por:
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p1

p2

p3

p4

(a) iM(1)
s

p1

p2

p3

p4

(b) iM(1)
t

p1

p2

p4

p3

(c) iM(1)
u

Figura 3.6: Correcciones a un lazo al vértice cuártico del modelo de galileones escalares con una
simetŕıa Z2.

iM(1)
4 = iM(1)

s + iM(1)
t + iM(1)

u . (3.79)

donde

iM(1)
s =

1

2

∫
d4l

(2Ã)4
V (4)(p1, p2,−p1−p2−l, l)

i

(p1 + p2 + l)2 −m2

i

l2 −m2
V (4)(p1+p2+l,−l, p3, p4), (3.80)

iM(1)
t =

1

2

∫
d4l

(2Ã)4
V (4)(p1, p3,−p1−p3−l, l)

i

(p1 + p3 + l)2 −m2

i

l2 −m2
V (4)(p1+p3+l,−l, p2, p4), (3.81)

iM(1)
u =

1

2

∫
d4l

(2Ã)4
V (4)(p1, p4,−p1−p4−l, l)

i

(p1 + p4 + l)2 −m2

i

l2 −m2
V (4)(p1+p4+l,−l, p2, p3). (3.82)

Tomando la parte divergente con una regularización dimensional D = 4 − 2ϵ y escribiendo las integrales
(3.80, 3.81 y 3.82) en la base de Passarino - Veltman obtenemos que la parte divergente en variables de
Mandelstam da

iM(1)
4

∣
∣
∣
∣
div

=
ig4

7680Ã2Λ2ϵ
[48m8(6t2 + tu+ 6u2)− 4m6(t+ u)(52t2 − 33tu+ 52u2)

+m4(42t2u2 + 44t3u+ 66t4 + 44tu3 + 66u4)

−m2(t+ u)(t2 + tu+ u2)(12t2 − 5tu+ 12u2)

+(t2 + tu+ u2)3].

(3.83)

Tomando el ĺımite m→ 0 y el hecho de que (t2 + tu+ u2)3 = (s2 + t2 + u2)3/8 cuando m→ 0, obtenemos
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iM(1)
4

∣
∣
∣
∣
div

=
ig24(s

2 + t2 + u2)3

61440Ã2Λ12ϵ
. (3.84)

Y hemos recuperado el resultado que obtuvieron en [27]. Ahora continuamos con el proceso de renormaliza-
ción. Al igual que en el ejemplo del modelo ¼ϕ4, primero escribimos el lagrangiano en términos de campos
desnudos

L =
1

2
∂µÃ0∂µÃ0 −

1

2
m2

0Ã
2
0 −

g40
4!M6

Ã0
[
(□Ã0)

3 − 3□Ã0(∂µ∂¿Ã0)
2 + 2(∂µ∂¿Ã0)

3
]
, (3.85)

y reescalando el campo Ã como

Ã0 = Z1/2
Ã Ãr, (3.86)

el lagrangiano se lee como

L =
1

2
ZÃ∂

µÃr ∂µÃr −
1

2
ZÃm

2
0Ã

2
r −

g40
4!M6

Ãr
[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
. (3.87)

Esta expresión la podemos reescribir sumando y restando términos:

L =
1

2
ZÃ∂

µÃr∂µÃr −
1

2
m2

0Ã
2
r +

1

2
m2

rÃ
2
r −

1

2
m2

rÃ
2
r +

1

2
∂µÃr∂µÃr −

1

2
∂µÃr∂µÃr

− 1

4!Λ6
(g40Z

2
Ã − g4r + g4r)Ãr

[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
,

(3.88)

L =
1

2
∂µÃr∂µÃr −

1

2
m2

rÃ
2
r −

g4r
4!Λ6

Ãr
[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]

+
1

2
(ZÃ − 1)∂µÃr∂µÃr −

1

2
(ZÃm

2
0 −m2

r)Ã
2
r

− 1

4!Λ6
(g40Z

2
Ã − g4r)Ãr

[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
.

(3.89)

Si definimos el lagrangiano renormalizado (con el que calculamos las reglas de Feynman) como

L
R
≡ 1

2
∂µÃr∂µÃr −

1

2
m2

rÃ
2
r −

g4
4!Λ6

Ãr
[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
, (3.90)

el lagrangiano se reescribe como

L =L
R
+

1

2
(ZÃ − 1)∂µÃr∂µÃr −

1

2
(ZÃm

2
0 −m2

r)Ã
2
r

− 1

4!Λ6
(g40Z

2
Ã − g4r)Ãr

[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
,

(3.91)

y reagrupando el lagrangiano se reescribe como
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L = L
R
+

1

2
(ZÃ − 1)∂µÃr∂µÃr −

1

2
(ZÃm

2
0 −m2

r + ZÃm
2
r − ZÃm

2
r)Ã

2
r

− 1

4!Λ6
(g40Z

2
Ã − g4r)Ãr

[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
.

(3.92)

L =L
R
+

1

2
(ZÃ − 1)(∂µÃr∂µÃr −m2

rÃ
2
r )−

1

2
(ZÃm

2
0 − ZÃm

2
r)Ã

2
r

− 1

4!Λ6
(g40Z

2
Ã − g4r)Ãr

[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
.

Si definimos el lagrangiano de contratérminos como:

L
C
≡1

2
(ZÃ − 1)(∂µÃr∂µÃr −m2

rÃ
2
r )−

1

2
(ZÃm

2
0 − ZÃm

2
r)Ã

2
r

− 1

4!Λ6
(g40Z

2
Ã − g4r)Ãr

[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
,

L
C
≡1

2
(ZÃ − 1)(∂µÃr∂µÃr −m2

rÃ
2
r )−

1

2

[

ZÃ

(
m0

mr

)2

− ZÃ

]

m2
rÃ

2
r

− 1

4!Λ6

(
g40
g4r

Z2
Ã − 1

)

g4rÃr
[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
.

(3.93)

Aśı el lagrangiano del modelo se escribe como

L = L
R
+ L

C
. (3.94)

Podemos definir:

Zm ≡
(
m0

mr

)2

ZÃ, Zg
4
≡ g40
g4r

Z2
Ã, (3.95)

donde los parámetros ¶Ã, ¶m y ¶g4 se definen como

¶Ã = ZÃ − 1,

¶m = Zm − ZÃ,

¶g
4
= Zg

4
− 1.

(3.96)

Aśı, el lagrangiano de contratérminos se reescribe como

L
C
=

1

2
¶Ã(∂

µÃr∂µÃr−m2
rÃ

2
r )−

1

2
¶mm

2
rÃ

2
r −

1

4!Λ6
¶g4g4rÃr

[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
. (3.97)
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El lagrangiano de contratérminos contiene los contratérminos del propagador y el vértice cuártico, a orden
de 1− lazo. A continuación a color violeta presentamos los contratérminos del propagador y en color azul
los contratérminos del vértice cuártico:

L
C
=

1

2
¶Ã

(
∂µÃr∂µÃr −m2

rÃ
2
r

)
− 1

2
¶mm

2
rÃ

2
r

− 1

4!Λ6
¶g4g4 rÃr

[
(□Ãr)

3 − 3□Ãr(∂µ∂¿Ãr)
2 + 2(∂µ∂¿Ãr)

3
]
.

(3.98)

= iδπ(p
2
−m2)− iδmm2

Figura 3.7: Contratérmino del propagador a orden de 1− lazo.

=
ig4r
4Λ6

δg4 [p
2

1
p2
2
p2
3
− p2

1
(p2 · p3)

2 + 2(p1 · p2)(p1 · p3)(p2 · p3) + comb(1, 2, 3, 4)]

Figura 3.8: Contratérmino del vértice a orden de 1− lazo

El contratérmino del propagador del modelo galileón cuártico es exactamente el mismo que el contratérmino
del modelo ¼ϕ4. En la figura 3.7 se muestra el diagrama de Feynman del contratérmino del propagador
a orden de 1− lazo y en la figura 3.8 se muestra el diagrama de Feynman del contratérmino del vértice
cuártico a orden de 1− lazo. Para renormalizar on - shell del propagador tenemos dos condiciones:

∑

(p2 = m2) = 0,

∂
∑

(p2)

∂p2

∣
∣
∣
∣
p2=m2

= 0.
(3.99)

Expĺıcitamente, utilizando la primera condición on - shell tenemos que

i
∑

(p2 = m2) = i

�������*0
∑

R

(p2 = m2) + i¶Ã(�
�7
m2

p2 −m2)− i¶mm
2 = 0, (3.100)

y de aqúı desprendemos que

¶m = 0. (3.101)

De la segunda condición tenemos

∂
∑

(p2)

∂p2

∣
∣
∣
∣
p2=m2

= −i¶Ãm2 = 0, (3.102)

de ah́ı obtenemos
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¶Ã = 0. (3.103)

Los contratérminos ¶Ã y ¶m a orden de 1 - lazo se anulan. Por otro lado, para el vértice tenemos la condición

iM(1)
4

∣
∣
∣
∣
div

+ iM,C,1−lazo
4 = 0. (3.104)

iM(1)
4

∣
∣
∣
∣
div

+ ¶g4
ig4
4Λ6

[p21p
2
2p

2
3 − p21(p2 · p3)2 + 2(p1 · p2)(p1 · p3)(p2 · p3) + comb(1, 2, 3, 4)] = 0, (3.105)

donde iM(1)
4

∣
∣
∣
div

está dada por la ecuación (3.83), y en término de las variables de Mandelstam, tenemos
que

ig4
7680Ã2Λ12ϵ

[48m8(6t2 + tu+ 6u2)− 4m6(t+ u)(52t2 − 33tu+ 52u2)

+m4(42t2u2 + 44t3u+ 66t4 + 44tu3 + 66u4)

−m2(t+ u)(t2 + tu+ u2)(12t2 − 5tu+ 12u2) + (t2 + tu+ u2)3] = −i¶g4
g4
Λ6

s t u

4
.

(3.106)

De esta expresión notamos que s, t, u ∼ O(E2) mientras que Λ ∼ O(E). También notamos que el con-
tratérmino no corrige al vértice original. Notar que en el primer miembro de (3.106) tenemos divergencias
de orden O(E12) mientras que en el segundo miembro vemos que ¶g4 ∼ O(E6). Por consiguiente el con-
tratérmino del vértice tiene que ser

¶g4 = 0. (3.107)

Por consiguiente, el vértice no se renormaliza a 1 − lazo. De este modo, los contratérminos son nulos,
gráficamente los mostramos en la figura 3.9.

× = 0

= 0+

Figura 3.9: Los galileones son nulos.

Dado que los contratérminos son nulos, no hay un corrimiento en los parámetros. Dado que el parámetro
g40 es nulo, tenemos que

Zg4 = 1 + ¶g4 = 1, (3.108)
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eso implica que
g40 = Zg4µ

2ϵg4 = g4µ
2ϵ. (3.109)

Aplicamos logaritmo natural a la expresión anterior

ln(g40) = 2ϵ ln(µ) + ln(g4).

Eso implica que

d ln(g40)

d ln(µ)
= 0 =

∂ ln(g4)

∂ ln(µ)
+ 2ϵ, (3.110)

∂ ln(g4)

∂ ln(µ)
=

1

g4

∂g4
∂ ln(µ)

= −2ϵ,

tomando el ĺımite ϵ→ 0 obtenemos ecuación de grupo de renormalización para el parámetro g4, la función
beta está dada por

´(g4) =:
∂g4

∂ ln(µ)
= 0. (3.111)

Ahora continuamos con la ecuación de grupo de renormalización para la masa, partimos de

m0 =

√

Zm

ZÃ
m, (3.112)

lo que implica que ZÃ = 1 y por consiguiente Zm = ZÃ + ¶m = 1 tenemos

m0 = m, (3.113)

siguiendo el mismo procedimiento que para el parámetro de acoplamiento tenemos que

d ln(m0)

d ln(µ)
= 0 =

∂ ln(m)

∂ ln(µ)
, (3.114)

y eso implica que

µ(m) =:
∂ ln(m)

∂ ln(µ)
=

µ

m

∂m

∂µ
= 0. (3.115)

Y finalmente, las ecuaciones de grupo de renormalización son cero:

´(g4) =
∂g4
∂ lnµ

= 0, µ(m) =
∂ lnm

∂ lnµ
= 0. (3.116)

Esto prueba que los galileones tienen un teorema de no - renormalización [26], el cual es válido en la
región de baja enerǵıa [73, 11]. De este modo los galileones escalares son invariantes ante renormalización
a 1-lazo. De las ecuaciones de grupo de renormalización del modelo de los galileones escalares con simetŕıa
Z4 obtenemos que el corrimiento de los parámetros es constante, a diferencia del modelo ¼ϕ4, donde los
parámetros presentan un corrimiento.
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3.4. Discusión y conclusiones

En este caṕıtulo hemos estudiado las propiedades de los galileones escalares. Primero mostramos su cons-
trucción y la invariancia ante la simetŕıa galileana. Mostramos además que los cinco lagrangianos nos llevan
a ecuaciones de movimiento que solo incluyen segundas derivadas. Posteriormente estudiamos las amplitu-
des a nivel de árbol, donde encontramos que están acotadas a bajas enerǵıas, pero a altas enerǵıas rompen
la unitariedad. Nuestros resultados reproducen los resultados obtenidos en trabajos previos.

Finalmente mostramos que al calcular las correcciones a un lazo, los contratérminos no corresponden
a las divergencias del modelo. Lo anterior implica que el modelo es no renormalizable pero a un lazo
las propiedades del modelo no se modifican. A diferencia de los cálculos realizados en [26, 27] nosotros
extendimos el modelo incluyendo un término que les provee masa a los galileones. Mostramos que la parte
divergente de las correcciones a un lazo del propagador de los galileones masivos solo incluye términos que
van como O(E6), y en el ĺımite m → 0 concuerda con los resultados que obtuvieron en [26, 27]. Luego
nosotros para simplificar el modelo agregamos una simetŕıa Z2 que nos permite ilustrar las divergencias que
surgen en el cálculo del vértice cuártico y al aplicar el método de renormalización on - shell encontramos
que a un lazo el modelo no se renormaliza, pero no hay un corrimiento en los parámetros del modelo.
En particular podemos contrastar el modelo que propusimos con el modelo ¼ϕ4, en nuestro modelo los
parámetros no dependen de una escala auxiliar a diferencia de lo que mostramos en el caṕıtulo 2 donde los
parámetros del modelo ¼ϕ4 śı dependen de una escala auxiliar.
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Caṕıtulo 4

Galileones vectoriales

En este caṕıtulo analizamos las propiedades de los galileones vectoriales y contrastamos con las propiedades
de los galileones escalares presentadas en el caṕıtulo anterior. Primero iniciaremos dando una breve intro-
ducción al modelo de Proca y al mecanismo de Stueckelberg. Posteriormente expondremos los galileones
vectoriales. Y finalmente analizamos un modelo generalizado de Proca al cual se le acopla el galileón cúbico.

4.1. Modelo de Proca

Las ecuaciones de Maxwell describen la teoŕıa electromagnética y se pueden derivar

LMaxwell = −1

4
Fµ¿Fµ¿ −

1

2
jµAµ, (4.1)

donde Fµ¿ =: ∂µA¿ − ∂¿Aµ es el tensor de esfuerzo electromagnético. Con el lagrangiano (4.1) obtenemos
la ecuación de movimiento

∂µF
µ¿ = j¿ , (4.2)

se puede obtener la ecuación de Gauss para electricidad (4.3) y la ley de Ampère generalizada (4.4):

∇ ·E = Ä, (4.3)

∇ ·B = J+
∂E

∂t
. (4.4)

Las otras dos ecuaciones se obtienen por medio del tensor dual y las identidades de Bianchi. Una propiedad
importante de las ecuaciones de Maxwell es que son invariantes de Lorentz. El lagrangiano de Maxwell sin
fuentes, es decir,

L = −1

4
Fµ¿Fµ¿ = −1

4
(∂µA¿ − ∂¿Aµ)(∂µA¿ − ∂¿Aµ), (4.5)

es invariante ante transformaciones de gauge:
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Aµ −→ Aµ + ∂µ¼. (4.6)

Demostración

L′ = −1

4
[∂µ(A¿ + ∂¿¼)− ∂¿(Aµ + ∂µ¼)] [∂µ(A¿ − ∂¿¼)− ∂¿(Aµ + ∂µ¼)] , (4.7)

L′ = −1

4
[∂µA¿ + ∂µ∂¿¼− ∂¿Aµ − ∂¿∂µ¼] [∂µA¿ + ∂µ∂¿¼− ∂¿Aµ − ∂¿∂µ¼] , (4.8)

dado que las derivadas parciales conmutan, ∂µ∂¿¼ = ∂¿∂µ¼, eso implica que

L′ = −1

4
Fµ¿Fµ¿ = −1

4
[∂µA¿ − ∂¿Aµ] [∂µA¿ − ∂¿Aµ] = L, (4.9)

L′ = L. (4.10)

Al lagrangiano de Maxwell (4.1) se le puede acoplar un término masivo, esto da lugar al modelo de Proca

L
Proca

= −1

4
Fµ¿Fµ¿ +

1

2

m2c2

ℏ2
AµAµ, (4.11)

en términos de unidades naturales c = 1, ℏ = 1, lo que implica que el lagrangiano se reescribe como

L
Proca

= −1

4
Fµ¿Fµ¿ +

1

2
m2AµAµ. (4.12)

Este lagrangiano ya no es invariante de gauge, ya que AµAµ no es invariante de gauge.

Demostración

(Aµ + ∂µ¼)(Aµ + ∂µ¼) = AµAµ +Aµ∂µ +Aµ∂
µ + ∂µ¼∂µ¼,

̸= AµAµ.
(4.13)

El campo vectorial de Proca está dado por

Aµ =







Φ
A1

A2

A3






. (4.14)

Y por medio de las ecuaciones de Euler - Lagrange para campos obtenemos la ecuación de campo de Proca

∂µF
µ¿ +m2Aµ = 0, (4.15)
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la cual es una ecuación relativista para part́ıculas masivas de esṕın 1 en un espacio de Minkowski. En
unidades f́ısicas, la ecuación toma la forma

∂µF
µ¿ +

(mc

ℏ

)2
Aµ = 0. (4.16)

El término m2 en la ecuación de Proca está perfectamente de acuerdo con la invariancia relativista del
campo electromagnético y la conservación relativista de la enerǵıa. Es fácil notar que cuando m = 0
se obtienen las ecuaciones de Maxwell en el vaćıo. Si consideramos un campo electromagnético con una
corriente eléctrica, el lagrangiano de Proca se reescribe como

L = −
1

4
Fµ¿Fµ¿ − jµA

µ +
1

2
m2AµAµ. (4.17)

La ecuación de movimiento de Proca se lee

∂µF
µ¿ +m2Aµ = jµ. (4.18)

El modelo de Proca fue utilizado por Yukawa para explicar la dependencia del esṕın de la fuerza entre
el protón y el neutrón [74]. Yukawa encontró que el campo debeŕıa ser de esṕın 1, por lo que empleó la
ecuación de Proca y propuso la existencia del mesón. Eso le valió para ganar el premio Nobel en F́ısica en
1949. En teoŕıa de Proca los fotones adquieren masa, hasta el momento no se ha podido probar que el fotón
tenga masa, únicamente se han obtenido cotas experimentales de la masa del fotón. La cota experimental
aceptada actualmente es de < 1×10−18eV [1]. Hasta el momento no hay indicios experimentales de que los
fotones posean masa, pero si se probara que los fotones poseen una masa en reposo distinta de cero habŕıa
implicaciones grandes en la f́ısica.

El modelo de Proca describe un campo vectorial masivo con tres polarizaciones: una longitudinal y dos
transversales. Aunque el campo Aµ = (Φ, A1, A2, A3) solo propaga tres grados de libertad. Desde el lagran-
giano de Proca podemos notar que no hay una ecuación de movimiento para el término A0 = Φ no hay
una ecuación de movimiento. Expĺıcitamente

LProca = −
1

4
Fµ¿Fµ¿ +

1

2
m2AµAµ (4.19)

LProca = −
1

4
Fµ¿Fµ¿ +

1

2
m2AµAµ,

= −
1

4
(∂µA¿ − ∂¿Aµ)(∂µA¿ − ∂¿Aµ) +

1

2
m2AµAµ,

= −
1

4
(∂µA¿∂µA¿ − ∂µA¿∂¿Aµ − ∂¿Aµ∂µA¿ + ∂¿Aµ∂¿Aµ) +

1

2
m2AµAµ,

= −
1

2
(∂µA¿∂µA¿ − ∂µA¿∂¿Aµ) +

1

2
m2AµAµ.

LProca = −
1

2
(∂µA¿∂µA¿ − ∂µA¿∂¿Aµ) +

1

2
m2AµAµ.

LProca = −
1

2
(∂0Ai∂0Ai + ∂iA0∂iA0 + ∂iAj∂iAj − ∂0Ak∂kA0 − ∂iA0∂0Ai − ∂iAj∂jAi) +

1

2
m2AµAµ.

LProca no depende de Ȧ0, lo que implica que no hay ecuación de movimiento para A0.
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4.2. Mecanismo de Stueckelberg

La acción de Stueckelberg, formulada por el f́ısico - matemático suizo Ernst Stueckelberg (Stückelberg),
describe un campo masivo de esṕın 1, dado por el lagrangiano

LStu = −
1

4
Fµ¿Fµ¿ +

1

2
m2

(

Aµ +
1

m
∂µÃ

)2

, (4.20)

que posee invariancia de gauge

Aµ → Aµ + ∂µΛ

Ã → Ã +mΛ
(4.21)

a este lagrangiano se le puede acoplar un término que le agregue un fijamiento de calibre (gauge fixing)

Lg.f. = −
1

2À
(∂µA

µ + ÀmÃ), (4.22)

y de este modo se puede obtener el propagador del modelo de Stueckelberg con un término de gauge fixing
acoplado [75]:

ïAµA¿ð =
−i

p2 −m2

(

gµ¿ +
(1− À)pµp¿
p2 − Àm2

)

. (4.23)

Del propagador se tienen tres gauge t́ıpicas con las cuales se simplifica el propagador: si adoptamos el gauge
de Feynman À = 1 obtenemos un propagador renormalizable, que tiene la forma

ïAµA¿ðp =
−i

k2 −m2
gµ¿ , (4.24)

escogiendo la gauge unitaria, À = 0, solo contribuyen los grados transversales de Aµ. El propagador en la
gauge unitaria está dado por:

ïAµA¿ðp =
−i

k2 −m2

[

gµ¿ −
pµp¿

p2

]

. (4.25)

Cuando escogemos la gauge de Landau, À → ∞, el propagador está dado por

ïAµA¿ðp = ĺım
À→∞

−i

k2 −m2

[

gµ¿ + pµp¿
(

1−
1

À

)
p2

À
−m2

]

= −
i

p2 −m2

[

gµ¿ −
pµp¿

m2

]

. (4.26)

Podemos notar que on - shell (p2 = m2) los gauge de Landau y la gauge unitaria dan el mismo resultado.
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4.3. Galileones vectoriales

Los galileones vectoriales fueron propuestos en [31], estos no satisfacen una simetŕıa de forma análoga a
los galileones escalares, pero de ellos se obtienen ecuaciones que incluyen a lo mucho segundas derivadas.
El hecho de que las ecuaciones de movimiento no incluyan derivadas de orden superior los hace libres de
espectro. Existen cuatro lagrangianos,

L
2
= f

2

L
3
= f

3
∂µA

µ

L
4
= f

4

[
(∂µA

µ)2 + c
1
∂ÄAÃ∂

ÄAÃ − (1 + c
1
)∂ÄAÃ∂

ÃAÄ
]

L5 = f
5
[(∂µA

µ)3 − 3c
2
(∂µA

µ)∂ÄAÃ∂ÄA
Ã − 3(1− c

2
)(∂µA

µ)∂ÄAÃ∂
ÃAÄ

+ (2− 3c
2
)∂ÄAÃ∂

µAÄ∂ÃAµ + 3c
2
∂ÄAÃ∂

µAÄ∂µA
Ä]

(4.27)

f2 puede ser función de AµA
µ, Fµ¿F

µ¿ , ϵµ¿ÄÃF
µ¿Fµ¿ y de alguna posible contracción de Aµ y Fµ¿ . Por

otro lado, las funciones f3, f4 y f5 son funciones únicamente de AµA
µ. Una propiedad importante de

los galileones vectoriales es que propagan solamente tres grados de libertad, lo que los hace candidatos a
acoplarse con el modelo de Proca. Cuando nos restringimos al caso f2,3,4,5 = AµAµ, los galileones vectoriales
se reescriben como

L
2
=AµAµ,

L
3
=AµAµ∂µA

µ,

L
4
=AµAµ

[
(∂µA

µ)2 + c
1
∂ÄAÃ∂

ÄAÃ − (1 + c
1
)∂ÄAÃ∂

ÃAÄ
]
,

L5 =A
µAµ[(∂µA

µ)3 − 3c
2
(∂µA

µ)∂ÄAÃ∂ÄA
Ã − 3(1− c

2
)(∂µA

µ)∂ÄAÃ∂
ÃAÄ

+ (2− 3c
2
)∂ÄAÃ∂

µAÄ∂ÃAµ + 3c
2
∂ÄAÃ∂

µAÄ∂µA
Ä].

(4.28)

Con esta restriccción restauramos la simetŕıa U(1) si se emplea el mecanismo de Stueckelberg introduciendo
un campo escalar adicional por medio de Aµ → Aµ+∂µÃ. A orden cero en Aµ recuperamos las interacciones
de los galileones escalares.

4.4. Modelo generalizado de Stueckelberg

En el caṕıtulo anterior mostramos que el propagador del campo de galileones escalares, no hay un co-
rrimiento en los parámetros del modelo, es decir, que no se modifican las propiedades a un lazo ante
renormalización.

En [32] presentan las correcciones a un lazo del propagador de una generalización del modelo Proca con
los galileones vectoriales cúbico y cuártico acoplados. Este modelo contiene más parámetros libres que los
galileones escalares. Ellos muestran que no hay un teorema de no - renormalización para los galileones
vectoriales, ya que las correcciones śı correspondeŕıan con los contratérminos.

Nosotros presentamos una generalización del modelo de Stueckelberg con un galileón cúbico acoplado.
Comencemos con el lagrangiano de Stueckelberg, el cual está dado por

LStu = −
1

4
Fµ¿Fµ¿ +

m2

2

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

. (4.29)
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Este modelo tiene tres grados de libertad, del potencial Aµ tenemos los dos grados de libertad transversales
y del campo Ã tenemos el grado de libertad transversal. Para que el modelo sea invariante de gauge le
agregamos un término de gauge fixing:

LStu,gen = −
1

4
Fµ¿Fµ¿ +

m2

2

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

−
1

2À
(∂µAµ + ÀmÃ)2 . (4.30)

Finalmente, le acoplamos un término de interacción de galileón cúbico al lagrangiano de Proca generalizado.
El cual definimos como:

LI , gal =
g3
2

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

∂¿
(

A¿ −
1

m
∂¿Ã

)

. (4.31)

El lagrangiano del modelo que proponemos está dado por

L = LStu,gen + LI,gal, (4.32)

expĺıcitamente

L = −
1

4
Fµ¿Fµ¿ +

m2

2

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

−
1

2À
(∂µAµ + ÀmÃ)2 +

g3
3!

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

∂¿
(

A¿ −
1

m
∂¿Ã

)

,

(4.33)

y posee transformaciones de gauge
Aµ → Aµ ′ = Aµ + ∂µÃ, (4.34)

Ã → Ã′ = Ã +mΛ. (4.35)

La transformación dada por (4.34) restaura la invariancia añadiendo un campo escalar sin cambiar el
número de grados f́ısicos de libertad (las tres polarizaciones del campo vectorial se conservan). El término
de masa rompe expĺıcitamente la invariancia de U(1), aśı el modo longitudinal también se propaga; sin
embargo la componente Φ del campo vectorial no se propaga.

4.4.1. Reglas de Feynman del modelo generalizado de Stueckelberg

Los propagadores escalar y vectorial del modelo están dados por

ïÃÃðp =
i

p2 − Àm2
, (4.36)

ïAµA¿ðp =
−i

p2 −m2

[

gµ¿ + (À − 1)
pµp¿

p2 − Àm2

]

(4.37)

Las interacciones del modelo están dadas por el galileón cúbico
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LI,gal =
g3
3!

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

∂¿
(

A¿ −
1

m
∂¿Ã

)

. (4.38)

Las interacciones se pueden dividir en tres vértices, de acuerdo a la forma en la que se combinan los campos
vectorial y escalares. Estás están dadas por

LI,gal = L(3,0) + L(2,1) + L(1,2) + L(0,3), (4.39)

donde se emplea la notación L(i,j) y el sub́ındice i indica el número de veces que aparece el campo Aµ

en la interacción, por su parte el sub́ındice j representa el número de veces que aparece el campo Ã en la
interacción correspondiente.

L(3,0) =
g3
3!
AµAµ∂

¿A¿ ,

L(2,1) =−
g3
3!m

(AµAµ∂
¿∂¿Ã + 2Aµ∂¿A¿∂µÃ) ,

L(1,2) =
g3

3!m2
(∂¿A¿∂

µÃ∂µÃ + 2Aµ∂µÃ∂
¿∂¿Ã) ,

L(0,3) =−
g3

3!m3
∂µÃ∂µÃ∂

¿∂¿Ã.

(4.40)

Cada uno de los lagrangianos de (4.40) corresponde a un vértice, de la siguiente forma

L(0,3) −→ iΓ
(0,3)
0 , L(1,2) −→ iΓ

(1,2)
0 , L(2,1) −→ iΓ

(2,1)
0 , L(3,0) −→ iΓ

(3,0)
0 . (4.41)

Los vértices del modelo se leen

iΓ
(0,3)
0 =

ig3
3m3

[
p21(p2 · p3) + p22(p1 · p3) + p23(p1 · p2)

]
,

iΓ
(1,2)
0 =

g3
3m2

[
pµ2p

2
3 + pµ3p

2
2 − pµ1 (p2 · p3)

]
,

iΓ
(2,1)
0 =

ig3
3m

[
p23g

µ¿ + pµ1p
¿
3 + p¿2p

µ
3

]
,

iΓ
(3,0)
0 =

g3
3
[g¿Äpµ1 + gÄµp¿2 + gµ¿pÄ3] .

(4.42)

El cálculo expĺıcito de los vértices y los propagadores lo mostramos en el apéndice C. En la figura 4.1

mostramos un resumen esquemático de las reglas de Feynman. Podemos notar que el vértice iΓ
(0,3)
0 coincide

con el vértice cúbico de los galileones escalares, salvo la normalización. Para las correcciones radiativas
conviene expresar los vértices en términos de dos momentos en lugar de tres usando la convención p1 +
p2 + p3 = 0, aśı los vértices se reescriben como
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=
i

k2 −m2−→

(a)

k

=
−i

p2 −m2

[

gµν + (ξ − 1)
pµpν

p2 − ξm2

]

−→
p

(b)

p1

p2

p3 = iΓ
(0,3)
0 =

ig3

3m3

[

p21(p2 · p3) + p22(p1 · p3) + p23(p1 · p2)
]

(c)

p1, µ

p3

p2

= iΓ
(1,2)
0 =

g3

3m2

[

p
µ

2p
2
3 + p

µ

3p
2
2 − p

µ

1 (p2 · p3)
]

(d)

p1, µ

p2, ν

p3 = iΓ
(2,1)
0 =

ig3

3m

[

p23 g
µν + p

µ

1p
ν

3 + pν2p
µ

3

]

(e)

p1, µ

p2, ν

p3, ρ = iΓ
(3,0)
0 =

g3

3
[gνρpµ1 + gρµpν2 + gµνp

ρ

3] (f)

Figura 4.1: Resumen de las reglas de Feynman del modelo de Stuckelberg con un galileón cúbico
acoplado. (a) Propagador escalar del modelo. (b) Propagador vectorial del modelo. (c) vértice de
tres patas escalares. (d) Vértice de dos patas escalares y una vectorial. (e) Vértice de dos patas
vectoriales y una pata escalar. (f) Vértice de tres patas vectoriales.
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iΓ
(0,3)
0 =

2ig3
3m3

[(p1 · p2)
2 − p21p

2
2],

iΓ
(1,2)
0 =

g3
3m2

[
p21p

Ã
2 + 2(p1 · p2)p

Ã
2 + (p1 · p2)p

Ã
1

]
,

iΓ
(2,1)
0 =

ig3
3m

[
p21g

ÄÃ + p22g
ÄÃ + 2(p1 · p2)g

ÄÃ − 2pÄ1p
Ã
2 − pÄ1p

Ã
1 − pÄ2p

Ã
2

]
,

iΓ
(3,0)
0 =

g3
3
[gÄµpÃ1 + gÃµpÄ2 − gÃÄpµ2 − gÃÄpµ1 ] .

(4.43)

4.4.2. Correcciones radiativas al modelo generalizado de Stueckelberg

Al igual que para el modelo de galileones escalares, vamos a calcular las correcciones a 1− lazo de nuestro
modelo. A un lazo, tendremos tres tipos de propagadores: un propagador escalar, un propagador vectorial
y la combinación propagador escalar - vectorial. En nuestro análisis solamente realizaremos las correccio-
nes radiativas a los propagadores, ya que el objetivo es ilustrar que los galileones vectoriales rompen la
invariancia ante renormalización caracteŕıstica de los galileones escalares.

q q

l

q − l

(a) iM1

q q

l

µ

ρ

ν

σ

q − l

(b) iM2

q q

l

µ ν

q − l

(c) iM3

Figura 4.2: Correcciones al propagador escalar.

Comenzamos con las correcciones al propagador escalar, a 1− lazo tenemos tres diagramas. Los diagramas
se muestran en la figura 4.2. Las correcciones al propagador escalar están dadas por

iM = iM1 + iM2 + iM3, (4.44)

Empleando un código en Mathematica separamos la parte divergente de las integrales empleando regula-
rización dimensional con D = 4 − 2ϵ. Aśı, las contribuciones divergentes a la corrección del propagador
escalar están dadas por

iM

∣
∣
∣
∣
div

= iM1

∣
∣
∣
∣
div

+ iM2

∣
∣
∣
∣
div

+ iM3

∣
∣
∣
∣
div

. (4.45)

donde
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iM1

∣
∣
∣
∣
div

=
ig23q

4(30À2m4 − 10Àm2q2 + q4)

1152Ã2m6ϵ
, (4.46)

iM2

∣
∣
∣
∣
div

=
−ig23q

2[3(À2 + À + 1)m4 + (20À2 − 6À − 3)m2q2 − (3− 5À)q4]

576Ã2m4ϵ
, (4.47)

iM3

∣
∣
∣
∣
div

=
ig23q

2[3(À2 + À)m2 + (5À2 − 6À + 6)q2]

576Ã2m2ϵ
. (4.48)

Finalmente, la suma de las correcciones a un lazo del propagador escalar divergentes da

iM

∣
∣
∣
∣
div

=
ig23q

2(−6m6 + 18m4q2 − 6m2q4 + q6)

1152Ã2m6ϵ
. (4.49)

q, µ q, ν

l

q − l

(a) iMµ¿
1

q, µ q, ν

l

ρ σ

q − l

(b) iMµ¿
2

q, µ q, ν

l

ρ

α

σ

β

q − l

(c) iMµ¿
3

Figura 4.3: Correcciones al propagador vectorial.

Ahora, continuamos con las correcciones del propagador vectorial, esta se muestran en la figura 4.3, y las
partes divergentes están dadas por

iMµ¿
1

∣
∣
∣
∣
div

=
ig23

[
2À2m4q2gµ¿ +

(
28À2m4 − 10Àm2q2 + q4

)
qµq¿

]

1152Ã2m4ϵ
, (4.50)

iMµ¿
2

∣
∣
∣
∣
div

= −
ig23

[
(9(À2 + À + 1)m4 + (4À2 + 9)m2q2)gµ¿ + (2(28À2 − 9À − 9)m2 + (9− 15À)q2)qµq¿

]

1728Ã2m4ϵ
,

(4.51)

y

iMµ¿
3

∣
∣
∣
∣
div

=
ig23

[
((9À2 + À)m2 + À2q2)gµ¿ + (14À2 − 18À + 18)qµq¿)

]

1728Ã2ϵ
. (4.52)
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La suma total de la parte divergente está dada por la suma de (4.50), (4.51) y (4.52)

iMµ¿

∣
∣
∣
∣
div

= iMµ¿
1

∣
∣
∣
∣
div

+ iMµ¿
2

∣
∣
∣
∣
div

+ iMµ¿
3

∣
∣
∣
∣
div

. (4.53)

Realizando la suma obtenemos que las contribuciones divergentes al propagador vectorial están dadas por

iMµ¿

∣
∣
∣
∣
div

= −
ig23[6(m

6 +m4q2)gµ¿ − (24m4 − 6m2q2 + q4)qµq¿ ]

1152Ã2m4ϵ
. (4.54)

Finalmente, calculamos las correcciones al propagador combinado. En la figura 4.4 se muestran los diagra-
mas a calcular.

q, µ q

l

α β

q − l

(a) iMµ
1

q, µ q

l

ρ

α

σ

β

q − l

(b) iMµ
2

q, µ q

l

q − l

(c) iMµ
3

Figura 4.4: Correcciones a la combinación propagador vectorial - propagador escalar.

Las contribuciones divergentes están dadas por

iMµ

∣
∣
∣
∣
div

= iMµ
1

∣
∣
∣
∣
div

+ iMµ
2

∣
∣
∣
∣
div

+ iMµ
3

∣
∣
∣
∣
div

(4.55)

donde

iMµ
1

∣
∣
∣
∣
div

=
g23q

µ
[
−3(À2 + À + 1)m4 + (−20À2 + 6À + 3)m2q2 + (5À − 3)q4

]

576Ã2m3ϵ
, (4.56)

iMµ
2

∣
∣
∣
∣
div

=
g23q

2qµ(30Àm4 − 10Àm2q2 + q4)

1152Ã2m5ϵ
, (4.57)

iMµ
3

∣
∣
∣
∣
div

=
g23q

µ
[
3m2(À2 + À) + (5À2 − 6À)q2

]

576Ã2mϵ
. (4.58)
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Aśı, la suma de las contribuciones divergentes al propagador combinado dan

iMµ

∣
∣
∣
∣
div

=
g23(−6m6 + 18m4q2 − 6m2q4 + q6)pµ

1152Ã2m5ϵ
(4.59)

4.5. Discusión y conclusiones

Las correcciones radiativas a un lazo de los propagadores escalar, vectorial y combinación escalar - vectorial
nos dan información importante, pues a diferencia de los galileones escalares aqúı aparecen contribuciones
desde un orden q2, lo que implica que los contratérminos no son nulos y no renormalizan el modelo. También,
dado que

¶Ã ̸= 0, (4.60)

podemos concluir que no existe un teorema de no - renormalización para un galileón vectorial. Podemos
comparar con los galileones escalares, donde śı existe un teorema de no - renormalización. Esta diferencia
se debe a que los galileones vectoriales no satisfacen la simetŕıa de galileones. El otro aspecto que también
es destacable es la invariancia de gauge; pues en las correcciones radiativas de los prpagadores, ecuaciones
(4.2), (4.3) y (4.4); se ha eliminado de forma natural el gauge À. Esto quiere decir que el resultado es
independiente de la elección de À.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones y panorama a futuro

En este trabajo hemos estudiado las propiedades de los modelos de galileones escalar y vectorial ante
renormalización. A continuación presentamos una recapitulación de este trabajo.

En el caṕıtulo 2 presentamos varios ejemplos donde aplicamos las técnicas de regularización dimensional y
renormalización. Presentamos dos ejemplos didácticos en problemas de electrostática, el primero una ĺınea
infinita de carga y el segundo un plano infinito de carga en cada caso obtuvimos una expresión para el
potencial que aisla la parte divergente. Con esta expresión podemos calcular tanto la diferencia de potencial
como el campo eléctrico, este último se puede calcular directamente pero a diferencia de los libros de texto
nosotros lo derivamos del potencial electrostático. Algo destacable fue que en ambos casos obtuvimos los
mismos resultados que se obtienen al calcular el campo eléctrico, pero nosotros presentamos expresiones para
la diferencia de potencial eléctrico. Posteriormente, presentamos el modelo ¼ϕ4 y utilizamos regularización
dimensional para separar la parte divergente para luego renormalizarlo.

Después, en el caṕıtulo 3 ilustramos las propiedades de los galileones escalares donde sus ecuaciones de
movimiento incluyen únicamente segundas derivadas y mostramos que son invariantes ante una transfor-
mación que se asemeja a las transformaciones de Galileo en mecánica clásica. También encontramos que
ante renormalización las propiedades de los galileones permanecen invariantes a 1 - lazo, ya que a este
orden las contribuciones de los contratérminos serán nulas.

En un futuro nos interesa realizar el cálculo completo para obtener las correcciones a un lazo de los
galileones escalares masivos y mostrar expĺıcitamente que las propiedades de los galileones no se modifican
ante renormalización.

Posteriormente, en el caṕıtulo 4 presentamos los galileones vectoriales, los cuales se llaman aśı porque a
partir de estos lagrangianos se obtienen únicamente ecuaciones de movimiento que involucran a lo mucho
segundas derivadas, pero no satisfacen una ley de transformación galileana. Rompen la propiedad de in-
variancia ante renormalización, dado que los contratérminos a orden de 1 - lazo son diferentes de cero y
śı habrá un corrimiento en los parámetros del modelo. Además, mostramos que el modelo generalizado de
Stueckelberg con un galileón cúbico acoplado preserva la invariancia de gauge.

En los caṕıtulos 3 y 4 realizamos los cálculos de las divergencias con un código implementado en Mathe-
matica empleando FeynCalc [71, 72], que permite escribir las expresiones de las correcciones de un lazo en
términos de la base de Passarino - Veltman (ver apéndice D) y dejar solo la parte divergente de la expresión
para poder obtener los contratérminos.

Finalmente, con intención de explorar más allá los modelos de galileones nos planteamos estudiar simetŕıas
SU(N) y SO(N) de los modelos de galileones escalares, aśı como el modelo bi-galileón. En [76] presentan un
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modelo bigalileón, el cual contiene dos campos escalares acoplados mediante un lagrangiano que satisface la
invariancia galileana para cada campo y exigen que las ecuaciones de movimiento se construyen empleando
únicamente términos de segunda derivada. Este modelo lo emplean para un modelo de gravedad modifica-
da. Posteriormente, en otros trabajos presentaron la fenomenoloǵıa aplicada a cosmoloǵıa [37, 38, 35]. A
nosotros nos interesa calcular las correcciones a 1− lazo de las amplitudes de dispersión. Por otro lado nos
interesan calcular las correcciones radiativas de los galileones con simetŕıas SO(N) y SU(N), de los cuales
ya se han calculado las amplitudes a nivel de árbol [36]. Nuestro objetivo seŕıa obtener las correcciones
radiativas inicialmente para SO(2), SU(2) y posteriormente calcularlas para un N general.
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Apéndice A

Aspectos matemáticos relevantes

En este caṕıtulo presentamos algunos resultados que se utilizan en el texto principal y en los apéndices
posteriores.

A.1. Teorema de la divergencia

Teorema de la divergencia en varias variables

Sea Ω una región sólida acotada por una hipersuperficie cerrada S = ∂Ω. Si F es un campo vectorial
continuamente diferenciable en la vecindad de U entonces

∮

· · ·

∮

∂Ω
︸ ︷︷ ︸

n−1

F · dS =

∫

· · ·

∫

Ω
︸ ︷︷ ︸

n

∇ · F dV. (A.1)

Para demostrar el teorema de la divergencia se puede utilizar el teorema de Stokes. Con el cual se calcula
la integral de volumen n− dimensional de la divergencia de un campo vectorial F sobre una región Ω a
una integral de superficie (n− 1)− dimensional de F sobre la frontera de Ω.

El teorema de Stokes es uno de los teoremas matemáticos de mayor relevancia en la f́ısica, usualmente se
presenta el teorema en R

3, pero existe una generalización del teorema de Stokes para más dimensiones. Las
variedades diferenciales permiten generalizar los conceptos de curvas, superficies y volúmenes a dimensiones
más altas. A continuación presentamos el teorema de Stokes para variedades diferenciales, la demostración
de este teorema puede encontrarse en un libro de cálculo de variedades (por ejemplo [77]).

Teorema de Stokes para variedades diferenciales
Sea una forma diferencial É sobre el ĺımite de alguna variedad orientable Ω es igual a la integral de
su derivada exterior dÉ sobre la totalidad de Ω, entonces

∫

∂Ω
É =

∫

Ω
dÉ. (A.2)

Una aplicación del teorema de la divergencia surge en la derivada total de una función ∂µfµ. Empleando
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el teorema de la divergencia tenemos que

∫

d4x ∂µfµ =

∫

fµds
µ (A.3)

En teoŕıa de campos es común integrar los campos sobre todo el espacio - tiempo. F́ısicamente se espera
que los campos en el infinito vayan a cero. Por lo tanto exigimos que en la hipersuperficie que recubre al
hipervolumen los campos van a cero. Para visualizar fácilmente esto podemos notar que para 1 dimensión,
el teorema de Stokes es simplemente el segundo teorema fundamental del cálculo:

∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a), f(x) =

dF (x)

dx
. (A.4)

A.2. Funciones Gamma, Beta y Poligamma

Las funciones gamma, beta y poligamma son funciones especiales cuyas definiciones y propiedades se
exponen en los libros de texto, ver por ejemplo [78]. Comenzamos con la definición de la función gamma:

Γ(z) =:

∫ ∞

0
tz−1 e−t dt. (A.5)

A continuación listamos algunas propiedades importantes de la función gamma:

1. Para n ∈ Z
+

Γ(n) = (n− 1)! (A.6)

2. Para Re(z) > 0
Γ(z + 1) = z Γ(z). (A.7)

3. Para z = −n, donde n ∈ N ∪ 0, Γ(z) tiene un polo de orden 1.

Una vez definida la función gamma, continuamos con la definición de la función beta, la cual está dada por

´(x, y) =:

∫ 1

0
tx−1 (1− t)y−1 dt, x, y ∈ C | Re(x) > 0 ' Re(y) > 0. (A.8)

La función beta tiene dos propiedades que nos son de utilidad en este trabajo:

1. Es simétrica:
´(x, y) = ´(y, x). (A.9)

2. La función beta tiene una estrecha relación con la función gamma, a través de la siguiente relación:

´(x, y) ≡
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
. (A.10)
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Finalmente presentamos la función poligamma, la cual se define como

È(m)(x) =:
dm

dxm
[È(x)] =

dm+1

dxm+1
[ln Γ(x)] , (A.11)

donde È(x) la función digamma, la cual se define como

È(x) =: È0(x) =
d ln Γ(x)

dx
=

Γ′(x)

Γ(x)
. (A.12)

Nótese que la función poligamma también está escrita en términos de la función gamma. La función
poligama también tiene una representación en forma integral

È(m)(z) =: (−1)m+1

∫ ∞

0

tm e−zt

1− e−t
dt, Re(z) > 0 ' m > 0. (A.13)

En el caso m = 0 tenemos la representación integral para la función digamma, la cual está dada por

È(x) =

∫ ∞

0

(
e−t

t
−

e−xt

1− e−t

)

. (A.14)

Tanto la función gamma como la función beta tienen más propiedades, pero presentamos las que son útiles
en el desarrollo de este trabajo.
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Apéndice B

Aspectos relevantes sobre los diagramas

de Feynman

En este caṕıtulo presentamos algunas propiedades importantes de los diagramas de Feynman. Primero
presentamos dos propiedades topológicas de los diagramas de Feynman: invariancia ante rotaciones y la
invariancia ante torceduras y estiramientos. Tales propiedades son útiles para la lectura y cálculo de los
diagramas de Feynman. Posteriormente, presentamos las propiedades de las variables de Mandelstam, las
cuales nos sirven para expresar de forma compacta algunos resultados del texto principal. En particular, el
resultado que es de nuestro interés es la suma de variables de Mandelstam.

B.1. Propiedades topológicas de los diagramas de Feynman

La topoloǵıa es una rama de las matemáticas que estudia la estructura de los objetos que son invariantes
ante deformaciones continuas que involucran estiramientos pero no permiten cortes ni pegados. El ejemplo
más conocido es el de una taza de café la cual se puede deformar de forma continua para obtener una dona
(toro). En esta sección ilustraremos algunas propiedades que son de nuestro interés, no profundizaremos
en la parte formal de la topoloǵıa.

Los diagramas de Feynman poseen propiedades topológicas, en particular hay dos propiedades que ilustra-
remos a continuación: invariancia ante rotaciones y equivalencia de diagramas ante torceduras.

B.1.1. Invariancia ante rotaciones

Como mencionamos previamente, los objetos topológicos son invariantes ante deformaciones continuas
siempre que no haya cortes ni pegados. Los diagramas de Feynman son invariantes ante rotaciones, esto
implica que se leen de la misma forma sin importar las rotaciones que se les aplique, si y solo si se respetan
estados iniciales y finales. Esto se ilustra en la figura B.1. Elegimos dos diagramas a 1− lazo para ilustrar
que al rotar la figura los momentos rotan conforme la figura gira.

Esta propiedad nos fue de utilidad tanto para el cálculo de las correcciones radiativas del modelo ¼ϕ4 como
de los galileones escalares.
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p3

p1 p2

p4
t

t =

p1

p2 p4

p3

(a) Rotación de un diagrama a 1− lazo.

p2

p1 p3

p4

=

t

p3

p1

p4

p2

t

(b) Rotación de un diagrama a 1− lazo.

Figura B.1: Invariancia de rotaciones de los diagramas de Feynman

B.1.2. Equivalencia de los diagramas de Feynman

Otra propiedad importante de los diagramas de Feynman es que pueden modificarse, de tal modo que sea
más fácil leerlos. En la figura B.2 tenemos dos ejemplos de equivalencias de diagramas de Feynman. En
estos diagramas los momentos entrantes son p1 y p2, mientras que los momentos salientes son p3 y p4. En el
inciso (a) tenemos un diagrama de 1− lazo en el que si en el lado izquierdo enderezamos p3 y p4 obtenemos
el diagrama de la derecha. De la misma forma, si torcemos p3 y p4 obtenemos el diagrama del lado izquierdo.
En el inciso (b) presentamos un diagrama a nivel de árbol. Si en el lado izquierdo enderezamos p3 y p4
obtenemos el diagrama del lado derecho. De igual forma, podemos hacer el proceso inverso.

p2

p1 p3

p4

t

=

p1

p2

p4

p3

(a) Equivalencia del diagrama Ms a 1 - lazo.

t

p1 − p4

p1

p2

p3

p4

=

p1

p2 p3

p4

(b) Equivalencia del diagrama Mu a nivel de
árbol.

Figura B.2: Ejemplo de equivalencia de diagramas de Feynman ante torceduras y estiramientos.

B.2. Variables de Mandelstam

Las variables de Mandelstam fueron introducidas por Stanley Mandelstam en 1958 para codificar informa-
ción (como enerǵıa, momento y ángulos) de un proceso de colisión entre dos part́ıculas del cual resultan
dos part́ıculas [79]. En la figura B.3 se muestra una interacción donde dos part́ıculas con momentos p1
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y p2 colisionan y producen dos part́ıculas con momentos p3 y p4, donde se considera la conservación del
momento dada por p1 + p2 = p3 + p4. En este caso las variables de Mandelstam están dadas por

s = (p1 + p2)
2 (B.1)

t = (p1 − p3)
2 (B.2)

u = (p1 − p4)
2 (B.3)

··

· ·

p1

p2

p3

p4

Figura B.3: (Dispersión 2 −→ 2) con una convención de dos momentos entrantes y dos momentos
salientes.

Las variables de Mandelstam están relacionadas con diagramas de dispersión de dos part́ıculas, cada dia-
grama describe un proceso en el que se intercambia una part́ıcula virtual cuyo cuadrimomento es igual a s,
t y u. Estos diagramas se muestran en la figura B.4. En el canal s las part́ıculas incidentes 1 y 2 se unen en
una part́ıcula virtual intermedia que posteriormente da lugar a dos part́ıculas 3 y 4. El canal t representa
un proceso en el que la part́ıcula 1 emite una part́ıcula intermedia, la cual se transforma en una part́ıcula
3, por su parte la part́ıcula 2 absorbe la part́ıcula intermedia y se transforma en la part́ıcula 4. Finalmente,
tenemos el canal u, el cual es exactamente el canal t intercambiando los papeles de las part́ıculas 3 y 4.

p1

p2

p3

p4

p1 + p2

p1

p2

p3

p4

p1 − p3 p1 − p4

p1

p2

p3

p4

Canal s
(canal espacial)

Canal t
(Canal temporal)

Canal u

Figura B.4: Diagramas de de dispersión de dos part́ıculas a nivel de árbol.

En ocasiones es conveniente emplear una convención donde todos los momentos son entrantes, ver la figura
B.5. En este caso, la conservación de momento se escribe como p1 + p2 + p3 + p4 = 0 y las variables de
Mandelstam quedan
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s = (p1 + p2)
2 = (p3 + p4)

2 (B.4)

t = (p1 + p3)
2 = (p2 + p4)

2 (B.5)

u = (p1 + p4)
2 = (p2 + p3)

2 (B.6)

··

· ·

p1

p2

p3

p4

Figura B.5: (Dispersión 2 −→ 2) con una convención de todos los momentos entrantes.

B.2.1. Propiedades de las variables de Mandelstam

A continuación presentamos dos propiedades importantes de las variables de Mandelstam: el ĺımite relati-
vista y la suma de las variables s, t y u.

Variables de Mandelstam en el ĺımite relativista

La enerǵıa relativista para una part́ıcula está dada por

E2 = p2c2 +m2
0c

4, (B.7)

donde E es la enerǵıa total, p es el momento de la part́ıcula y m0 es la masa en reposo de la part́ıcula. Y
en unidades naturales esta ecuación se escribe como

E2 = p2 +m2
0 (B.8)

En el ĺımite relativista, la masa en reposo de las part́ıculas se considera despreciable, aśı E2 ≈ p2. Y dado
que p2i = m2

i se tiene que

s ≈ 2p1 · p2

t ≈ −2p1 · p3

u ≈ −2p1 · p4.

(B.9)

Nótese que empleamos la convención p1 + p2 = p3 + p4.
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Suma de las variables de Mandelstam

La suma de variables de Mandelstam da

s+ t+ u = m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4, (B.10)

donde m1, m2, m3 y m4 son las masas de las part́ıculas 1, 2, 3 y 4 respectivamente. A continuación
presentamos la demostración de esta propiedad.

Demostración de la suma de las variables de Mandelstam

s+ t+ u = (p1 + p2)
2 + (p1 − p3)

2 + (p1 − p4)
2 = p21 + p22 + 2p1 · p2 + p21 − 2p1 · p3 + p23 + p21 − 2p1 · p4 + p24

s+t+u = m2
1+m

2
2+m

2
3+m

2
4+2p21+2p1 ·p2−2p1 ·p3−2p1 ·p4 = m2

1+m
2
2+m

2
3+m

2
4+2p1 ·(p1+p2−p3−p4)

donde

2p1 · (p1 + p2 − p3 − p4) = 2p1 · (p1 + p2 − (p1 + p2)) = 0

Aśı, obtenemos que
s+ t+ u = m2

1 +m2
2 +m2

3 +m2
4.

Si en la expresión (B.10) tenemos que m1 = m2 = m3 = m4 = m, obtenemos el caso especial que nos fue
de utilidad en el texto principal

s+ t+ u = 4m2. (B.11)

Es interesante notar que aún si empleamos la convención de todos los momentos entrantes, la propiedad
(B.10) se preserva.

Demostración de la propiedad de suma de las variables de Mandelstam (con la convención
p1 + p2 + p3 + p4 = 0 ).

s+ t+ u = (p1 + p2)
2 + (p2 + p4)

2 + (p2 + p3)
2 = p21 + 2p1 · p2 + p22 + p22 + 2p2 · p4 + p24 + p22 + 2p2 · p3 + p23

= m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4 + 2p1 · p2 + 2p22 + 2p2 · p3 + 2p2 · p4

= m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4 + 2p2 · (p1 + p2 + p3 + p4)

Aśı, obtenemos que
s+ t+ u = m2

1 +m2
2 +m2

3 +m2
4.
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Apéndice C

Cálculo de las reglas de Feynman

En este caṕıtulo presentamos los métodos de cálculos de las reglas de Feynman que se emplean en el
texto principal. Primero comenzamos con el mecanismo de cálculo de la función de dos puntos y después
presentamos el cálculo de los vértices.

C.1. Cálculo de propagadores

Primero vamos a ilustrar el método del cálculo de los propagadores. Comenzamos con el propagador del
modelo ¼ϕ4, luego con el propagador del modelo de galileones escalares y finalmente con el cálculo de los
propagadores escalar y vectorial del modelo de Stueckelberg generalizado con un galileón cúbico acoplado.

C.1.1. Cálculo del propagador del modelo ¼ϕ4

El lagrangiano del modelo ¼ϕ4 se puede separar en un lagrangiano cinético (el cual nos dará el propagador)
y un lagrangiano de interacción

Lϕ = L0,ϕ + LI,ϕ, (C.1)

donde L0,ϕ es el lagrangiano cinético y LI,ϕ es el lagrangiano de interacción. Para calcular el propagador
empleamos el lagrangiano cinético:

L0,ϕ = −
1

2
m2ϕ2 −

1

2
ϕ∂µ∂µϕ, (C.2)

escribimos el lagrangiano de la forma ϕOk ϕ

L0,ϕ =
1

2
ϕ
[

−∂µ∂µ −m2
]

ϕ =
1

2
ϕOkϕ,

donde Ok es el operador cinético y está dado por

Ok(x) = −∂µ∂µ −m2. (C.3)

Reescribimos el operador cinético en el espacio de momentos:
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∂µ = −ipµ, ∂µ = −ipµ. (C.4)

Y finalmente, el operador cinético está dado por

Ok(p) = p2 −m2. (C.5)

Ahora, el propagador se define como:

ïϕϕðp ≡ ïO|T{ϕϕ}Oðp = iO−1
k (p) =

i

p2 −m2
. (C.6)

Entonces, el propagador del modelo ¼ϕ4 está dado por:

ïϕϕðp =
i

p2 −m2
. (C.7)

C.1.2. Cálculo del propagador del modelo de galileones escalares

Continuamos con el modelo de galileones escalares, el cual está dado por

Lm,Ã = g1Λ
3Ã −

1

2
∂µÃ∂

µÃ −
1

2
m2Ã2 + L3 + L4 + L5, (C.8)

este lagrangiano se puede reescribir como

Lm,Ã = L1 + L0,Ã + L3 + L4 + L5, (C.9)

donde L1 no nos proporciona ninguna información, el lagrangiano L0,Ã nos dará la función de dos puntos.
Por su parte, los lagrangianos L3,L4 y L5 son las interacciones. Y L0,Ã está dado por:

L0,Ã = −
1

2
m2Ã2 −

1

2
Ã∂µ∂µÃ. (C.10)

El lagrangiano lo podemos escribir de la siguiente forma

L0,Ã =
1

2
Ã
[

−∂µ∂µ −m2
]

Ã =
1

2
ÃOkÃ,

donde el operador está dado por
Ok(x) = −∂µ∂µ −m2. (C.11)

Pasamos al espacio de momentos
∂µ = −ipµ, ∂µ = −ipµ, (C.12)

y el operador que
Ok(p) = p2 −m2. (C.13)

El propagador se obtiene de la siguiente forma

ïÃÃðp ≡ ïO|T{ÃÃ}Oðp = iO−1
k (p) =

i

p2 −m2
. (C.14)
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Aśı, podemos concluir que el propagador está dado por:

ïÃÃðp =
i

p2 −m2
. (C.15)

C.1.3. Cálculo de los propagadores del modelo de Stuckelberg genera-

lizado con un galileón cúbico acoplado

El modelo generalizado de Stueckelberg con un galileón cúbico acoplado está dado por

L = −
1

4
Fµ¿Fµ¿ +

m2

2

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

−
1

2À
(∂µAµ + ÀmÃ)2

+
g3
3!

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

∂¿
(

A¿ −
1

m
∂¿Ã

)

.

(C.16)

Vamos a aplicar el mismo procedimiento que empleamos para el modelo ¼ϕ4 y de los galileones escalares.
Reescribimos el lagrangiano como

L = L0,Stu + LI,gal (C.17)

donde el lagrangiano cinético está dado por

L0,Stu = −
1

4
Fµ¿Fµ¿ +

m2

2

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

−
1

2À
(∂µAµ + ÀmÃ)2 . (C.18)

Del otro lado, el lagrangiano de interacción está dado por

LI,gal =
g3
3!

(

Aµ −
1

m
∂µÃ

)2

∂¿
(

A¿ −
1

m
∂¿Ã

)

. (C.19)

Del lagrangiano L0,Stu podemos obtener el propagador escalar y el propagador vectorial del modelo. Con
un poco de álgebra y empleando el hecho de que las derivadas totales no contribuyen en el lagrangiano,
podemos expandir el lagrangiano cinético de modo que se reescribe como

L0,Stu =
1

2
A¿∂µ∂µA¿ −

1

2
A¿∂µ∂¿Aµ +

m2

2
AµAµ +

1

2À
Aµ∂

µ∂¿A
¿ −

1

2
Àm2Ã2 −

1

2
Ã∂µ∂µÃ. (C.20)

Este lagrangiano cinético se puede separar en la parte cinética debida al campo vectorial y una parte
cinética debida al campo escalar, es decir

L0,Stu = L0,A + L0,Ã (C.21)

donde

L0,A =
1

2
A¿∂µ∂µA¿ −

1

2
A¿∂µ∂¿Aµ +

m2

2
AµAµ +

1

2À
Aµ∂

µ∂¿A
¿ (C.22)
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y

L0,Ã = −
1

2
Àm2Ã2 −

1

2
Ã∂µ∂µÃ. (C.23)

Comenzamos con el propagador escalar, ya que es más sencillo. Primero, reescribimos el lagrangiano en
términos que podamos identificar el operador

L0,Ã =
1

2
Ã
(

−Àm2 − ∂µ∂µ
)

Ã =
1

2
Ok(x)Ã (C.24)

donde el operador está dado por

Ok(x) = −∂µ∂µ − Àm2, (C.25)

aśı, el operador en el espacio de momentos está dado por

Ok = p2 − Àm2. (C.26)

Eso implica que el propagador está dado por

ïÃÃðp ≡ ïO|TÃÃ|OðP = iO−1
k (p) =

i

p2 − Àm2
. (C.27)

Ahora, continuamos con el lagrangiano del propagador vectorial:

L0,A =
1

2

[

A¿(∂µ∂µA¿ − ∂µ∂¿Aµ +m2A¿) +
1

À
Aµ∂

µ∂¿A
¿

]

, (C.28)

vamos a aplicar algunas modificaciones a los términos del lagrangiano, primero utilizaremos AµAµ = A¿A¿

dado que los ı́ndices son mudos. Luego cambiaremos ¿ → ³, eso implica que

A¿ = g¿´A
´ , Aµ = gµ´A

´ , A³ = g³´A
´ , (C.29)

eso implica que

L0,A =
1

2

[

A³
(

g³´∂µ∂
µA´ − gµ´∂

µ∂³A
´ +m2g³´A

´
)

+
1

À
gµ´A

´∂µ∂³A
³

]

. (C.30)

En el término A´∂´∂³A
³ = A³∂³∂´A

´ , cambiamos los ı́ndices ´ ´ ³, aśı

L0,A =
1

2

[

A³

(

g³´∂
µ∂µA

´ − ∂³∂´A
´ +m2g³´A

´ +
1

À
∂³∂´A

´

)]

=
1

2
A³

[

g³´∂
µ∂µ − ∂³∂´ +

1

À
∂³∂´ +m2g³´

]

A´

(C.31)
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L0,A =
1

2
A³

[

g³´∂
µ∂µ +

(

1

À
− 1

)

∂³∂´ +m2g³´

]

A´ =
1

2
A³[Ok(x)]³´A

´ (C.32)

donde g³´ = diag(1,−1,−1,−1). En el espacio de momentos el operador se escribe como

[Ok(x)]³´ = −g³´(p
2 −m2) +

(

1−
1

À

)

p³p´ (C.33)

para obtener el operador inverso empleamos la siguiente relación

[Ok(p)]
³´ [O−1

k (p)
]

´µ
= ¶³µ , (C.34)

y sabemos que el operador debe tener la forma

[

O−1
k (p)

]µ¿
= Xgµ¿ + Y pµp¿ . (C.35)

Sustituyendo en (C.34), tenemos

[Ok(p)]
³´ [O−1

k (p)
]

´µ
= ¶³µ =

[

−g³´(p2 −m2) +

(

1−
1

À

)

p³p´
]

[Xg´µ + Y p´pµ ], (C.36)

¶³µ = −(p2 −m2)X¶³µ +

(

1−
1

À

)

p³pµX +

(

1−
1

À

)

p³p´p´pµY − (p2 −m2)Y p³pµ ,

por dependencia lineal

¶³µ = −(p2 −m2)X¶³µ =⇒ X = −
1

p2 −m2
, (C.37)

0 =

(

1−
1

À

)

p³pµ
−1

p2 −m2
+

(

1−
1

À

)

p³pµp
2Y − (p2 −m2)Y p³pµ , (C.38)

p³pµ

{(

1−
1

À

)(

−1

p2 −m2

)

+

[(

1−
1

À

)

p2 − (p2 −m2)

]

Y

}

= 0,

=⇒ −

(

1− 1
À

p2 −m2

)

+

[

p2 −
p2

À
− p2 +m2

]

Y = 0,

=⇒
1− 1

À

p2 −m2
+

(

1

À
p2 −m2

)

Y = 0,
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aśı obtenemos

Y = −
1

1
Àp

2 −m2

(1− 1
À )

p2 −m2

=
−À

p2 − Àm2

À − 1

À(p2 −m2)

=
1− À

(p2 − Àm2)(p2 −m2)
,

(C.39)

de este modo obtenemos

[

O−1
k (p)

]µ¿
=

−1

p2 −m2
gµ¿ +

1− À

(p2 − Àm2)(p2 −m2)
pµp¿ . (C.40)

Finalmente, el propagador vectorial se lee como

ïAµA¿ð =
−i

p2 −m2

[

gµ¿ + (À − 1)
pµp¿

p2 − Àm2

]

. (C.41)

C.2. Método funcional para calcular los vértices

· pn

p1

p2

p3

p5

p4

p6

p7

n− 7

Figura C.1: Vértice de n momentos entrantes.

El vértice se define como i-veces la función de n puntos, es decir

V
(n)
0 (p1, · · ·, pn) = iΓ

(n)
0 a1···an(p1, · · ·, pn). (C.42)

La función de n puntos (figura C.1) se obtiene a partir del método funcional, y podemos escribir calcular
el vértice a partir de la siguiente fórmula

iΓ
(n)
0 a1···an(p1, · · ·, pn) (2Ã)

4 ¶4(p1 + · · ·+ pn) = i (2Ã)4n
¶(n)Γ

0
[ϕa]

¶ϕa1(p1) · · · ¶ϕan(pn)
, (C.43)

donde utilizamos las relaciones
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¶Aµ(p)

¶A¿(q)
= ¶¿µ ¶

4(p− q), (C.44)

¶Aµ(p)

¶A¿(q)
= gµ´

¶A´(p)

¶A¿(q)
= gµ´¶¿´¶

4(p− q) = gµ¿ ¶4(p− q), (C.45)

¶Ã(p)

¶Ã(q)
= ¶4(p− q). (C.46)

C.2.1. Cálculo del vértice del modelo ¼ϕ4

La interacción del modelo ¼ϕ4 se describe por medio del lagrangiano

LI,ϕ = −
¼

4!
ϕ4. (C.47)

Este lagrangiano lo podemos escribir en términos de los momentos qi para cada campo:

LI,ϕ = −
¼

4!
ϕ(q1)ϕ(q2)ϕ(q3)ϕ(q4). (C.48)

El vértice del modelo está dado por

iΓ
(4)
0 = −

i¼

4!

∫

d4xϕ4. (C.49)

Y en este caso, la regla dada por la ecuación (C.43) se escribe como

iΓ
(4)
0 (p1, p2, p3, p4)(2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3 + p4) = i(2Ã)4(4)
¶4Γ0[ϕ]

¶ϕ(p1)¶ϕ(p2)¶ϕ(p3)¶ϕ(p4)
. (C.50)

Esto lo podemos expandir como

iΓ
(4)
0 (p1, p2, p3, p4)(2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3 + p4) = −i(2Ã)16
¼

4!

∫

d4x
1

(2Ã)4(4)
e−i(q1+q2+q3+q4)·x

[

¶4(p1 − q1)¶
4(p2 − q2)¶

4(p3 − q3)¶
4(p4 − q4) + perm(1, 2, 3, 4)

]

.

(C.51)

Utilizando la definición de la delta de Dirac

∫

d4x f(qi)¶
4(pi − qi) = f(pi), (C.52)

tenemos que

iΓ
(4)
0 (p1, p2, p3, p4)¶

4(p1 + p2 + p3 + p4) = −i¼
1

(2Ã)4

∫

d4x e−i(p1+p2+p3+p4)·x. (C.53)

Aśı, finalmente el vértice del modelo ¼ϕ4 está dado por
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iΓ
(4)
0 (p1, p2, p3, p4) = −i¼. (C.54)

C.2.2. Cálculo de los vértices del modelo de galileones escalares

Cálculo del vértice cúbico

Dado el lagrangiano del galileón cúbico

L3 =
g3
3!Λ3

Ã
[

(□Ã)2 − (∂µ∂¿Ã)
2
]

. (C.55)

Etiquetamos los campos Ã con los momentos q1, q2 y q3

L3 =
g3
3!Λ3

[∂µ∂
µÃ(q1)∂¿∂

¿Ã(q2)− ∂µ∂¿Ã(q1)∂
µ∂¿Ã(q2)]Ã(q3). (C.56)

El vértice cuártico está dado por

iΓ0 = i

∫

d4xL3,

de acuerdo con la ecuación (C.1), el vértice está dado por

iΓ0 =
ig3
3!Λ3

∫

d4x





3
∏

j=1

∫

d4qj

(2Ã)4(3)
e−iqj ·x



 [(−iq1)µ(−iq1)
µ(−iq2)¿(−iq2)

¿ − (−iq1)µ(−iq1)¿(−iq2)
µ(−iq2)

¿ ]

Ã(q1)Ã(q2)Ã(q3).

(C.57)

iΓ0 =
ig3
3!Λ3

1

(2Ã)12

∫

d4x





3
∏

j=1

∫

d4qje
−iqj ·x





[

q21q
2
2 − (q1 · q2)

2
]

Ã(q1)Ã(q2)Ã(q3), (C.58)

donde empleamos

¶Ã(qi)

¶Ã(pj)
= ¶4(pj − qi), (C.59)

iΓ3
0(p1, p2, p3)(2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) = i(2Ã)12
¶3Γ0

¶Ã(p1)¶Ã(p2)¶Ã(p3)
, (C.60)

iΓ3
0(p1, p2, p3)(2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) =
ig3
3!Λ3

∫

d4x





3
∏

j=1

∫

d4qi
(2Ã)12



 e−i(q1+q2+q3)·x

[

q21q
2
2 − (q1 · q2)

2
] ¶3 [Ã(q1)Ã(q2)Ã(q3)]

¶Ã(p1)¶Ã(p2)¶Ã(p3)
,

(C.61)
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iΓ3
0(p1, p2, p3)(2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) =
ig3
3!Λ3

∫

d4x





3
∏

j=1

∫

d4qi
(2Ã)12



 e−i(q1+q2+q3)·x

[

q21q
2
2 − (q1 · q2)

2
] [

¶4(p1 − q1)¶
4(p2 − q2)¶

4(p3 − q3) + perm(1, 2, 3)
]

,

(C.62)

iΓ3
0(p1, p2, p3)(2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) =
ig3
3!Λ3

∫

d4x e−i(p1+p2+p3)·x

[

2p21p
2
2 − 2(p1 · p2)

2 + 2p21p
2
3 − 2(p1 · p3)

2 + 2p22p
2
3 − 2(p2 · p3)

2
]

,

(C.63)

iΓ3
0(p1, p2, p3) ¶

4(p1 + p2 + p3) =
ig3
3Λ3

1

(2Ã)4

∫

d4x e−i(p1+p2+p3)·x

[

p21p
2
2 − (p1 · p2)

2 + p21p
2
3 − (p1 · p3)

2 + p22p
2
3 − (p2 · p3)

2
]

,

(C.64)

usando la definición de la función delta de Dirac

¶(k) =
1

2Ã

∫ ∞

−∞
e−ikx dx (C.65)

¶4(p1 + p2 + p3) =
1

(2Ã)4

∫ ∞

−∞
e−i(p1+p2+p3)·x d4x (C.66)

Y finalmente obtenemos el vértice cúbico de los galileones escalares, el cual está dado por

V
(3)
0 = iΓ3

0(p1, p2, p3) =
ig3
3Λ3

[

p21p
2
2 − (p1 · p2)

2 + p21p
2
3 − (p1 · p3)

2 + p22p
2
3 − (p2 · p3)

2
]

. (C.67)

Cálculo del vértice cuártico

El lagrangiano del galileón cuártico está dado por

L4 = −
g4
4!Λ6

Ã
[

(□Ã)3 − 3□Ã(∂µ∂¿Ã)
2 + 2(∂µ∂¿Ã)

3
]

. (C.68)

Empleando el campo Ã en el espacio de momentos

Ã(x) =

∫

d4qi
(2Ã)4

e−iqi·x Ã(q1), (C.69)

podemos reescribir el lagrangiano etiquetando los campos Ã con los momentos q1, q2, q3 y q4:

L4 = −
g4
4!Λ6

[∂µ∂
µÃ(q1)∂¿∂

¿Ã(q2)∂Ã∂
ÃÃ(q3)− 3∂Ã∂

ÃÃ(q1)∂µ∂¿Ã(q2)∂
µ∂¿Ã(q3)

+2∂µ∂¿Ã(q1)∂
µ∂ÃÃ(q2)∂

Ã∂¿Ã(q3)]Ã(q4),
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en el espacio de momentos

L4 =
g4
4!Λ6

[q21q
2
2q

2
3 − 3q21(q2 · q3)

2 + 2(q1 · q2)(q2 · q3)(q1 · q3)]Ã(q1)Ã(q2)Ã(q3)Ã(q4).

De este modo podemos calcular el vértice por medio de

iΓ4
0 (2Ã)

4(p1 + p2 + p3 + p4) = i (2Ã)4(4)
¶4Γ0

¶Ã(p1) ¶Ã(p2) ¶Ã(p3) ¶Ã(p4)
. (C.70)

Expĺıcitamente, tenemos

iΓ4
0(2Ã)

4 ¶4(p1 + p2 + p3 + p4) =
ig4
4!Λ6

(2Ã)16

(2Ã)16

∫

d4x
4
∏

i=1

[
∫

d4qi e
−i(qi·x)

]

[q21q
2
2q

2
3 − 3q21(q2 · q3)

2 + 2(q1 · q2)(q2 · q3)(q1 · q3)]

[¶4(p1 − q1)¶
4(p2 − q2)¶

4(p3 − q3)¶
4(p4 − q4) + perm(1, 2, 3, 4)].

(C.71)

Para obtener el cálculo completo recurrimos a la fórmula para permutaciones

mPn =
n!

(n−m)!
. (C.72)

Tenemos permutaciones de 4 elementos (p1, p2, p3, p4) con 4 posiciones:

4P4 =
4!

(4− 4)!
= 24. (C.73)

Es decir, tendremos 24 términos de combinaciones ¶4(pi− qj). Para poder realizar rápidamente los cálculos
empleamos la tabla C.1.

1 2 3 4 2 1 3 4 3 1 2 4 4 1 2 3
1 3 2 4 2 3 1 4 3 2 1 4 4 1 3 2
1 4 3 2 2 3 4 1 3 4 2 1 4 2 1 3
1 3 4 2 2 1 4 3 3 4 1 2 4 2 3 1
1 2 4 3 2 4 1 3 3 2 4 1 4 3 1 2
1 4 2 3 2 4 3 1 3 1 4 2 4 3 2 1

Tabla C.1: Ayuda para visualizar los elementos al calcular las integrales

Para los términos de la forma q21q
2
2q

2
3 nos podemos dar cuenta de que cualquier combinación sin repetición

de tres momentos de los cuatro posibles nos da el mismo resultado (esto lo podemos verificar en la primera
columna de la tabla C.1), para eso empleamos la fórmula de combinaciones

nCm =
n!

m! (n−m)!
. (C.74)

4C3 = 4, eso quiere decir que para cada combinación hay 6 términos iguales. Eso implica que
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q21q
2
2q

2
3

[

¶4(p1 − q1)¶
4(p2 − q2)¶

4(p3 − q3)¶
4(p4 − q4) + perm(1, 2, 3, 4)

]

= 6
[

p21p
2
2p

2
3 + p21p

2
2p

2
4 + p21p

2
3p

2
4 + p22p

2
3p

2
4

]

.
(C.75)

Luego, continuando con los términos de la forma −3q21(q2 ·q3)
2, podemos notar que al permutar los términos

q2 · q3 obtenemos la misma cantidad, eso implica que los 24 términos se reducen a 12 y aśı los términos
−3q21(q2 · q3)

2
[

¶4(p1 − q1)¶
4(p2 − q2)¶

4(p3 − q3)¶
4(p4 − q4) + perm(1, 2, 3, 4)

]

se leen:

− 6p21(p2 · p3)
2 − 6p22(p1 · p3)

2 − 6p23(p1 · p2)
2

− 6p21(p2 · p4)
2 − 6p22(p1 · p4)

2 − 6p24(p1 · p2)
2

− 6p21(p3 · p4)
2 − 6p23(p1 · p4)

2 − 6p24(p1 · p3)
2

− 6p22(p3 · p4)
2 − 6p23(p2 · p4)

2 − 6p24(p2 · p3)
2.

(C.76)

Finalmente, los términos de la forma 2(p1 · p2)(p2 · p3)(p1 · p3) dan la misma cantidad al permutar los
momentos p1, p2 y p3, eso implica que solo hay 4 términos distintos:

12(p1 · p2)(p2 · p3)(p1 · p3)

+12(p1 · p3)(p3 · p4)(p1 · p4)

+12(p1 · p2)(p2 · p4)(p1 · p4)

+12(p2 · p3)(p3 · p4)(p2 · p4).

(C.77)

De este modo, el vértice se lee

iΓ4
0(2Ã)

4 ¶4(p1 + p2 + p3 + p4) =i
g4
4!Λ6

∫

d4x e−i(p1+p2+p3+p4)·x

[6
[

p21p
2
2p

2
3 + p21p

2
2p

2
4 + p21p

2
3p

2
4 + p22p

2
3p

2
4

]

− 6p21(p2 · p3)
2 − 6p22(p1 · p3)

2 − 6p23(p1 · p2)
2

− 6p21(p2 · p4)
2 − 6p22(p1 · p4)

2 − 6p24(p1 · p2)
2

− 6p21(p3 · p4)
2 − 6p23(p1 · p4)

2 − 6p24(p1 · p3)
2

− 6p22(p3 · p4)
2 − 6p23(p2 · p4)

2 − 6p24(p2 · p3)
2

+ 12(p1 · p2)(p2 · p3)(p1 · p3) + 12(p1 · p3)(p3 · p4)(p1 · p4)

+ 12(p1 · p2)(p2 · p4)(p1 · p4) + 12(p2 · p3)(p3 · p4)(p2 · p4)].

(C.78)

Luego, empleando la definición de la delta de Dirac y factorizando un 6 tenemos que el vértice está dado
por

V
(4)
0 = iΓ4

0 =
ig4
4Λ6

[p21p
2
2p

2
3 + p21p

2
2p

2
4 + p21p

2
3p

2
4 + p22p

2
3p

2
4

−p21(p2 · p3)
2 − p21(p2 · p4)

2 − p21(p3 · p4)
2 − p22(p1 · p3)

2

−p22(p1 · p4)
2 − p22(p3 · p4)

2 − p23(p1 · p2)
2 − p23(p1 · p4)

2

−p23(p2 · p4)
2 − p24(p1 · p2)

2 − p24(p1 · p3)
2 − p24(p2 · p3)

2

+2(p1 · p2)(p1 · p3)(p2 · p3) + 2(p1 · p2)(p2 · p4)(p1 · p4)

+2(p1 · p3)(p3 · p4)(p1 · p4) + 2(p2 · p3)(p3 · p4)(p3 · p4)].

(C.79)
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Cálculo del vértice qúıntico

El lagrangiano del galileón qúıntico está dado por

L5 =
g5
5!Λ9

Ã
[

(□Ã)4 − 6(□Ã)2(∂µ∂¿Ã)
2 − 3

[

(∂µ∂¿Ã)
2
]2

+ 8(∂µ∂¿Ã)
3
□Ã − 6(∂µ∂¿Ã)

4
]

. (C.80)

En el espacio de momentos, el lagrangiano se escribe como

L5 =
g5
5!Λ9

Ã(q5)[(−iq1)
2(−iq2)

2(−iq3)
2(−iq4)

2 − 6(−iq1)
2(−iq2)

2(−iq3)µ(−iq3)¿(−iq4)
µ(−iq4)

¿

−3(−iq1)µ(−iq2)
µ(−iq1)¿(−iq2)

¿(−iq3)Ã(−iq3)Ä(−iq4)
Ã(−iq4)

Ä

+8(−iq1)µ(−iq1)¿(−iq2)
¿(−iq2)

Ã(−iq3)
µ(−iq3)Ã(−iq4)

2

−6(−iq1)µ(−iq1)¿(−iq2)
¿(−iq2)Ã(−iq3)

Ã(−iq3)Ä(−iq4)
Ä(−iq4)

µ],

(C.81)

L5 =
g5
5!Λ9

[q21q
2
2q

2
3q

2
4 + 3(q1 · q2)

2(q3 · q4)
2 + 8(q1 · q2)(q2 · q3)(q1 · q3)q

2
4

−6(q1 · q2)(q2 · q3)(q3 · q4)(q4 · q1)]Ã(q1)Ã(q2)Ã(q3)Ã(q4)Ã(q5).
(C.82)

Podemos calcular el vértice por medio de la regla

iΓ5
0(p1, p2, p3, p4, p5)(2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3 + p4 + p5) = i(2Ã)4(5)
¶5Γ5

0[Ã]

¶Ã(p1)¶Ã(p2)¶Ã(p3)¶Ã(p4)¶Ã(p5)
. (C.83)

Expĺıcitamente tenemos

iΓ5
0(p1, p2, p3, p4, p5)(2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3 + p4 + p5) = i
(2Ã)20

(2Ã)20
g5
5!Λ9

(2Ã)4

(2Ã)4
∫

d4x e−i(p1+p2+p3+p4+p5)·x [p21p
2
2p

2
3p

2
4 − 6(p1 · p2)

2p23p
2
4 + 3(p1 · p2)

2(p3 · p4)
2

+8(p1 · p2)(p2 · p3)(p3 · p1)p
2
4 − 6(p1 · p2)(p2 · p3)(p3 · p4)(p4 · p1) + perm(1, 2, 3, 4, 5)],

(C.84)

y ya que
1

(2Ã)4

∫

d4x e−i(p1+p2+p3+p4)·x ≡ ¶4(p1 + p2 + p3 + p4 + p5), (C.85)

tenemos que

iΓ5
0(p1, p2, p3, p4, p5) =

g5
5!Λ9

[p21p
2
2p

2
3p

2
4 − 6(p1 · p2)

2p23p
2
4 + 8(p1 · p2)(p2 · p3)(p1 · p3)p

2
4

+3(p1 · p2)
2(p3 · p4)

2 − 6(p1 · p2)(p2 · p3)(p3 · p4)(p1 · p4) + perm(1, 2, 3, 4, 5)].
(C.86)

De este modo el vértice está dado por

V
(5)
0 = iΓ5

0 =
g5
5!Λ9

[p21p
2
2p

2
3p

2
4 − 6(p1 · p2)

2p23p
2
4 + 8(p1 · p2)(p2 · p3)(p1 · p3)p

2
4 + 3(p1 · p2)

2(p3 · p4)
2

−6(p1 · p2)(p2 · p3)(p3 · p4)(p1 · p4) + perm(1, 2, 3, 4, 5)].
(C.87)

97



Análisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramı́rez

C.2.3. Cálculo del modelo de Proca generalizado con un galileón cúbico

acoplado

Interacción (3, 0)

L(3,0) =
g3
3!
AµAµ ∂

¿A¿ (C.88)

Γ
(3,0)
0 =

g3
3!

∫

d4xAµAµ ∂
¿A¿ (C.89)

iΓ
(3,0)
0 (p1, p2, p3)(2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) = i(2Ã)12
¶3Γ

(3,0)
0

¶AÃ(p1)¶AÄ(p2)¶Aµ(p3)
(C.90)

iΓ
(3,0)
0 (2Ã)4¶4(p1+p2+p3) =

ig3(2Ã)
12

6(2Ã)12

∫

d4x

(

3
∏

i′=1

∫

d4pi′e
−ipi′ ·x

)

p¿3′
¶3 [Aµ(p1′)Aµ(p2′)A¿(p3′)]

¶AÃ(p1)AÄ(p2)Aµ(p3)
(C.91)

iΓ
(3,0)
0 (2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3) =

ig3
6

∫

d4x

(

3
∏

i′=1

∫

d4pi′e
−ipi′ ·x

)

p¿3′

[gµµ¶Äµ¶
Ã
¿ ¶

4(p1′ − p3)¶
4(p2′ − p2)¶

4(p3′ − p1) + gµµ¶Ä¿¶
Ä
µ¶

4(p1′ − p3)¶
4(p2′ − p3)¶

4(p3′ − p2)

gµµ¶Ä¿¶
Ã
µ¶

4(p2′ − p3)¶
4(p1′ − p2)¶

4(p3′ − p1) + gµÃ¶µµ¶
Ä
¿¶

4(p2′ − p3)¶
4(p1′ − p1)¶

4(p3′ − p2)

+ gµÄ¶µ¿ ¶
Ã
µ¶

4(p3′ − p3)¶
4(p1′ − p1)¶

4(p2′ − p1) + gµÃ¶µ¿ ¶
Ä
µ¶

4(p3′ − p3)¶
4(p2′ − p2)¶

4(p1′ − p1)]

(C.92)

iΓ
(3,0)
0 (2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3) =

g3
6

∫

d4x

(

3
∏

i′=1

∫

d4pi′e
−ipi′ ·x

)

[gÄµpÃ3′¶
4(p1′ − p3)¶

4(p2′ − p2)¶
4(p3′ − p1) + gµÃpÄ3′¶

4(p1′ − p3)¶
4(p2′ − p3)¶

4(p3′ − p2)

gµÄpÃ3′¶
4(p2′ − p3)¶

4(p1′ − p2)¶
4(p3′ − p1) + gµÃpÄ3′¶

4(p2′ − p3)¶
4(p1′ − p1)¶

4(p3′ − p2)

+ gÄÃpµ3′¶
4(p3′ − p3)¶

4(p1′ − p1)¶
4(p2′ − p1) + gÄÃpµ3′¶

4(p3′ − p3)¶
4(p2′ − p2)¶

4(p1′ − p1)]

(C.93)

donde gÄµ = gµÄ, ya que es la métrica de Minkowski. También tenemos

∫

d4pi′ e
−ip′i·x p¿i′ ¶

4(pi′ − pj) = p¿j e
−ipj ·x, (C.94)

∫

d4pi′ e
−ip′i·x ¶4(pi′ − pj) = p¿j e

−ipj ·x. (C.95)

iΓ
(3,0)
0 (2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3) =

g3
3

∫

d4x e−i(p1+p2+p3)·x [gÄµpÃ1 + gÃµpÄ3 + gÃÄpµ3 ] , (C.96)

iΓ
(3,0)
0 (2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3) =

g3
3
[gÄµpÃ1 + gÃµpÄ3 + gÃÄpµ3 ] (2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3). (C.97)
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Finalmente,

iΓ
(3,0)
0 =

g3
3
[gÄµpÃ1 + gÃµpÄ3 + gÃÄpµ3 ] . (C.98)

Interacción (2, 1)

L(2,1) =
−g3
3!m

(AµAµ∂
¿∂¿Ã + 2Aµ∂¿A¿∂µÃ) , (C.99)

iΓ
(2,1)
0 (p1, p2, p3) (2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) = i(2Ã)12
¶3Γ

(2,1)
0

¶AÄ(p1)¶AÃ(p2)¶Ã(p3)
. (C.100)

iΓ
(2,1)
0 (p1, p2, p3) (2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) =
−ig3(2Ã)

12

6m

∫

d4x

(

1

(2Ã)12

3
∏

i′=1

∫

d4pi′ e
−ipi′ ·x

)

¶3

¶AÄ(p1)¶AÃ(p2)¶Ã(p3)

[

−p23′A
µ(p1′)Aµ(p2′)Ã(p3′)− 2p¿2′p3′µA

µ(p1′)A¿(p2′)Ã(p3′)
]

.

(C.101)

iΓ
(2,1)
0 (p1, p2, p3) (2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) =
ig3
6m

∫

d4xe−i(p
1′
+p

2′
+p

3′
)·x

[gÄÃp23′¶
4(p1′ − p2) ¶

4(p2′ − p1) + gÃÄp23′ ¶
4(p2′ − p2)¶

4(p1′ − p1)

+ 2pÄ2′p
Ã
3′¶

4(p1′ − p2)¶
4(p2′ − p1) + 2pÄ3′p

Ã
2′ ¶

4(p1′ − p1)¶
4(p2′ − p2)]¶

4(p3′ − p3),

(C.102)

iΓ
(2,1)
0 (p1, p2, p3) (2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) =
ig3
6m

∫

d4xe−i(p1+p2+p3)·x [gÄÃp23 + gÃÄp23 + 2pÄ1p
Ã
3 + 2pÄ3p

Ã
2

]

,

iΓ
(2,1)
0 (p1, p2, p3) (2Ã)

4¶4(p1 + p2 + p3) =
ig3
3m

(2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3)
[

gÃÄp23 + pÄ1p
Ã
3 + pÄ3p

Ã
2

]

,

Finalmente,

iΓ
(2,1)
0 (p1, p2, p3) =

ig3
3m

[

gÃÄp23 + pÄ1p
Ã
3 + pÄ3p

Ã
2

]

. (C.103)

Interacción (1, 2)

L(1,2) =
g3

3!m2
[∂¿A¿∂

µÃ∂µÃ − 2Aµ∂µÃ∂
¿∂¿Ã] , (C.104)

L(1,2) =
g3

3!m2
=

−ig3
3!m2

[

pµ1′(p2′ · p3′) + 2pµ2′p
2
3′
]

Aµ(p1′)Ã(p2′)Ã(p3′). (C.105)

iΓ
(1,2)
0 (p1, p2, p3)(2Ã)

4 ¶4(p1 + p2 + p3) =
g3(2Ã)

12

6m2

∫

d4x

(

1

(2Ã)12

3
∏

i′

∫

d4pi′ e
−ipi′ ·x

)

[

pµ1′(p2′ · p3′ + 2pµ2′p
2
3′
] ¶3 [Aµ(p1′)Ã(p2′)Ã(p3′)]

¶AÃ(p1)¶Ã(p2)¶Ã(p3)
,

(C.106)
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iΓ
(1,2)
0 (p1, p2, p3)(2Ã)

4 ¶4(p1 + p2 + p3) =
g3
6m2

∫

d4x

(

3
∏

i′

∫

d4pi′ e
−ipi′ ·x

)

[

pµ1′(p2′ · p3′ + 2pµ2′p
2
3′
] [

¶Ãµ¶
4(p1 − p1′)

] [

¶4(p2 − p2′)¶
4(p3 − p3′) + ¶4(p2 − p3′)¶

4(p3 − p2′)
]

,

(C.107)

iΓ
(1,2)
0 (p1, p2, p3)(2Ã)

4 ¶4(p1 + p2 + p3) =
g3
6m2

∫

d4x e−ipi·x[2pÃ1 (p2 · p3) + 2pÃ2p
2
3 + 2pÃ3p

2
2], (C.108)

iΓ
(1,2)
0 (p1, p2, p3)(2Ã)

4 ¶4(p1 + p2 + p3) =
g3
3m2

(2Ã)4 ¶4(p1 + p2 + p3)[p
Ã
1 (p2 · p3) + pÃ2p

2
3 + pÃ3p

2
2], (C.109)

Finalmente,

iΓ
(1,2)
0 (p1, p2, p3) =

g3
3m2

[pÃ1 (p2 · p3) + pÃ2p
2
3 + pÃ3p

2
2]. (C.110)

Interacción (0, 3)

L(0,3) =
g3

3!m3
[∂µÃ∂µÃ∂

¿∂¿Ã] , (C.111)

Γ
(0,3)
0 =

∫

d4xL(0,3) =
g3

3!m3

∫

d4x [∂µÃ(x)∂µÃ(x)∂
¿∂¿Ã(x)] ,

iΓ
(0,3)
0 (2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3) = i(2Ã)12

¶3Γ
(0,3)
0

¶Ã(p1)¶Ã(p2)¶Ã(p3)
,

iΓ
(0,3)
0 (2Ã)4¶4(p1+p2+p3) =

ig3(2Ã)
12

3!m3

∫

d4x

(

1

(2Ã)12

3
∏

i′=1

∫

d4pi′ e
−i(pi′ ·x)

)

[

(p1′ · p2′) p
2
3′
¶3 [Ã(p1′)Ã(p2′)Ã(p3′ ]

¶Ã(p1)¶Ã(p2)¶Ã(p3)

]

.

iΓ
(0,3)
0 (2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3) =

ig3
3!m3

∫

d4x

(

3
∏

i′=1

∫

d4pi′ e
−i(pi′ ·x)

)

(p1′ · p2′) p
2
3′

[¶4(p1′ − p1)¶
4(p2′ − p2)¶

4(p3′ − p3) + ¶4(p1′ − p2)¶
4(p2′ − p3)¶

4(p3′ − p1)

+ ¶4(p1′ − p2)¶
4(p2′ − p1)¶

4(p3′ − p3) + ¶4(p1′ − p1)¶
4(p2′ − p3)¶

4(p3′ − p2)

+ ¶4(p1′ − p3)¶
4(p2′ − p2)¶

4(p3′ − p1) + ¶4(p1′ − p3)¶
4(p2′ − p1)¶

4(p3′ − p2)].

iΓ
(0,3)
0 (2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3) =

g3
3!m3

∫

d4x e−i(p1+p2+p3)·x [2p21(p2 · p3) + 2p22(p1 · p3) + 2p23(p1 · p2)
]

,

iΓ
(0,3)
0 (2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3) =

g3
3m3

(2Ã)4¶4(p1 + p2 + p3)
[

p21(p2 · p3) + p22(p1 · p3) + p23(p1 · p2)
]

,

iΓ
(0,3)
0 =

g3
3m3

[

p21(p2 · p3) + p22(p1 · p3) + p23(p1 · p2)
]

. (C.112)
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Apéndice D

Integrales de Passarino - Veltman

Las integrales sobre momentos sin restricciones, conocidas como integrales de lazo, en los diagramas de
Feynman suelen divergir. Una forma sistemática y simple de calcular las integrales que aparecen tras las
regularización dimensional es escribiéndolas en términos de la base de Passarino - Veltman [80]. De forma
general, las integrales de Passarino - Veltman se escriben como

Tn
µ1···µP

(p1, · · ·, pn−1,m0, · · ·,mn−1) =

∫

dDq
qµ1

· · · qµP

(q2 −m2
0 + iϵ)

{

∏n−1
j=1 [(q + pj)2 −m2

j + iϵ]
} . (D.1)

Esta definición nos indica el tipo de funciones de lazo de n− puntos, y a su vez n denota el n-ésimo caracter
del alfabeto, donde

T 1 = A,

T 2 = B,

T 3 = C,

T 4 = D,

·

·

·

(D.2)

En la figura D.1 se muestra de forma esquemática las integrales de 1− lazo de una alguna función de n
puntos. Las integrales que no contienen ningún momento pµ en el numerador son integrales escalares y se
denotan con un sub́ındice 0. La integral más sencilla es la integral escalar de 1− punto, denotada por

A0(m
2) =

∫

dDq
1

q2 −m2 + iϵ
, (D.3)

mostraremos expĺıcitamente el cálculo de esta integral en la sección D.3. Esta integral también será de gran
utilidad en el cálculo de otras integrales de 1− lazo, como mostraremos en la sección de descomposición
tensorial de las integrales de Passarino - Veltman.

Continuamos con las funciones de de 2− puntos, algunas de las integrales B más comúnes son

101



Análisis de las propiedades de los galileones escalares y vectoriales Edson Ramı́rez

······ ·

m0

q

······

······

······

······

m1

q + p1 q + pn−1

m2
q + p2

p
′

2
p
′

n−1

p
′

n
p
′

1

p1 = p
′

1

p2 = p
′

2
+ p

′

1

·

·

·

pn−1 = p
′

n−1
+ p

′

n−2

Figura D.1: Integral de 1 - lazo de una función de n puntos.

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

∫

dDq
1

(q2 −m2
1 + iϵ)((q2 + p2)−m2

2 + iϵ)
,

Bµ(p2,m2
1,m

2
2) =

∫

dDq
qµ

(q2 −m2
1 + iϵ)((q2 + p2)−m2

2 + iϵ)
,

Bµ¿(p2,m2
1,m

2
2) =

∫

dDq
qµq¿

(q2 −m2
1 + iϵ)((q2 + p2)−m2

2 + iϵ)
,

Bµ¿Ä(p2,m2
1,m

2
2) =

∫

dDq
qµq¿qÄ

(q2 −m2
1 + iϵ)((q2 + p2)−m2

2 + iϵ)
,

Bµ¿ÄÃ(p2,m2
1,m

2
2) =

∫

dDq
qµq¿qÄqÃ

(q2 −m2
1 + iϵ)((q2 + p2)−m2

2 + iϵ)
,

(D.4)

Algunas definiciones que se emplean comúnmente para simplificar la notación de Bi1 son

B0 ≡ B01, B1 ≡ B11. (D.5)

Los factores Bi1 son logaŕıtmicamente divergentes como indica el hecho de que tengan polos en los enteros
pares n g 4. A0 y Bi2 son cuadráticamente divergentes con polos en los enteros pares n g 2. B43 es
cuadráticamente divergente con polos en los enteros pares n g 0.

D.1. Integral genérica

La integral genérica que nos ayudará a calcular varias de las integrales de Passarino - Veltman se define
como

In(m
2) =

∫

dDq

(q2 −m2 + iϵ)n
. (D.6)

Calculamos los polos de la integral de q0, usando el hecho de que q2 = q20 − q2,

q2 −m2 + iϵ = 0, (D.7)
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q0 = ±
√

q2 +m2 − iϵ, (D.8)

expandiendo obtenemos

q0 = ±
√

q2 +m2 ∓
iϵ

2
√

q2 +m2
+O(ϵ2) = ±

√

q2 +m2 ∓ iϵ′, (D.9)

donde

ϵ′ =
ϵ

2
√

q2 +m2
. (D.10)

Estamos trabajando en un espacio de Minkowski generalizado en D dimensiones, con un tensor métrico
dado por diag(1,−1,−1,−1, · · ·,−1). Aplicando el truco de rotación de Wick que vimos en el caṕıtulo 2
empleamos los siguientes cambios de variable

q0 = iq
E,0
, qk = q

k,E
, dq0 = iq

k,E
, dqk = dqk,E , (D.11)

y aśı el término q2 se reescribe como

q2 = q20 − q2 = (iq
E,0

)2 − (q
k,E

)2 = −q2
E
. (D.12)

De este modo, la integral se reescribe como

In(m
2) =

∫ +i∞

−i∞
dq0

∫

dD−1q
1

(q2 −m2 + iϵ)n
(D.13)

In(m
2) = i

∫

dDq
E

1

(−q2
E
−m2 + iϵ)n

= i(−1)n
∫

dDq
E

(q2
E
+m2 − iϵ)n

(D.14)

Para evaluar esta integral debemos notar que el integrando es esféricamente simétrico. Aśı, podemos separar
dnq

E
= qD−1

E
dq

E
dΩD, y podemos integrar en coordenadas esféricas, donde se tiene que

∫

dDq
E
=

∫

dΩD

∫ ∞

0
dq

E
qD−1
E

, (D.15)

∫

dD q
E
=

∫

dΩD

∫ ∞

0
dq

E
qD−1
E

= ΩD

∫ ∞

0
dq

E
qD−1
E

, (D.16)

donde el ángulo sólido está dado por:

ΩD =
2(Ã)D/2

Γ
(

D
2

) . (D.17)

Aśı, la integral genérica se reescribe como
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In(m
2) = i(−1)n

2(Ã)D/2

Γ
(

D
2

)

∫ ∞

0
dq

E
qD−1
E

1

(q2
E
+m2 − iϵ)n

, (D.18)

podemos introducir un cambio de variable

u = q2
E
, du = 2q

E
dq

E
, u(0) = 0, u(∞) = ∞,

y la integral se reescribe como

In(m
2) = i(−1)n

2(Ã)D/2

Γ
(

D
2

)

∫ ∞

0

du

2
u

D−2

2

1

(u+m2 − iϵ)n
. (D.19)

Introducimos un nuevo cambio de variable,

y =
m2 − iϵ

u+m2 − iϵ
,

dy = −
m2 − iϵ

(u+m2 − iϵ)2
du =

−y2

m2 − iϵ
du,

u =
m2 − iϵ

y
−m2 + iϵ = m2 − iϵ

[

1

y
− 1

]

,

(D.20)

introduciendo el cambio de variable en la integral, tenemos que

In(m
2) = i(−1)n

ÃD/2

Γ
(

D
2

)(m2 − iϵ)−n(m2 − iϵ)
D
2
−1

∫ 0

1
(−1)

(

m2 − iϵ

y2

)(

1− y

y

)
D
2
−1

yndy,

con un poco de álgebra obtenemos

In(m
2) = i(−1)n

ÃD/2

Γ
(

D
2

)(m2 − iϵ)
D
2
−n

∫ 1

0
yn−

D
2
−1(1− y)

D
2
−1dy. (D.21)

La integral en la ecuación (D.21) es la función beta (ver el Apéndice A)

In(m
2) = i(−1)n

ÃD/2

Γ
(

D
2

)(m2 − iϵ)
D
2
−n´

(

n,−
D

2
,
D

2

)

, (D.22)

y utilizando la relación entre las funciones gamma y beta:

´

(

n,−
D

2
,
D

2

)

=
Γ
(

n− D
2

)

Γ
(

D
2

)

Γ
(

n− D
2 + D

2

) =
Γ
(

n− D
2

)

Γ
(

D
2

)

Γ (n)
,

aśı obtenemos

In(m
2) = i(−1)nÃD/2(m2 − iϵ)

D
2
−n Γ

(

n− D
2

)

Γ (n)
. (D.23)
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D.2. Parámetros de Feynman

Un truco útil para la resolución de integrales de lazo es el uso de los parámetros de Feynman. Las integrales
notables están dadas por

1

a1a2 · · · an
= (n− 1)!

∫ 1

0

dz1 dz2 · · · dzn
(a1z1 + a2z2 + · · ·+ anzn)n

¶

(

1−
n
∑

i=1

zi

)

. (D.24)

Para el caso n = 2 tenemos

1

a1 a2
=

∫ 1

0

dz1dz2
(a1z1 + a2z2)2

¶ (1− z1 − z2) =

∫ 1

0

dz1
[a1z1 + a2(1− z1)]2

=

∫ 1

0

dz1
[(a1 − a2)z1 + a2]2

. (D.25)

D.3. Cálculo de la integral escalar de 1 punto

La integral escalar A0 (integral de 1-punto), también conocida como renacuajo (tadpole) se define de la
siguiente forma:

A0(m
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫

dDq

q2 −m2 + iϵ
(D.26)

A0(m
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2
I1(m

2) (D.27)

donde I1 es la integral genérica para n = 1, expĺıcitamente tenemos que

I1(m
2) = i(−1)ÃD/2 (m2 − iϵ)

D
2
−1 Γ

(

1− D
2

)

Γ(1)
= −iÃD/2 (m2 − iϵ)

D
2
−1Γ

(

1−
D

2

)

. (D.28)

Aśı, la integral A0(m
2) se lee como

A0(m
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2
I1(m

2), (D.29)

para fines de los cálculos omitiremos el regulador del propagador ϵ.

A0(m
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

(

−iÃD/2
)

(

m2
)

D
2
−1

Γ

(

2−D

2

)

, (D.30)

cuando D −→ 4 Γ(z) −→ diverge, ya que en z = −1 hay un polo. Introduciendo D = 4−2ϵ, donde ϵ −→ 0.
Aśı, la integral A0 se reescribe como

A0(m
2) = −

(2Ãµ)2ϵ

Ã2
Ã2−ϵm2−2ϵ Γ

(

2− 4 + 2ϵ

2

)

, (D.31)
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A0(m
2) = −m2

(

2Ãµ

m

)2ϵ

Ã−ϵ Γ(ϵ− 1), (D.32)

con algo de álgebra se reescribe como

A0(m
2) = −m2

(

m

2Ãµ

)−2ϵ
(

Ã1/2
)−2ϵ

Γ(ϵ− 1), (D.33)

A0(m
2) = −m2

(

m

2Ã1/2µ

)−2ϵ

Γ(ϵ− 1), (D.34)

A0(m
2) = −m2

(

m2

4Ãµ2

)−ϵ

Γ(ϵ− 1). (D.35)

Dado que ϵ→ 0, vamos a expandir en serie de Taylor alrededor de ϵ, definiendo

b =:

(

m2

4Ãµ2

)

, (D.36)

podemos expandir los Γ(ϵ− 1) y b−ϵ:

b−ϵ = 1− ϵ ln

(

m2

4Ãµ2

)

+O(ϵ2),

Γ (ϵ− 1) = −
1

ϵ
− 1 + µ

E
+O.(ϵ)

(D.37)

En la expansión en serie de Taylor de la función gamma nos aparece la constante µ
E
, la cual se denomina

constante de Euler - Mascheroni. La constante de Euler - Mascheroni se define como

µ
E
= ĺım

n→∞

(

n
∑

k=1

1

k
− ln(n)

)

= 0.577215665.

Existen otras definiciones para la constante de Euler - Mascheroni como

µ
E
=

∫ ∞

1

(

1

|x|
−

1

x

)

dx, o µ
E
= ĺım

n→∞

(

1

n
− Γ(n)

)

. (D.38)

Sustituyendo las expansiones en (D.35)

A0(m
2) = −m2

[

1− ϵ ln

(

m2

4Ãµ2

)

+O(ϵ2)

] [

−
1

ϵ
− 1 + µ

E
++O(ϵ)

]

, (D.39)

A0(m
2) = m2

[

1

ϵ
+ 1− µ

E
− ln

(

m2

4Ãµ2

)

+O(ϵ)

]

, (D.40)
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A0(m
2) =

m2

ϵ
+m2 − µ

E
m2 −m2 ln

(

m2

4Ãµ2

)

+O(ϵ). (D.41)

Y dado que ϵ→ 0, entonces O(ϵ) → 0. Finalmente, la integral escalar A0(m
2) está dada por

A0(m
2) =

m2

ϵ
+m2 − µ

E
m2 −m2 ln

(

m2

4Ãµ2

)

, (D.42)

en color rojo se muestra el término divergente. Efectivamente, A(0) = 0, se regulariza la integral.

D.4. Integral escalar de dos puntos

La integral escalar de dos puntos B0, también conocida como burbujas (bubbles), está dada por

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫

dDq

(

1

(p− q)2 −m2
1 + iϵ

)(

1

q2 −m2
2 + iϵ

)

, (D.43)

empleando los parámetros de Feynman

1

a1a2
=

∫ 1

0

dx

[(a1 − a2)x+ a2]2
. (D.44)

donde

a1 = (p− q)2 −m2
1 + iϵ,

a2 = q2 −m2
2 + iϵ,

(D.45)

a1 − a2 = p2 − 2p · q + q2 −m2
1 − q2 +m2

2 = p2 − 2(p · q) +m2
2 −m2

1,

aśı

1

[(p− q)2 −m2
1 + iϵ][q2 −m2

2 + iϵ]
=

∫ 1

0

dx

[p2x− 2(p · q)x+ (m2
2 −m2

1)x+ q2 −m2
2 + iϵ]2

. (D.46)

Aśı la integral B0 se reescribe como

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫

dDq

∫ 1

0

dx

[p2x− 2(p · q)x+ (m2
2 −m2

1)x+ q2 −m2
2 + iϵ]2

. (D.47)

Los términos del denominador los podemos reescribir como

p2x− 2(p · q)x+ (m2
2 −m2

1)x+ q2 −m2
2 + iϵ = (q − px)2 − p2x(1− x) + (m2

2 −m2
1)x−m2

2 + iϵ, (D.48)
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y sustituyendo en la integral

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫

dDq

∫ 1

0

dx

[(q − px)2 − p2x(1− x) + (m2
2 −m2

1)x−m2
2 + iϵ]2

. (D.49)

introduciendo el cambio de variable

l = (q − px), dl = dq, (D.50)

tenemos

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫

dDl

∫ 1

0

dx

[l2 − p2x(x− 1) + (m2
2 −m2

1)x−m2
2 + iϵ]2

. (D.51)

Definiendo a2 = p2x(1− x) + (m2
1 −m2

2)x+m2
2, reescribimos la integral como

B0(p
2,m2,m2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫ 1

0
dx

∫

dDl
1

[l2 − a2 + iϵ]2
(D.52)

Esta integral, la podemos escribir en términos de la integral genérica I2

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫ 1

0
dx I2(a

2), (D.53)

donde

I2(a
2) = iÃD/2 (a2 − iϵ)(D−4)/2 Γ

(

4−D

2

)

, (D.54)

aśı la integral se reescribe como

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

∫ 1

0
dx (4Ãµ)ϵ(a2)−ϵΓ(ϵ) =

∫ 1

0
dx

(

4Ãµ

a2

)ϵ

Γ(ϵ), (D.55)

podemos definir

b =:
4Ãµ2

a2

Expandiendo en serie de Maclaurin los términos bϵ y Γ(ϵ)

bϵ = 1 + ϵ ln(b) +O(ϵ2)

Γ(ϵ) =
1

ϵ
− µ

E
+O(ϵ),

(D.56)

bϵΓ(ϵ) =
1

ϵ
− µ

E
+ ln(b) +O(ϵ).
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Aśı, la integral B0 se reescribe como

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

∫ 1

0
dx

(

1

ϵ
− µ

E
+ ln

(

4Ãµ

a2

)

+O(ϵ)

)

, (D.57)

y como ϵ→ 0

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

1

ϵ
− µ

E
+ ln(4Ãµ)−

∫ 1

0
dx ln

(

p2x(x− 1) + (m2
1 −m2

2)x+m2
2

)

. (D.58)

Es importante notar que

∫ 1

0
dx ln

(

p2x(x− 1) + (m2
1 −m2

2)x+m2
2

)

<∞. (D.59)

Separando los términos convergentes de los divergentes, vamos a denotar el término divergente en color
rojo:

B0(p
2,m2

1,m
2
2) =

1

ϵ
− µ

E
+ ln(4Ãµ)−

∫ 1

0
dx ln

(

p2x(x− 1) + (m2
1 −m2

2)x+m2
2

)

. (D.60)

Un caso de interés es cuando m1 = m2 = m, en este caso B0 se lee

B0(p
2,m2,m2) =

1

ϵ
− µ

E
+ ln(4Ãµ)−

∫ 1

0
dx ln

(

p2x(x− 1) +m2
)

. (D.61)

un par de casos de interés para las condiciones de renormalización on - shell es cuando p2 = 0 y cuando
p2 = m2. Cuando p2 = 0 tenemos

B0(p
2 = 0,m2,m2) =

1

ϵ
− µ

E
+ ln(4Ã)− ln

(

m2

µ2

)

. (D.62)

Del otro lado, cuando p2 = 4m2 tenemos

B0(p
2 = 4m2,m2,m2) =

1

ϵ
− µ

E
+ ln(4Ã)−

∫ 1

0
dx ln

(

m2

µ2
(4x(x− 1) + 1)

)

. (D.63)

D.5. Reducción tensorial

Cuando se realizan cálculos de 1− lazo o de órdenes superiores aparecen una gran cantidad de diagramas
de Feynman que se requieren calcular. Una forma de calcular tales integrales es descomponerlas en unas
cuantas integrales escalares (como las que hemos mostrado). A esta descomposición se le conoce como
reducción tensorial y nos permite calcular los diagramas de Feynman calculando unas cuantas integrales
nada de lazo. La reducción tensorial es posible gracias a la covarianza de Lorentz en D dimensiones [81].
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Para ilustrar el mecanismo de reducción tensorial comencemos con la integral Bµ, la cual está dada por

Bµ(p2,m2
0,m

2
1) =

∫

dDq
qµ

(q2 −m2
0 + iϵ)

[

(q + p)2 −m2
1 + iϵ

] . (D.64)

Empleando la parametrización de Feynman

1

a b
=

∫ 1

0

dx

[a(1− x) + bx]2
=

∫ 1

0

dx

[(b− a)x+ a]2
,

donde

a = q2 −m2
0 + iϵ, b = (q + p)2 −m2

1 + iϵ. (D.65)

Bµ(p2,m2
0,m

2
1) =

∫ 1

0
dx

∫

dDq
qµ

[

2(p · q)x+ p2x−m2
1x+m2

0x+ q2 −m2
0 + iϵ

]2 , (D.66)

introduciendo un cambio de variable

q = q + px, dq = dq. (D.67)

q = q − px, p · q = p · q − p2x, q2 = q2 − 2q · px+ p2x2.

Bµ(p2,m2
0,m

2
1) =

∫ 1

0
dx

∫

dDq
qµ

[

q2 −
(

x2p2 + (m2
1 −m2

0 − p2)x+m2
0

)

+ iϵ
]2 , (D.68)

donde podemos definir
a2 ≡ x2p2 + (m2

1 −m2
0 − p2)x+m2

0, (D.69)

Bµ =

∫ 1

0
dx

∫

dDq
qµ

[

q2 − a2 + iϵ
]2 , (D.70)

eso implica que
Bµ = pµB1(p

2, 0,m2), (D.71)

donde

B1 = −

∫ 1

0
dx

∫

dDq
x

(

q′2 − a2 + iϵ
)2 = −

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫ 1

0
dx x I2(a

2), (D.72)

y usando la fórmula de la integral genérica I2 con D = 4− 2ϵ obtenemos

I2(a
2) = iÃ2−ϵ

(

a2 − iϵ
)−ϵ

Γ(ϵ), (D.73)
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aśı

B1(p
2, 0,m2) = −(4Ãµ)ϵ

∫ 1

0
dx x

(

a2
)−ϵ

Γ(ϵ)

= −

∫ 1

0
dx x

(

a2

4Ãµ

)−ϵ

Γ(ϵ),

(D.74)

definiendo

b =:

(

a2

4Ãµ

)

,

Γ(ϵ) b−ϵ =
1

ϵ
− µ

E
− ln(b) +O(ϵ), (D.75)

B1 = −
1

2ϵ
+

1

2
(µ

E
+ ln(4Ã)) +

∫ 1

0
x ln

(

a2

µ2

)

dx. (D.76)

De este modo

B1 = −
1

2ϵ
+

1

2
(µ

E
+ ln(4Ã)) +

∫ 1

0
x ln

(

x2p2 − x(p2 −m2
1 +m2

0) +m2
0

µ2

)

dx. (D.77)

Y por lo tanto,

pµB
µ = p2B1 =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫

dDq
pµq

µ

(q2 −m2
1 + iϵ)

(

(q + p)2 −m2
2 + iϵ

) , (D.78)

donde el numerado lo podemos reescribir empleando

pµq
µ = p · q =

1

2
{[(q + p)2 −m2 + iϵ]− (q2 + iϵ)− (p2 −m2)},

=
1

2
[q2 + p2 + 2p · q −m2 + iϵ− q2 − iϵ− p2 +m2],

lo que implica que

p2B1 =
1

2

[
∫

dDq

q2 + iϵ
−

∫

dDq

[(q + p)2 −m2 + iϵ]
− (p2 −m2)

∫

dDq

(q2 + iϵ)[(q + p)2 −m2 + iϵ]

]

. (D.79)

De este modo, tenemos que

B1 =
1

2p2
[A0(0)−A0(m

2)− (p2 −m2)B0(p
2, 0,m2)]. (D.80)

Podemos notar que esta expresión coincide con la obtenida previamente. Además, no se permite que p2 = 0,
por ejemplo, en la autoenerǵıa del fotón. Como ya conocemos B1 podemos obtener Bµ a partir (D.71).
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También podemos realizar una descomposición de la integral Bµ¿ , la cual está dada por

Bµ¿ =

∫

dDq
qµq¿

(q2 −m2
0 + iϵ)

[

(q + p)2 −m2
1 + iϵ

] . (D.81)

Esta integral la podemos descomponer de la siguiente forma

Bµ¿ = gµ¿B00 + pµ1p
¿
1B11, (D.82)

y contrayendo con el tensor métrico y con el momento obtenemos el sistema de ecuaciones

gµ¿B
µ¿ = DB00 + p2B11,

pµ¿B
µ¿ = p¿(B00 + p2B11).

(D.83)

gµ¿B
µ¿ =

∫

dDq
q2

(q2 −m2
0 + iϵ)[(q + p)2 −m2

1 + iϵ]
, (D.84)

pµB
µ¿ =

∫

dDq
(p · q)q¿

(q2 −m2
0 + iϵ)[(q + p)2 −m2

1 + iϵ]
. (D.85)

Resolviendo este sistema de ecuaciones podemos obtener Bµ¿ . De la misma forma, podemos descomponer
Cµ en términos de integrales escalares de la siguiente forma

Cµ = pµ1C1 + pµ2C2. (D.86)

Y podemos contraer con los momentos (p1)µ y (p2)µ, obteniendo el siguiente sistema de ecuaciones:

(p1)µC
µ = p21C1 + (p1 · p2)C2,

(p2)µC
µ = (p1 · p2)C1 + o22C2.

(D.87)

De igual forma, la integral tensorial Cµ¿ la podemos reescribir como

Cµ¿ = gµ¿C00 + pµ1p
¿
1C11 + (pµ1p

¿
2 + pµ2p

¿
1)C12 + pµ2p

¿
2C22. (D.88)

Siguiendo este procedimiento, podemos notar que todas las integrales de lazo (Aµ¿ , A2, B
µ, B1, B

µ, Bµ¿ ,
Cµ, Cµ¿ , Dµ, · · ·) se pueden escribir en términos de las funciones escalares básicas A0, B0, C0, D0, · · · (las
cuales no contienen ningún ı́ndice de Lorentz en el numerador) [82].
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D.6. Resumen

En este caṕıtulo calculamos las integrales escalares A0 y B0 empleando regularización dimensional, mos-
tramos la reducción tensorial a integrales de lazo escalares. Es importante a mencionar es la convención
de la métrica que manejamos en los cuadrados de los momentos temporales. En el presente manejamos
pµpµ = E2 + m2, mientras que cambiando la convención pµpµ = E2 − m2 las integrales cambian, por
ejemplo

A0(m
2) =

(2Ãµ)4−D

iÃ2

∫

dDq

q2 +m2 + iϵ
. (D.89)

En lugar de calcular todas las integrales escalares y tensoriales que surgen en el cálculo de varios diagramas
de Feynman podemos expresar las integrales tensoriales en términos de las integrales básicas. Esto nos
permite ahorrar mucho tiempo de cálculo. Podemos notar que todas las integrales de lazo se pueden escribir
en la base de Passarino - Veltman, lo que es muy útil en los caṕıtulos 2, 3 y 4. Otro aspecto importante
a mencionar es que las integrales tipo A y tipo B son divergentes, pero existen integrales que son finitas,
como la C0. En la tabla D.1 mostramos las partes divergentes de algunas integrales.

Integral Parte divergente

A0(m
2) m2/ϵ

B0 (1/ϵ)
B1 −(1/2ϵ)

B00(p
2,m2

0,m
2
1) −(p2/3−m2

0 −m2
1)(1/4ϵ)

B11 −(1/3ϵ)
C00 −(1/4ϵ)

Tabla D.1: Resumen

D.7. FeynCalc

Para realizar los cálculos de las funciones de las amplitudes en el presente trabajo empleamos el paquete
FeynCalc. FeynCalc tiene varias funciones que nos permitirán realizar de forma automatizada y rápida
los cálculos de las integrales de lazo. Las funciones de FeynCalc están disponibles en https://feyncalc.

github.io/reference. A continuación listamos algunas de las funciones que empleamos en los cálculos:

1. Momentum. Representación interna del cuadrimomento.

2. Pair. Es un par especial. Lo utilizamos para representar productos de cuadrivectores.

3. MTF. Sirve para representar el tensor métrico.

4. LorentzIndex. Sirve para introducir ı́ndices de Lorentz.

5. TID. Realiza una descomposición integral tensorial de un - lazo.

6. PaVeReduce. Reduce las integrales de Passarino - Veltman a A0, B0, C0 y D0.

7. ToPaVe Convierte las integrales de autoenerǵıa escalares de un-lazo en funciones escalares de Pas-
sarino - Veltman.
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8. ToPaVe2. Reescribe las funciones de Passarino - Veltman A0, A00, B0, B1, B00, B11, C0 y D0 como
objetos PaVe.

9. PaVEUVPart. Solamente nos devuelve las piezas divergentes de funciones arbitrarias de Passarino
- Veltman.

10. OneLoopSimplify. Simplifica las amplitudes del diagrama de Feynman de un - lazo.

Actualmente, existen otras alternativas más modernas a FeynCalc, ver por ejemplo [83], pero no las em-
pleamos en este trabajo.
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