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Quisiera también agradecer a mis compañeros del posgrado, pues es a través de su
amistad, sus consejos y su conocimiento que el posgrado fue una grata experiencia pa-
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Resumen

Partimos del fenómeno de lentes gravitacionales, donde tenemos un objeto de gran
masa que recibe el nombre de lente y un objeto que presenta luminosidad, al que llama-
mos fuente. Estableciendo una conexión entre estos dos objetos y un observador, de modo
que estos tres elementos están alineados entre śı, la observación clave es la generación de
múltiples imágenes de la fuente desde el punto de vista del observador, siendo otra posi-
bilidad la formación de arcos de luz rodeando la lente. Tomando entonces en cuenta este
fenómeno propio de relatividad general, buscamos entonces el uso de observaciones de
este tipo para inferir información de materia oscura, espećıficamente en este caso, halos
de materia oscura, esto en el marco del modelo Lambda-Cold Dark Matter (abreviada
como ΛCDM) que es el modelo cosmológico que concuerda con las predicciones de las
observaciones posteriores al Big Bang, incluyendo en su descripción una constante cos-
mológica Λ, aśı una forma de materia oscura conocida como materia oscura fŕıa.

Generamos observaciones simuladas de lentes gravitacionales donde se modela una
lente, una fuente y donde se simula además una distribución de halos de materia oscura
para posteriormente realizar un análisis estad́ıstico en estas observaciones, asumiendo que
las imágenes resultantes pueden ser descritas en términos de un modelo que no contem-
pla halos de materia oscura. A través de este tipo de análisis se pretende establecer un
tipo de correspondencia entre dos modelos de lente diferentes, evaluando los efectos de
añadir halos a las observaciones y posteriormente llegando a conclusiones concernientes a
la utilidad de realizar este tipo de análisis. En ese sentido podŕıa considerarse que existe
un tipo de degeneración entre modelos de lente gravitacional, de modo que dos perfiles
de lente pueden dar lugar a la misma observación.

Para simular observaciones de lentes gravitacionales, se hace uso de paltas, una li-
breŕıa de Python en base a lenstronomy, que es una libreŕıa que presenta un catálogo de
perfiles de lente. Entonces, paltas nos permite simular múltiples observaciones de lentes
gravitacionales asignando valores numéricos para cada uno de los parámetros requeridos
para la lente, la fuente, el instrumento de medición, los valores de la cosmoloǵıa donde se
trabaja, aśı como los valores de la función de distribución de punto (point spread function,
correspondiente a las siglas PSF). La principal razón del uso de paltas es que en esta
libreŕıa ya se encuentran contemplados modelos de distribuciones de halos de materia
oscura, por lo que resulta sencillo generar observaciones para nuestros propósitos. Se ana-
lizarán los efectos en nuestras observaciones de dos distribuciones de materia oscura: la
primera, una distribución de ley de potencias para halos sobre la lente y una distribución
modificada de Sheth-Tormen para halos en la ĺınea de visión entre observador y lente, aśı
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como entre lente y fuente de luz. Se genera entonces una observación de lente gravitacio-
nal con una lente producida usando un perfil de lente sencillo, para luego simular en la
observación una de las distribuciones de halos descritas anteriormente.

Se analizan de manera separada las dos distribuciones de halos, esto para diferentes
sistemas de lente gravitacional. Se utilizan los perfiles esférico isotérmico singular (SIS),
elipsoide isotérmico singular (SIE) y el perfil de ley de potencias eĺıptico (EPL) para mo-
delar las lentes base en las observaciones. La fuente se modela a través del perfil Sérsic.
Los halos de materia oscura también necesitan ser descritos en términos de un perfil
de lente, para que cada halo individual sea modelado. El perfil de elección es el perfil
Navarro-Frenk-White (NFW), que es una elección recurrente para modelar halos de ma-
teria oscura, aunque existen también otras opciones. Para analizar las imágenes, se hace
uso de un método de Monte Carlo basado en cadenas de Markov (MCMC), de modo que,
tras escoger un perfil de lente que pueda describir la observación, se obtienen los valores
de los parámetros que describen la imagen otorgada.

En el análisis de las imágenes producidas, el efecto principal en la observación se da
cuando se utiliza la distribución de subhalos en el plano de la lente, puesto que estos
subhalos representan una contribución importante a la masa de la lente, lo que modifica
considerablemente la observación final en un sistema de lente gravitacional. También es
considerable que la forma aparente de la lente original, se modifica como producto de
añadir subhalos. En segundo plano, se presentan los resultados obtenidos al analizar la
influencia de halos en la ĺınea de visión. Para los halos en la linea de visión, apenas y se
presenta una influencia clara en la observación final.

Como conclusión del análisis de lentes gravitacionales, se llega a que el modelado de
observaciones utilizando una lente que incluye halos de materia oscura ofrece observacio-
nes más complejas que no pueden ser logradas utilizando una lente simple, es decir, sin
añadir halos. La complejidad se encuentra en la forma de los arcos de luz producidos, que
ofrecen una descripción más amplia de los objetos que pueden actuar como lentes en una
observación real. De manera general, se establece que, a pesar de que para los perfiles
utilizados para describir las observaciones de lente gravitacional que incluyen halos de
materia oscura, se da un ajuste estad́ıstico adecuado, de modo que los parámetros obte-
nidos se acercan a los valores necesarios para reproducir una copia exacta de la imagen
original; esta correspondencia entre modelos de lente no es precisa, motivo por el cuál
es necesario contemplar este tipo de contribución si se desea generar observaciones que
mimetizan a una observación real de lente gravitacional.

Aśı también, es importante declarar que a partir de la hipótesis inicial sobre la cual se
desarrolló este trabajo, se publicó una memoria de congreso en la revista Astronomische
Nachrichten bajo el t́ıtulo Statistical inference for strong gravitational lensing observations
in the presence of dark matter [1]. Este trabajo representa una extensión de la hipótesis
antes mencionada.
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imágenes. De izquierda a derecha: en la primera imagen se aprecia una
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con una lente esférica, la hipótesis es la deformación de esta lente a través
de las subestructuras. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

xi
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las imágenes son aproximadamente de la misma longitud. . . . . . . . . . 67
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parámetros de la fuente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
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tros de la lente para la configuración SIS + SH para Σsub = 0.0. Imagen
presentada en la figura 4.8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
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C.20.Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de las 20 imáge-
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C.24.Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los paráme-
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tros de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 1.5. Imagen
presentada en la figura 4.14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
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tros de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 2.5. Imagen
presentada en la figura 4.14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
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tros de la fuente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 3.0. Imagen
presentada en la figura 4.14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
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Caṕıtulo 1

Introducción

A partir del desarrollo de la teoŕıa de la relatividad general por parte de Albert Eins-
tein en 1915, donde presenta las ecuaciones de campo de gravitación [2], surgió una nueva
forma de concebir la naturaleza de la luz y de la gravedad, en contraposición con el co-
nocimiento inferido de la mecánica clásica de Isaac Newton. Predicciones para distintos
fenómenos f́ısicos fueron obtenidas a partir de esta nueva forma de tratar a la gravedad.

Uno de los aciertos más comúnmente citados de la teoŕıa de la relatividad general es
su capacidad para resolver el problema de la precesión del perihelio de mercurio, el cual
no pod́ıa ser resuelto mediante mecánica clásica, pues las predicciones de esta conforme a
los valores observados presentaban una discrepancia considerable [3]. Más recientemente,
se ha comprobado experimentalmente una predicción de relatividad general, la produc-
ción de ondas gravitacionales [4]. La predicción de la relatividad general sobre la cual se
basa todo el marco teórico para el desarrollo de este trabajo es la de la estimación del
ángulo de deflexión de la luz debido a la presencia de grandes cantidades de masa [5].
Sin considerar relatividad general, se puede calcular una expresión para este ángulo en
el marco de la mecánica clásica tomando en consideración que la luz está compuesta de
corpúsculos pequeños de baja masa equivalentes a la concepción actual de fotones. Sin
embargo, dicha predicción es incorrecta y los valores estimados difieren de los valores
medidos para diferentes cuerpos. Tratando el problema mediante relatividad general, se
hicieron las debidas correcciones, siendo la expresión correcta la predicción para mecánica
clásica multiplicada por un factor de dos.

La teoŕıa de la relatividad general se convirtió rápidamente en una nueva herramienta
para estudiar diversos fenómenos relacionados con el ámbito macroscópico de la f́ısica. De
la deflexión de la luz, se pueden inferir posibles observaciones, entre ellas, se encuentra
la observación de lentes gravitacionales fuertes. Una lente gravitacional es un objeto lo
suficientemente masivo para cambiar la trayectoria que sigue la luz que recibe de una
fuente con la que este se encuentra alineado. Este cambio en la trayectoria tiene como
consecuencia la producción de distintas imágenes deformadas de la fuente de luz alrededor
de la lente. Se considera que tenemos una lente gravitacional fuerte si tanto el deflector
como la fuente están lo suficientemente bien alineados con respecto al observador para
producir múltiples imágenes de la fuente, llegando a haber formaciones tales como anillos
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o cruces de Einstein, identificados como halos de luz rodeando al deflector.

El propósito general de este trabajo consiste en evaluar diversas formas de modelar
deflectores en el contexto del régimen fuerte de lentes gravitacionales, utilizar estos de-
flectores para simular observaciones de múltiples imágenes utilizando una fuente de luz
y posteriormente, evaluar estad́ısticamente estas imágenes para inferir información res-
pecto de ellas. En la literatura, se encuentra una amplia gama de modelos de lentes bien
estudiados con propiedades distintas entre śı, pero estas propuestas de funciones de den-
sidad capaces de describir una situación particular son idealizaciones de las propiedades
reales de los objetos que actúan como deflectores. En este contexto, se busca entonces la
forma en la que podamos modelar lentes cuyas propiedades se acerquen lo más posible a
lo que seŕıa una observación real de una lente gravitacional captada por un observatorio,
o en otras palabras, se busca modelar lentes realistas. Para ello, dentro de nuestras si-
mulaciones se contempla la existencia de materia oscura fŕıa, una componente hipotética
del Universo que forma parte del modelo cosmológico ΛCDM, que además incluye en su
descripción una constante cosmológica Λ [6]. Una de las motivaciones principales para el
estudio de las lentes gravitacionales en el ámbito moderno es el de usar observaciones de
estas con el fin de detectar materia oscura [7].

En el contexto de la simulación de observaciones de lentes gravitacionales, el deflec-
tor utilizado en la simulación es t́ıpicamente modelado mediante un perfil de lente que
sea capaz de describir una distribución de masa extendida como la presente en objetos
tales como galaxias o cúmulos de galaxias que se encuentran en el Universo. Aśı mismo,
al momento de modelar el deflector, se deben tener en consideración las constituyentes
particulares del objeto que se busca simular. Por ejemplo, para modelar un cúmulo de
galaxias masivo, puede tomarse un modelo simple de lente eĺıptico para simularlo, pero de
acuerdo al modelo ΛCDM, existen objetos conocidos como halos galácticos, que son zonas
en las cuales se encuentra una gran concentración de materia oscura [8]. Estos objetos
se encuentran distribuidos a lo largo del Universo, y usualmente, deben de encontrarse
rodeando las galaxias. En el caso de un cúmulo de galaxias, este se encuentra lleno de
halos galácticos, contribuciones de cada galaxia que lo constituye. Volviendo entonces a
cómo debe modelarse un cúmulo de galaxias, es necesario considerar cómo modelar los
halos de materia oscura que forman parte de un todo.

Un paso extra que puede tomarse para añadir complejidad a las simulaciones de len-
tes gravitacionales consiste en considerar además, que entre el observador que detecta
el fenómeno y el deflector, aśı como entre el deflector y la fuente, se encuentran halos
galácticos correspondientes a otras galaxias. Estos halos de la ĺınea de visión del obser-
vador presentan una posible contribución, dado que pueden afectar a la trayectoria final
de la luz debido a su masa o bien pueden afectar a la forma y tamaño de las imágenes
producidas por el fenómeno de lente gravitacional.

Buscamos entonces cuantificar la contribución de incluir halos de materia oscura a
los deflectores mediante análisis estad́ıstico de las imágenes producidas, asumiendo que
estas pueden ser explicadas usando únicamente perfiles de lente simples como los que se
encuentran en la literatura citada a lo largo de este texto. En el caṕıtulo 2 se muestra
entonces un resumen de la teoŕıa básica de lentes gravitacionales, mostrando los elementos
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básicos necesarios para comprender el fenómeno de la producción de múltiples imágenes
y un poco de la teoŕıa para describir la magnificación y deformación de las imágenes pro-
ducidas por la lente. Aśı mismo, se aclara cuáles son los reǵımenes en los que se clasifican
las observaciones de lentes gravitacionales y se presentan algunos ejemplos. En el caṕıtulo
3 se presenta un pequeño catálogo de los perfiles que serán utilizados para modelar los
deflectores de este trabajo, se presenta también una discusión en torno al perfil utilizado
para modelar la luminosidad de las fuentes que serán usadas en las simulaciones. Se hace
también una revisión del estado actual de la materia oscura como modelo teórico y los
candidatos a explicar este fenómeno, aśı como una descripción de las distribuciones de
masa utilizadas para modelar halos de materia oscura en nuestras observaciones, tan-
to para los halos en el plano de la lente como para los halos en la ĺınea de visión. En
el caṕıtulo 4 se describe la metodoloǵıa utilizada para obtener los resultados posterio-
res, se describe cómo se generan las imágenes de lentes gravitacionales haciendo uso de
paltas, una libreŕıa de Python en base a la libreŕıa de modelado de lentes gravitacionales
lenstronomy. De igual forma, se describen los procesos estad́ısticos utilizados para anali-
zar las imágenes generadas y se demuestra el funcionamiento del algoritmo utilizado para
obtener los resultados principales de este trabajo. Se presentan también los resultados
de inferencia obtenidos para diferentes configuraciones de lentes gravitacionales con el fin
de obtener información relevante, donde inicialmente se exploran deflectores esféricos a
los que se les añaden halos de materia oscura en el plano de la lente, después, dados los
resultados obtenidos, se propone el estudio de deflectores eĺıpticos con halos galácticos.
También se explora de manera similar la contribución de halos en la ĺınea de visión en
distintas configuraciones. Por último, en el caṕıtulo 5 se llega a las conclusiones generales
en base a los resultados presentados, donde se contemplan algunas interpretaciones de la
información obtenida y las consecuencias de estos resultados, aśı como una pequeña discu-
sión en base al trabajo futuro que debe realizarse para extender las ideas aqúı presentadas.

Como información adicional, se incluyen tres apéndices con el objetivo de complemen-
tar la información contenida en los caṕıtulos principales de este escrito. En el apéndice A
se describe un modelo taxonómico para etiquetar observaciones de lentes gravitacionales
de acuerdo a la posición de las imágenes de la fuente producidas, complementando la in-
formación sobre los reǵımenes de lentes gravitacionales y las observaciones caracteŕısticas
del caṕıtulo 2. En el apéndice B se muestra información adicional sobre los archivos uti-
lizados para generar imágenes en paltas, de modo que se ahonda más en la información
presentada al inicio del caṕıtulo 4. Por último, en el apéndice C se presentan las gráficas
de los resultados más importantes de los procesos de inferencia estad́ıstica realizados a lo
largo del caṕıtulo 4.

Como nota adicional, cabe destacar que la notación con la que se describe la teoŕıa
general de lentes gravitacionales en este trabajo es la que se maneja en la documentación
de las libreŕıas utilizadas para la simulación de lentes gravitacionales.



Caṕıtulo 2

Teoŕıa de lentes gravitacionales

En este caṕıtulo se establecen las bases del formalismo de lentes gravitacionales, ha-
ciendo énfasis en la producción de imágenes de una fuente de luz. Primero se define la
forma en la que se determina la deflexión de la luz por un objeto puntual con masa M
tanto para mecánica clásica como para relatividad general. Posteriormente se determina
la deflexión para objetos de masa extendida, es decir, objetos cuya distribución de materia
puede considerarse a lo largo de una región considerable del espacio, en contraposición
con un objeto de masa concentrada en un punto. Se explora la ecuación de lente, una
expresión que permite estudiar la generación de múltiples imágenes de un objeto lumi-
noso debido a un deflector. Aśı mismo, se explican brevemente los reǵımenes de lentes
gravitacionales y se presentan algunas de las observaciones esperadas en un sistema de
lente gravitacional fuerte, tales como los anillos y las cruces de Einstein.

Gran parte de la teoŕıa y las ideas presentadas en este caṕıtulo están basadas en el libro
de Massimo Meneghetti, Introduction to Gravitational Lensing With Python Examples [9].

2.1. Deflexión de la luz

Históricamente, desde el desarrollo de las bases de la f́ısica clásica por contribución
de Isaac Newton, se contemplaba el fenómeno de deflexión de la luz en base a la visión
clásica de la luz tratada como corpúsculos [10]. Para comenzar el estudio de cómo grandes
cantidades de masa pueden cambiar el camino que sigue la luz de una fuente, es necesario
comenzar por el estudio de un objeto simple, en este caso, el de un objeto de masa puntual
M [11]. Partiendo de un caso sencillo, utilizando mecánica Newtoniana y considerando
que la luz está compuesta de corpúsculos de masa m, la expresión que ejemplifica la in-
teracción gravitacional entre ambos objetos es

F⃗ (r⃗) = −GmMr⃗

r3
, (2.1)

donde en relación a la segunda ley de Newton, se cumple que
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a⃗ = −GMr⃗

r3
, (2.2)

de manera que el corpúsculo de luz experimenta un cambio en la velocidad debido a su
interacción con lo que nombraremos una lente de masa M . Realizando los cálculos perti-
nentes, se llega a una expresión para el ángulo de deflexión del corpúsculo respecto a un
observador

ˆ⃗³(À⃗) =
2GM

c2À2
À⃗ , (2.3)

donde ˆ⃗³(À) es el ángulo de deflexión de la luz y À⃗ es un vector que representa la trayec-
toria de la luz con respecto al objeto de masa M . Si consideramos mecánica clásica como
el marco teórico adecuado para el estudio de este fenómeno, la expresión (2.3) seŕıa la
adecuada para la deflexión de la luz por una lente puntual de masa M , sin embargo, este
no es el caso. Un tratamiento adecuado del problema puede hacerse mediante relatividad
general, partiendo de la métrica de Schwarzschild

ds2 =

(

1− 2GM

Rc2

)

c2dt2 −
(

1− 2GM

Rc2

)−1

dR2 −R2(sin2 ¹dϕ2 + d¹2) , (2.4)

donde introduciendo un cambio de variable para obtener r, una coordenada radial

R = r

(

1 +
GM

2rc2

)

, (2.5)

y tomando en cuenta las coordenadas cartesianas x = r sin ¹ cosϕ, y = r sin ¹ sinϕ y
z = r cos ¹, es posible reescribir el elemento de ĺınea como

ds2 =

(

1−GM/2rc2

1 +GM/2rc2

)2

c2dt2 −
(

1 +
GM

2rc2

)4

(dx2 + dy2 + dx2) . (2.6)

Aplicando el ĺımite de campo débil para la métrica de la ecuación (2.6), es decir, Φ/c2 =
−GM/rc2 j 1, reducimos el elemento de ĺınea, obteniendo la métrica de Schwarzschild
en el ĺımite de campo débil

ds2 =

(

1 +
2Φ

c2

)

c2dt2 −
(

1− 2Φ

c2

)

(dx2 + dy2 + dz2) . (2.7)

Es a partir de esta métrica que utilizando las propiedades conocidas de la luz, puede
comenzar a derivarse el ángulo de deflexión de la luz para un objeto puntual en el marco
de la relatividad general. Se deduce el ı́ndice de refracción n, considerando que la propa-
gación de la luz se realiza cuando se cumple que ds = 0
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(

1 +
2Φ

c2

)

c2dt2 =

(

1− 2Φ

c2

)

dx⃗2 , (2.8)

de modo que

c′ =
|dx⃗|
dt

= c

√

1 + 2Φ
c2

√

1− 2Φ
c2

≈ c

(

1 +
2Φ

c2

)

, (2.9)

de donde puede deducirse el ı́ndice de refracción

n = c/c′ =
1

1 + 2Φ
c2

≈ 1− 2Φ

c2
. (2.10)

Una vez que se deduce el ı́ndice de refracción, es posible hacer uso del principio de
Fermat para determinar el camino que la luz seguiŕıa en este espacio. Si x⃗(l) es el camino
que sigue la luz, entonces debe cumplirse

¶

∫ B

A

n[x⃗(l)]dl = 0 , (2.11)

para el trayecto entre un punto A y un punto B. Con el fin de simplificar los cálculos
para el ángulo de deflexión, se toma una aproximación conocida como la aproximación
de Born, análoga a la aproximación realizada en teoŕıa de dispersiones. A través de esta
aproximación, el potencial gravitacional a lo largo de la trayectoria de la luz que pasa a
través de un objeto puntual de gran masa se toma como el potencial para la trayectoria
de la luz sin perturbar. Esto es posible para ángulos de deflexión pequeños. Realizando
los cálculos pertinentes la expresión final obtenida es

ˆ⃗³(À⃗) =
4GM

c2À
e⃗À =

4GM

c2À2
À⃗ , (2.12)

donde, en comparación con el cálculo realizado para mecánica clásica, existe una diferen-
cia en apenas un factor de dos.

Habiendo explorado la f́ısica detrás de la deflexión de la luz por un objeto puntual,
lo que sigue es la generalización del fenómeno para casos más complejos. En una obser-
vación t́ıpica, la deflexión de la luz será provocada por un conjunto de objetos, lo que
puede verse como una colección de masas puntuales. En el caso donde se tiene una distri-
bución de N masas puntuales con posición À⃗i y masa Mi en lo que llamamos plano de la
lente, la expresión para el ángulo de deflexión para un haz de luz pasando por este plano es

ˆ⃗³(À⃗) =

N
∑

i=1

ˆ⃗³(À⃗ − À⃗i) =
4G

c2

N
∑

i=1

Mi
À⃗ − À⃗i

|À⃗ − À⃗i|2
, (2.13)
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siendo el ángulo de deflexión resultante la suma de la contribución individual de cada
masa puntual.

Generalmente, los objetos que producen el efecto de lente gravitacional son objetos
masivos, de modo que la aproximación de masa puntual no es adecuada. En el caso para
el que se cumpla lo que se conoce como aproximación de pantalla delgada para una lente
extendida, se puede describir la masa de la lente como distribuida a lo largo del plano de
la lente, por ende la masa de esta es descrita por

Σ(À⃗) =

∫

Ä(À⃗, z)dz , (2.14)

donde Σ(À⃗) corresponde a la densidad superficial de la lente, siendo la proyección de la
densidad Ä de esta sobre el plano de la lente. Para calcular el ángulo de deflexión de un
objeto con densidad superficial Σ, basta con realizar la suma de todos los elementos de
masa Σ(À⃗) d2À como

ˆ⃗³(À⃗) =
4G

c2

∫

(À⃗ − À⃗′) Σ(À⃗′)

|À⃗ − À⃗′|2
d2À . (2.15)

La expresión (2.15) puede simplificarse para el caso donde el objeto extendido corres-
ponde a una lente esférica como

ˆ⃗³(À⃗) =
4GM(À⃗)

c2À
e⃗À =

4GM(À⃗)

c2À2
À⃗ , (2.16)

donde M(À⃗) representa a la masa contenida dentro de la lente esférica, cuya expresión es

M(À⃗) = 2Ã

∫ À

0

Σ(À⃗′)À⃗′ dÀ′ . (2.17)

Notamos que la expresión (2.16) para una lente esférica es equivalente a la expresión (2.12)
para una lente puntual.

2.2. Ecuación de lente

Como se ha explicado en la sección anterior, un sistema de lente gravitacional consiste
en tres elementos: una fuente de luz, un deflector de gran masa y un observador que capte
la luz desviada. En la figura 2.1 se muestra un sistema t́ıpico para una lente de masa
extendida. En el diagrama se relaciona la posición S de una fuente y la posición aparente
I de esta, a través del ángulo ˆ⃗³. La posición S se encuentra definida a través del vector
̧⃗ = ⃗́Ds en el plano de la fuente, mientras que la posición I está definida con el vector
À⃗ = ¹⃗Dd en el plano de la lente.
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Figura 2.1: Diagrama de un sistema de lente sencillo, donde se presenta un observador en
el punto O, una fuente en un punto S y en medio de estos se encuentra una distribución
de masa extendida actuando como deflector. Usando distancias angulares, Dd representa
la distancia entre el deflector y el observador, Ds la distancia entre fuente y observador
y Dds la distancia entre deflector y la fuente. Imagen extráıda de [12]

A través de geometŕıa simple, es sencillo establecer una relación entre los vectores ¹⃗,
⃗́ y ˆ⃗³, que se cumple en el caso de que estos ángulos sean pequeños

¹⃗Ds = ⃗́Ds + ˆ⃗³Dds . (2.18)

Una serie de pasos puede realizarse para expresar esta relación en términos más sencillos.
De acuerdo al diagrama, podemos definir una cantidad reducida del vector angular ˆ⃗³ como

³⃗(¹⃗) ≡ Dds

Ds

ˆ⃗³(¹⃗) , (2.19)

e introduciendo este vector reducido, obtenemos
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⃗́ = ¹⃗ − ³⃗(¹⃗) . (2.20)

La ecuación (2.20) se conoce como ecuación de lente. Es posible simplificar esta expresión
en su forma adimensional introduciendo una escala de longitud caracteŕıstica À0 con la
que se define otra escala de longitud ¸0 = À0DS/DL. Entonces, introduciendo

x⃗ ≡ À⃗

À0
, y⃗ ≡ ̧⃗

¸0
. (2.21)

obtenemos la ecuación de lente en su forma adimensional

y⃗ = x⃗− ³⃗(x⃗) . (2.22)

A partir de estas expresiones, queda establecida una relación directa entre el ángulo de
deflexión, la posición intŕınseca de la fuente y sus posiciones aparentes. Si se conoce la
posición intŕınseca de la fuente y el ángulo de deflexión, es posible resolver la ecuación de
lente para conocer las posiciones aparentes. Igualmente, si se identifica una observación
de lente gravitacional y se tienen las posiciones de las imágenes de la fuente, es posible
obtener la posición intŕınseca de la fuente. Una resolución numérica de la ecuación de
lente es recomendable, puesto que la solución anaĺıtica no es posible en algunos casos.

2.3. Potencial de lente y convergencia

Como ha quedado establecido, es posible tener una buena descripción del fenómeno
de lente gravitacional a través de la ecuación de lente expresada en la ecuación (2.20).
Como se ha señalado, es necesario conocer el ángulo de deflexión correspondiente para
resolver esta ecuación y conocer las posiciones del objeto que actúa como fuente. Para
esto, es necesario definir algunos parámetros a través de los cuáles puede derivarse ³⃗(¹⃗)
para un objeto dado.

Pueden expresarse las propiedades de deflexión de la luz de un objeto dado a través
de su potencial gravitacional de lente, definido en términos del potencial Newtoniano tri-
dimensional proyectado en el plano de la lente

Ψ̂(¹⃗) =
Dds

DdDs

2

c2

∫

Φ̂(Ds¹⃗, z)dz , (2.23)

aplicamos un operador diferencial para obtener el gradiente de este potencial
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∇⃗¹Ψ̂(¹⃗) = Dd∇⃗§Ψ̂ = ∇⃗§

(

Dds

Ds

2

c2

∫

Φ̂(¹⃗, z)dz

)

=
Dds

Ds

2

c2

∫

∇⃗§Φ̂(¹⃗, z)dz

= ³⃗(¹⃗) ,

(2.24)

de modo que tenemos la identidad ∇⃗¹Ψ̂(¹⃗) = ³⃗(¹⃗). Simplificamos esta expresión usando

la notación adimensional usando la equivalencia ∇⃗¹ = À0/Dd∇⃗x de modo que

∇⃗xΨ̂(¹⃗) =
Dd

À0
∇⃗¹Ψ̂(¹⃗) =

DdsDd

DsÀ0

2

c2

∫

∇⃗§Φ̂(¹⃗, z)dz

=
Dds

Ds

2

c2

∫

∇⃗§Φ̂(x⃗, z)dz

= ³⃗(x⃗) .

(2.25)

Es posible definir un parámetro »(¹⃗), conocido como convergencia de la lente. Se trata de

una densidad adimensional definida en términos de la densidad superficial Σ(¹⃗) como

»(¹⃗) ≡ Σ(¹⃗)

Σcr
con Σcr =

c2

4ÃG

Ds

DdsDd
, (2.26)

donde Σcr representa a la densidad cŕıtica de la lente, un parámetro que caracteriza el
sistema de lente. Para la convergencia se cumple la relación

∆¹Ψ̂(¹⃗) = 2»(¹⃗) . (2.27)

Como puede observarse mediante comparación de las ecuaciones (2.24) y (2.27), hay
una relación entre la densidad de un objeto y el ángulo de deflexión producido por este, de
modo que al conocer la densidad de un deflector, es posible resolver la ecuación de lente.
Con esto en mente, la cantidad que se debe conocer a la hora de determinar el ángulo de
deflexión debido a una lente, es su convergencia. Más adelante se ahonda en el concepto
de convergencia de la lente y su papel en la producción de las imágenes de una fuente de
luz en un sistema de lente.

2.4. Mapeo de lentes a primer orden

Habiendo establecido la naturaleza de las observaciones de lentes gravitacionales, otra
parte importante relacionada con este fenómeno es el de la magnificación y distorsión de
las imágenes de la fuente producidas por la lente. Mediante un mapeo simple entre el
plano de la fuente y el de la lente, es posible establecer con certidumbre la forma que las
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imágenes de la fuente tendrán, esto a primer orden.

(⃗́ − ⃗́
0) =

(

I − d³⃗

d¹⃗

)

(¹⃗ − ¹⃗0) , (2.28)

donde existe una matriz efectuando este mapeo

A(¹) ≡ d⃗́

d¹⃗
=

(

¶ij −
∂³i(¹⃗)

∂¹j

)

=

(

¶ij −
∂2Ψ̂(¹⃗)

∂¹i∂¹j

)

. (2.29)

Efectuando una serie de pasos para separar la matriz (2.29) en sus distintas componentes,
se llega a la siguiente expresión

A(¹, ϕ) = [1− »(¹)]

(

1 0
0 1

)

− µ(¹)

(

cos 2ϕ sin 2ϕ
sin 2ϕ − cos 2ϕ

)

. (2.30)

donde »(¹) es la convergencia de la lente, µ(¹) se conoce como shear y ϕ es un ángulo de
rotación en el plano de la lente. Para la expresión anterior, se cumple lo siguiente

»(¹) =
1

2

(

∂³1(¹)

∂¹1
+

∂³2(¹)

∂¹2

)

, (2.31)

µ(¹) =
√

µ2
1 + µ2

2 , (2.32)

µ1 =
1

2

(

∂³1(¹)

∂¹1
− ∂³2(¹)

∂¹2

)

, (2.33)

µ2 =
∂³1(¹)

∂¹2
=

∂³2(¹)

∂¹1
. (2.34)

De la ecuación (2.30) se deduce que »(¹) está relacionada con la magnificación de
las imágenes, mientras que µ(¹) está relacionada con la rotación y la elongación de las
imágenes, lo que clasifica como deformación. La relación entre la fuente y la forma de las
imágenes de esta, está descrita en primer orden como

(

´1 − ´0,1

´2 − ´0,2

)

=

(

1− »(¹)− µ(¹) cos 2ϕ −µ(¹) sin 2ϕ
−µ(¹) sin 2ϕ 1− »(¹) + µ(¹) cos 2ϕ

)(

¹1 − ¹0,1
¹2 − ¹0,2

)

, (2.35)

donde ´1 y ´2 son las componentes del vector posición de la fuente en el plano de esta,
siendo ´0,1 y ´0,2 constantes que permiten generalizar la posición de la fuente en su res-
pectivo plano, aśı mismo ¹1 y ¹2 son los valores que definen la posición de las imágenes de
la fuente en el plano de la lente, mientras que ¹0,1 y ¹0,2 son constantes que generalizan la
posición de dichas imágenes en el plano correspondiente. Es posible diagonalizar la ma-
triz (2.30) para que al desarrollar (2.35) se obtenga una expresión compacta de la elipse
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producto de la deformación a primer orden de la fuente. Para ello, es necesario calcular
los eigenvalores de A(¹, ϕ). Estos valores son

¼+(¹) = 1− »(¹) + µ(¹) , (2.36)

¼−(¹) = 1− »(¹)− µ(¹) , (2.37)

y se sigue calcular los eigenvectores correspondientes para construir la matriz de diago-
nalización. Los eigenvectores correspondientes son

a⃗ =

(

−a tanϕ
a

)

, (2.38)

b⃗ =

(

b cotϕ
b

)

, (2.39)

donde a y b son constantes a determinar mediante la normalización de los vectores (2.38)
y (2.39). Los valores obtenidos son a = cosϕ y b = sinϕ. Usando los eigenvectores nor-
malizados, tenemos que la matriz de diagonalización es

O =

(

− sinϕ cosϕ
cosϕ sinϕ

)

. (2.40)

Usando además la matriz transpuesta OT es posible obtener la matriz diagonalizada de A

Λ = OTAO =

(

1− »(¹) + µ(¹) 0
0 1− »(¹)− µ(¹)

)

. (2.41)

A partir de esta información, ahora es posible reescribir y simplificar la expresión (2.35)
de tal forma que se tiene que

[(´1 − ´0,1) cosϕ+ (´2 − ´0,2) sinϕ]
2 + [−(´1 − ´0,1) sinϕ+ (´2 − ´0,2) cosϕ]

2 =

(1− »− µ)2[(¹1 − ¹0,1) cosϕ+ (¹2 − ¹0,2) sinϕ]
2+

(1− »+ µ)2[−(¹1 − ¹0,1) sinϕ+ (¹2 − ¹0,2) cosϕ]
2 , (2.42)

lo que corresponde a la forma generalizada de expresar la deformación en lentes gravi-
tacionales para una fuente. Si tomamos los valores y0,1, y0,2, x0,1, x0,2 y el ángulo de
rotación ϕ como cero, obtenemos la expresión para una lente a primer orden con una
fuente circular que presenta imágenes eĺıpticas

r2 = ´2
1 + ´2

2 = (1− »− µ)2¹21 + (1− »+ µ)2¹22 , (2.43)



CAPÍTULO 2. TEORÍA DE LENTES GRAVITACIONALES 13

donde los semi-ejes mayor y menor de la elipse son

a =
r

1− »− µ
, b =

r

1− »+ µ
. (2.44)

2.5. Reǵımenes de lentes gravitacionales

Como se ha explicado en secciones anteriores, para obtener una observación corres-
pondiente a una lente gravitacional, se necesitan tres objetos: una fuente de luz, un objeto
masivo actuando como lente y un observador que reciba la luz cuyo camino ha sido altera-
do por la lente. Generalmente, al estar estos tres objetos lo suficientemente alineados entre
śı, se da una observación de lente gravitacional siempre y cuando ciertas condiciones se
cumplan. En terminoloǵıa de lentes gravitacionales, existen tres clasificaciones para una
observación de lente gravitacional en base a las caracteŕısticas de esta [13]:

Microlensing : Régimen en el cual los efectos de lente gravitacional ocurren para una
lente con masa baja, donde la lente puede ser aproximada a una lente puntual, a
diferencia del resto de reǵımenes en las que el objeto que actúa como lente presenta
una masa considerablemente mayor, como en el caso de una galaxia o un cúmulo
de galaxias.

Lentes gravitacionales débiles: En este régimen se presentan imágenes de la fuente,
pero la principal caracteŕıstica a analizar es la deformación de la imagen respecto a
la forma original de la fuente.

Lentes gravitacionales fuertes : En este caso los efectos de lente gravitacional son
visiblemente evidentes, presentándose múltiples imágenes de la fuente. En algunos
casos, si las condiciones necesarias se presentan, se dan observaciones caracteŕısticas
tales como los anillos y las cruces de Einstein.

Para los propósitos de este trabajo, se estudia espećıficamente el régimen fuerte de
lentes gravitacionales, interesándonos entonces en observaciones de múltiples imágenes.
Existen dos observaciones propias de lentes gravitacionales fuertes fácilmente identifica-
bles: los anillos y las cruces de Einstein.

Un anillo de Einstein es una observación caracteŕıstica tanto en un deflector puntual
como en uno esférico, al estar este en una posición perfectamente alineada con la fuente
que produce la observación de lente gravitacional. En el caso de que ambos objetos no
estén alineados del todo con el observador, se produce un anillo parcial. Se caracteriza por
ser un halo de luz formado alrededor del deflector. El tamaño de dicho halo depende una
cantidad denominada radio de Einstein, la cual puede determinarse a partir de la ecuación
de lente. Tomando como ejemplo el caso para una lente puntual, en la expresión (2.20), se
puede sustituir la expresión del ángulo de deflexión para una lente puntual (2.12), ambas
expresiones en su forma escalar

³(¹) =
4GM

c2Dd¹
, (2.45)
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de manera que

´ = ¹ − 4GM

c2Dd¹
. (2.46)

Tomando ´ = 0, lo que equivale a tener a la fuente y a la lente alineados perfectamente
respecto al observador, tenemos que

¹E ≡
√

4GM

c2
Dds

DdDs
, (2.47)

definido como el radio de Einstein. Este parámetro representa el valor del radio del anillo
de Einstein formado en una observación de lente gravitacional, siendo este una cantidad
caracteŕıstica del sistema. Esta expresión puede ser derivable para el ángulo de deflexión
de una lente extendida. En la figura 2.2 se muestra un ejemplo de lente fuerte, donde se
presenta un anillo de Einstein. Dicha imagen ha sido generada mediante la ayuda de dos
libreŕıas de Python: lenstronomy [14], [15] y paltas [16]. En el caṕıtulo 3 se explica en
detalle la descripción y el uso de estas herramientas en el contexto de este trabajo.

Figura 2.2: Ejemplo de anillo de Einstein parcial. Para generar esta imagen, se utilizó una
lente esférica a un corrimiento al rojo de z = 0.5 con ¹E = 1.30 y una fuente eĺıptica a un
corrimiento al rojo de z = 1.50. Refiriéndose al plano de la lente, el deflector se encuentra
en (0.5, 0.5) y en el plano de la fuente, tenemos a la fuente en (0.4, 0.4). Imagen generada
haciendo uso de [14]-[16].

El término cruces de Einstein hace referencia a una observación en lentes gravitacio-
nales fuertes en donde se presentan cuatro imágenes de la misma fuente que pueden ser
unidas de tal forma que se obtiene una cruz caracteŕıstica. Este tipo de observaciones
solo es posible utilizando lentes eĺıpticas, ya que las lentes esféricas limitan el número de
imágenes múltiples posibles a dos [9].
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Es posible establecer una clasificación para lentes gravitacionales en donde se observan
múltiples imágenes de acuerdo a la posición de estas respecto de las otras. Un desarrollo
más profundo de esta idea se muestra en el apéndice A. En la figura 2.3 se muestran tres
ejemplos de lentes gravitacionales fuertes en las que se aprecian múltiples imágenes.

Figura 2.3: Ejemplos de lentes gravitacionales fuertes donde se aprecian múltiples imáge-
nes. De izquierda a derecha: en la primera imagen se aprecia una cruz de Einstein ca-
racteŕıstica. En la segunda imagen también se puede apreciar una cruz de Einstein, sin
embargo, a diferencia de la primera imagen, en este caso tres imágenes se encuentran
relativamente juntas entre śı, mientras existe una imagen aislada del resto. En la tercera
imagen, se presentan cuatro imágenes, pero que no son identificables como una cruz de
Einstein. Imágenes generadas haciendo uso de [14]-[16]



Caṕıtulo 3

Perfiles de densidad y halos de
materia oscura

En este caṕıtulo, se describen a detalle los perfiles de lente utilizados para modelar
deflectores a lo largo de este trabajo. La distribución de masa de una lente gravitacional
debe estar descrita en términos de una densidad. De acuerdo a la lente que se busque
modelar, la densidad variará en complejidad, como la forma del deflector o la forma en
la que la masa está extendida a lo largo de este. El objetivo principal de esta sección es
la de presentar el perfil más popular utilizado para modelar halos de materia oscura: el
perfil Navarro-Frenk-White. Aśı, también se muestran algunas descripciones alternativas
para modelar halos de materia oscura con el fin de presentar una recopilación de estos.
También se ofrece una descripción breve del perfil utilizado para modelar las fuentes de
luz utilizadas: el perfil Sérsic.

Además, en este caṕıtulo realizamos una discusión general de materia oscura, inician-
do por una breve descripción de los candidatos más populares a explicar el fenómeno de
la materia oscura, evaluando sus propiedades generales y su estado actual como hipótesis.
Por último, se explica cuáles son las distribuciones de masa de halos de materia oscura
utilizadas para las simulaciones de lentes gravitacionales en este trabajo.

3.1. Perfiles de lente

3.1.1. Esférico isotérmico singular (singular isothermal spherical)

El perfil esférico isotérmico singular (SIS) es un perfil de lente sencillo al tratarse de
una distribución de materia que trata al contenido material del deflector como un gas
ideal en equilibrio térmico e hidrostático confinado en un potencial gravitacional esférica-
mente simétrico [9]. Este modelo se corresponde con una distribución de masa con curvas
de rotación planas [17]. La expresión para el perfil de densidad que satisface estas carac-
teŕısticas es de la forma

16
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Ä(r) =
Ã2
v

2ÃGr2
. (3.1)

Se realiza la proyección de esta densidad para obtener la densidad superficial [9]

Σ(À) = 2

∫ ∞

0

Ä(À, z)dz

=
Ã2
v

ÃG

∫ ∞

0

dz

À2 + z2

=
Ã2
v

ÃG

1

À

[

arctan
z

À

]

∣

∣

∣

∞

0

=
Ã2
v

2GÀ
,

(3.2)

de la densidad superficial, es posible derivar el ángulo de deflexión para este perfil, obte-
niendo la masa

M(À) = 2Ã

∫ À

0

Σ(À′)À′ dÀ′

= 2Ã

∫ À

0

Ã2
v

2G
dÀ′

=
ÃÃ2

vÀ

G
,

(3.3)

y consecuentemente, podemos derivar el ángulo de deflexión

³⃗(¹) =
4ÃÃ2

v

c2¹

Ds

Dds
¹⃗ , (3.4)

y podemos obtener la forma escalar de esta expresión [18]

³(À) =
4ÃÃ2

v

c2
Dds

Ds
. (3.5)

Sustituimos el ángulo ³(À) en la ecuación de lente

´ = ¹ − 4ÃÃ2
v

c2
Dds

Ds
, (3.6)

y tomando ´ = 0 tenemos que
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¹E ≡ 4ÃÃ2
v

c2
Dds

Ds
, (3.7)

lo que es el radio de Einstein para el perfil SIS. Recordemos entonces que, de acuerdo a
lo que hemos visto en el caṕıtulo anterior, podemos obtener la convergencia a partir del
ángulo de deflexión a través de dos v́ıas: usar la expresión de densidad superficial y la
definición de densidad cŕıtica para derivar directamente »(¹) o bien derivando el ángulo
de deflexión respecto a las componentes del vector del plano de la lente y hacer uso de
la ecuación (2.31). Tomando la primera ruta, partimos de la densidad superficial y de la
densidad cŕıtica

»(À) =
Ã2
v

2GÀ

4ÃG

c2
DdsDd

Ds

=
Dd

2À

(

4ÃÃ2
v

c2
Dds

Ds

)

=
¹EDd

2À
.

(3.8)

Recordando que À = ¹Dd

»(¹) =
1

2

¹E
¹

=
1

2

¹E
√

¹21 + ¹22
, (3.9)

donde tomando en cuenta que ¹E =
4ÃÃ2

v

c2
Dds

Ds

, recordando la definición x⃗ ≡ À⃗
À0

y conside-
rando À0 = ¹EDd

»(x) =
1

2x
=

1

2

1
√

x2
1 + x2

2

, (3.10)

obteniendo aśı, la expresión de la convergencia de la lente para el perfil SIS en coordena-
das adimensionales.

Para los propósitos de este trabajo, usaremos las expresiones en términos de ¹1 y ¹2,
como la de la ecuación (3.9), pero con el fin de utilizar la notación referida comúnmente en
la literatura [14], [15], renombraremos los parámetros como ¹1 ≡ x y ¹2 ≡ y, parámetros
que no deben ser confundidos con aquellos de la notación adimensional de la ecuación
de lente descrita en la ecuación (2.22). La expresión de la convergencia del perfil SIS es
entonces

»(x, y) =
1

2

¹E
√

x2 + y2
, (3.11)

donde ¹E es el radio de Einstein mientras que x y y representan la posición de las imáge-
nes en el plano de la lente.
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3.1.2. Elipsoide isotérmico singular (singular isothermal ellipsoid)

El perfil SIS solamente describe deflectores esféricos, de modo que una modificación
es necesaria para contemplar lentes eĺıpticos en la descripción del perfil. Esto es lo que se
conoce como el perfil ellipsoide isotérmico singular (SIE). La forma a través de la cual se
realiza la introducción de la elipticidad directamente en la convergencia del perfil a través
del cambio [19]

r ⇒
√

qx2 + y2/q , (3.12)

de esta manera, el perfil SIE queda expresado como

»(x, y) =
1

2

¹E
√

qx2 + y2/q
, (3.13)

donde q es el cociente de los ejes mayor y menor de la elipse [14], [15]. Una descripción
alternativa de este perfil puede darse en términos de componentes de la excentricidad de
la elipse

e1 =
1− q

1 + q
cos(2ϕ) , e2 =

1− q

1 + q
sin(2ϕ) , (3.14)

donde e1 y e2 son las componentes de la excentricidad, mientras que ϕ es el ángulo de
orientación del deflector. Evidentemente se cumple que

q =
1−

√

e21 + e22

1 +
√

e21 + e2
2 . (3.15)

Este perfil es usado habitualmente para modelar deflectores y realizar inferencia estad́ısti-
ca debido a que es una elección sencilla comparada con otros perfiles de lente, además de
que esta descripción admite objetos eĺıpticos, lo que es una ventaja comparable respecto
al perfil SIS, dado que la mayoŕıa de objetos en el Universo que producen imágenes de
lente gravitacional presentan formas más complejas que una lente esférica.

3.1.3. Ley de potencias eĺıptica (elliptical power law)

Una generalización del perfil SIE que admite un nuevo parámetro al sistema en la
forma de un término de pendiente es el perfil de ley de potencias eĺıptica [19]. El perfil
EPL está descrito por una convergencia de la forma

»(x, y) =
3− µ

2

(

¹E
√

qx2 + y2/q

)µ−1

, (3.16)

donde µ es un término de pendiente negativa [14], [15]. Este perfil es estudiado como una
generalización del perfil SIE, lo que es evidente, dado que al tomar µ = 2 se recupera
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dicho perfil.

3.1.4. Navarro-Frenk-White

En estudios encaminados a estudiar los perfiles de densidad capaces de describir de
forma precisa la distribución de halos de materia oscura, se llevaron a cabo simulaciones
numéricas para estudiar la formación de halos dentro del marco de la materia oscura fŕıa.
El resultado fue que dichos objetos pueden ser descritos por la función radial

Ä(r) =
Äs

(r/rs)(1 + r/rs)2
, (3.17)

donde rs y Äs son el radio de escala y la densidad caracteŕıstica del halo respectivamen-
te [20]. El perfil descrito por la ecuación (3.17) es conocido como el perfil Navarro-Frenk-
White (abreviado NFW).

Obtenemos la densidad superficial al proyectar el vector À en la coordenada z. Defi-
niendo coordenadas x ≡ À/rs y y ≡ z/rs, es sencillo llegar a

ΣNFW(x) = 2Äsrs

∫ ∞

0

dy

(
√

x2 + y2)(1 +
√

x2 + y2)2
. (3.18)

Buscamos resolver la integral

F (x) =

∫ ∞

0

dy

(
√

x2 + y2)(1 +
√

x2 + y2)2
, (3.19)

para obtener una expresión simplificada de ΣNFW(x). Introduciendo un cambio de varia-
ble s = x2 + y2, es posible reescribir la integral como

F (x) =

∫ ∞

x2

ds

2(
√
s+ 1)2

√

s(s− x2)
. (3.20)

Proponiendo otro cambio de variable de la forma t =
√
s, se obtiene

F (x) =

∫ ∞

x

dt

(t+ 1)2
√
t2 − x2

, (3.21)

y de forma similar, es necesario introducir cambios de variable usando funciones trigo-
nométricas. Primero, usando t = x secu

F (x) =

∫ Ã/2

0

secu

(x secu+ 1)2
du . (3.22)
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A continuación, proponiendo el cambio de variable v = tan(u/2) y haciendo la simplifi-
cación correspondiente, tenemos que

F (x) =

∫ 1

0

2(1− v2)

[v2(x− 1) + (x+ 1)]2
dv . (3.23)

Notamos que la integral en (3.23) puede resolverse para varios casos debido a la forma
del denominador de la función. Para x = 1

F (x = 1) =
1

2

∫ 1

0

(1− v2)dv =
1

2

(

v − v3

3

)

∣

∣

∣

1

0
=

1

3
, (3.24)

y sustituyendo en (3.18)

ΣNFW(x = 1) =
2Äsrs
3

. (3.25)

Para los casos x < 1 y x > 1, es necesario reescribir la integral (3.23) mediante fracciones
parciales como

F (x) =
4x

x− 1

∫ 1

0

1

[v2(x− 1) + (x+ 1)]2
− 2

x− 1

∫ 1

0

1

[v2(x− 1) + (x+ 1)]
. (3.26)

Para x < 1

F (x < 1) =
1

(x2 − 1)

[

1− 2√
1− x2

arctanh

(

√

1− x

1 + x

)]

, (3.27)

de modo que la densidad superficial es

ΣNFW(x < 1) =
2Äsrs

(x2 − 1)

[

1− 2√
1− x2

arctanh

(

√

1− x

1 + x

)]

. (3.28)

Para x > 1

F (x > 1) =
1

(x2 − 1)

[

1− 2√
x2 − 1

arctan

(

√

x− 1

1 + x

)]

, (3.29)

consecuentemente, sustituyendo en (3.18)

ΣNFW(x > 1) =
2Äsrs

(x2 − 1)

[

1− 2√
x2 − 1

arctan

(

√

x− 1

1 + x

)]

. (3.30)
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En resumen [21]

ΣNFW(x) =



































2Äsrs
(x2−1)

[

1− 2√
1−x2

arctanh
(√

1−x
1+x

)]

x < 1

2Äsrs
3 x = 1

2Äsrs
(x2−1)

[

1− 2√
x2−1

arctan
(√

x−1
1+x

)]

x > 1 ,

(3.31)

definiendo »s ≡ ÄsrsΣ
−1
cr tenemos una expresión para la convergencia de este perfil

»(x) = 2»sF (x) . (3.32)

El perfil descrito en esta subsección corresponde al caso esférico, de modo que es nece-
sario introducir elipticidad al modelo para describir casos más complejos. Hacer esto es
significativamente complicado, dado que intentar hacer esto de forma anaĺıtica resulta en
expresiones que necesitan de evaluación numérica. Diversas técnicas han sido abordadas
para resolver el problema computacional que implica resolver la ecuación de lente para el
NFW eĺıptico [22].

3.2. Alternativas al perfil Navarro-Frenk-White

Usualmente en la literatura se presentan diversas formas de describir distribuciones
de materia oscura. Actualmente, el perfil NFW es la opción más popular para describir
halos de materia oscura, sin embargo, existen modificaciones o alternativas de este para
situaciones espećıficas. El estudio de este tipo de perfiles es propuesto como una solución
a la discrepancia conocida como el problema de los halos en cúspide, donde se presentan
galaxias cuyos halos no pueden ser descritos mediante perfiles obtenidos en simulaciones
de N-cuerpos [23]. La discrepancia entre un tipo de modelo y otro, es que existen modelos
que presentan lo que se conoce como una cúspide, existiendo una mayor concentración
en un punto del halo (como es el caso del perfil NFW), mientras que otro tipo de mo-
delo contempla halos con un núcleo, en los que hay una concentración más homogénea [24].

Los perfiles de lente descritos aqúı pueden ser usados como alternativa al perfil NFW.
Se presentan en este caṕıtulo a manera de recopilación y su relevancia radica en que estos
perfiles sean usados posteriormente en futuros trabajos donde se requiera el modelado de
halos para una situación espećıfica.

Una generalización del perfil NFW es presentada por un perfil de la forma [25]

Ä(r) =
Äs

(r/rs)µ(1 + r/rs)3−µ
, (3.33)

donde µ es una pendiente negativa. Tomar µ = 1 regresa el NFW habitual.
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Una prueba utilizada para determinar la eficacia de un perfil de lente, es a través de
las curvas de rotación de las galaxias. Una opción para describir las curvas de rotación
para halos de materia oscura en galaxias enanas es el perfil de Burkert [26], descrito por

Ä(r) =
Äs

(r/rs)[1 + (r/rs)2]
. (3.34)

Otro perfil propuesto como alternativa al Navarro-Frenk-White es el perfil de Einas-
to [27], un modelo que se encuentra descrito por la expresión

Ä(r) = Äs exp

{

−dn

[

(

r

rs

)1/n

− 1

]}

, (3.35)

donde n es conocido como el ı́ndice de Einasto, con 6 < n < 7 como posibles valores [28].
Se tiene dn como una constante, aśı como rs y Äs como el radio y la densidad de escala,
respectivamente [29].

3.3. Modelado de fuentes

Además del modelado de la distribución de masa de los objetos que actúan como de-
flectores, también es importante determinar la forma en la que se modelará la luz de las
fuentes en las simulaciones correspondientes.

Si bien es necesario establecer las propiedades de la luminosidad de la fuente en una
observación de lente gravitacional, ya que de esta dependen las múltiples imágenes que se
generan, tomaremos el modelado de la luminosidad del objeto que actúa como deflector
como secundario por dos motivos: el primero, que en observaciones de lentes gravitacio-
nales, la luminosidad de los lentes suele ser tenue y en segundo, que la luz del deflector
pasa a un segundo plano en la observación de una lente gravitacional, por ende, en las
observaciones de este trabajo, se omite el modelado de la luz de las lentes.

Inicialmente, un contendiente para modelar fuentes de luz en el Universo era la ley de
de Vaucouleurs [30], sin embargo dicha ley no es un buen ajuste para las distribuciones de
luz de galaxias eĺıpticas [31]. El perfil Sérsic representa un modelo de luminosidad capaz
de describir la luminosidad diversos tipos de galaxias, incluidas galaxias eĺıpticas [32].
Comúnmente, el perfil Sérsic se utiliza en el ámbito de lentes gravitacionales para descri-
bir a las fuentes cuya luz genera las múltiples imágenes tras pasar cerca de un deflector.
Con este perfil de densidad, es posible explicar la forma en la que vaŕıa la intensidad I
en un objeto respecto de su centro. Este perfil está descrito por

I(R) = I0 exp[−bn(R/R Sérsic)]
1

n , (3.36)

donde I0 es el valor de la luminosidad superficial a la mitad del radio de luz, R Sérsic es
conocido como el half-light radius del objeto, que es el radio en el cual la mitad de la luz de
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la fuente es percibida, n es el ı́ndice de Sérsic y bn ≈ 1.999n− 0.327, que es un parámetro
dependiente de este ı́ndice. Por otro lado, R es el argumento posicional del perfil. En el
caso simple, R describe el radio de un objeto luminoso esférico y al igual que para los
perfiles de lente descritos en la sección anterior, es posible introducir elipticidad a este
objeto esférico de la misma forma en la que se introdujo excentricidad para los perfiles
de lente de la sección anterior para que el perfil Sérsic también describa fuentes elipsoides.

La ecuación (3.36) constituye una buena descripción de objetos que emiten luz. De
acuerdo a esta expresión, partiendo del centro geométrico de la fuente, conforme nos
alejamos de este, la luz se hace cada vez más tenue, producto de definir R Sérsic como
parámetro para delimitar la distribución de la luz.

3.4. Candidatos de materia oscura

Presentamos a continuación algunos de los candidatos a explicar el fenómeno de ma-
teria oscura: los MaCHOs, los WIMPs y los Axiones. Se ofrece una explicación concisa
de las caracteŕısticas de cada candidato, su estado actual como objeto teórico, aśı como
algunas alternativas o modificaciones de estos candidatos para ajustarse al conocimiento
que se tiene de las caracteŕısticas que la materia oscura debe de tener.

MaCHOs: Uno de los candidatos comúnmente explorados para explicar el fenómeno
de materia oscura, son los halos masivos de materia bariónica, mejor conocidos como
MaCHOs [33]. Los MaCHOs se suponen compuestos de objetos que no producen luz
propia y por ende son dif́ıciles de detectar por medios no gravitacionales. La idea
tradicional de los MaCHOs ha sido desplazada debido a que estudios demuestran
que la posible contribución bariónica de este tipo a la materia oscura del Universo es
baja, por lo que la búsqueda de MaCHOs con materia no bariónica (dMaCHOs) es
una alternativa [34]. Los agujeros negros primordiales son un ejemplo de dMaCHOs.

WIMPs: Una forma de abordar el problema de la materia oscura, es el de proponer
que esta se encuentra compuesta de part́ıculas no pertenecientes al modelo estándar,
que presentan la caracteŕıstica de interactuar con los componentes de materia ba-
riónica de forma gravitacional, pero no de forma electromagnética. A su vez, se
asume que dichas part́ıculas deben ser masivas dado que esto es necesario para la
formación de las estructuras del Universo. Una propuesta de este tipo de part́ıculas
son las Weakly Interacting Massive Particles (WIMPs), que representan un abanico
de propuestas con caracteŕısticas similares [35].

Axiones: Otra propuesta de part́ıculas cuyas propiedades son afines a las propie-
dades de la materia oscura son los axiones. La razón principal por la que estas
part́ıculas son propuestas es para tener una solución al problema conocido como la
violación de la simetŕıa carga-paridad (CP) de la interacción fuerte [36]. Al hablar
sobre axiones, es común hacer una diferenciación entre modelos de axiones y de
axion-like particles, es decir, part́ıculas con propiedades de axiones, pero que no son
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consideradas como tal puesto que no cumplen con el propósito original de estos, que
es resolver el problema CP fuerte [37].

Además de los modelos descritos, existen otras propuestas interesantes para explicar el
fenómeno de materia oscura. En el mapa conceptual de la figura 3.1 se muestran algunos
de estos candidatos, divididos en seis categoŕıas: materia oscura en objetos macroscópicos,
bosones ligeros, neutrinos, propuestas de f́ısica de escala débil, part́ıculas de otros tipos
y propuestas de gravedad modificada.

Dark Matter

Light bosons
QCD

Axions

Axion-like

Particles

Fuzzy

Dark

Matter

Neutrinos

Standard

Model ν

Sterile

neutrinos

Weak Scale

Super-

symmetry
Extra-

dimensions

Little

Higgs

Effective

Field

Theory

Simplified

Models

Other

Particle
WIMPzilla

Self-

interacting
Superfluid

Macroscopic Macros

MaCHOs
Primordial

BHs

Modified

Gravity

Emergent

Gravity
MoND

TeVeS

MOG

Figura 3.1: Mapa conceptual de candidatos a explicar el fenómeno de materia oscura (G.
Bertone y T. M. P. Tait) [38].
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3.5. Distribuciones de halos de materia oscura

En esta sección se describen las funciones de distribución para simular halos de mate-
ria oscura en las observaciones de lentes gravitacionales en este trabajo. Información más
detallada sobre estas distribuciones se encuentra en el trabajo original donde se presenta
paltas [16].

3.5.1. Función de masa de subhalos

En el contexto de este trabajo, llamamos como subhalos (SH) a los halos que yacen
sobre el plano de la lente en una observación de lente gravitacional. Estos subhalos de
materia oscura serán simulados utilizando la siguiente distribución de masa

d2Nsub

dA dmsub
= Σsub

mµsub

sub

mµsub+1
pivot,sub

, (3.37)

donde Σsub es la constante de normalización de la distribución, msub es la masa de los
subhalos, µsub es un parámetro de pendiente y mpivot,sub es la masa pivote, que es un
punto de inflexión, pues es el parámetro en el que la pendiente de la distribución de
masa cambia [39]. El uso de esta función de masa, se limita al régimen de subhalos de
materia oscura de bajas masas, esto es, para 107 < M» < 1010, donde M» representa
masas solares. Se limita la distribución de halos a ese rango de masas puesto que el mo-
delo de materia oscura fŕıa contempla en sus predicciones halos con esas caracteŕısticas
(< 1010M») [16].

Para esta distribución, los subhalos individuales son modelados mediante una modifi-
cación del perfil NFW descrito en la ecuación (3.17). Espećıficamente, mediante un tipo
de perfil que se conoce como NFW truncado [40].

Ä(r) =
Äs

(r/rs)(1 + r/rs)2(1 + (r/rt)2)
, (3.38)

donde Äs es la densidad caracteŕıstica, rs es el radio caracteŕıstico y rt es el radio de
truncado. Las cantidades caracteŕısticas están descritas por

rs =
1

c

(

3msub

4Ã(200Äcrit(zsub))

)1/3

, (3.39)

Äsub =
msub

4Ãr3s(log(1 + c)− c
1+c ))

, (3.40)

y el radio de truncado es determinado por las caracteŕısticas de los subhalos usando la
expresión
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rt = 1.4

(

msub

mpivot,trunc

)1/3(
rsub

rpivot,trunc

)2/3

. (3.41)

Además de la función de distribución, también debe definirse una función de concentración
para establecer la forma en que los halos de materia oscura se encontrarán concentrados
a lo largo de la lente de acuerdo a la masa y al corrimiento al rojo de este. Esto está
descrito por una función

csub(m, z) = c0(1 + z)·
(

¿(rpeak(msub), zsub)

¿(rpeak(mpivot,conc), 0)

)−´

, (3.42)

donde c0 es una constante de normalización, · es una pendiente para definir el corrimiento
al rojo como ley de potencias, ´ es una pendiente para definir la función de altura máxi-
ma ¿ como una ley de potencias y mpivot,conc es la masa pivote de concentración [41]. La
función ¿ se halla definida por el corrimiento al rojo de los subhalos zsub, aśı como por el
radio máximo rpeak, que se expresa como

rpeak(msub) =

(

3msub

4ÃÄm,0

)1/3

. (3.43)

con Äm,0 la densidad de materia para los halos a corrimiento al rojo cero.

3.5.2. Función de masa de halos en la ĺınea de visión

En una observación de lente gravitacional fuerte, suele ignorarse la contribución a la
observación debido a los halos de materia oscura que se encuentran entre la linea de visión
del observador y el deflector, aśı como entre el deflector y la fuente. Nos referiremos a
estos simplemente como halos en la ĺınea de visión (LOS). La expresión para la función
de distribución para halos en la ĺınea de visión es

d2Nlos

dV dmlos
= ¶los(1 + À2 halo(r,mhost, zhost))×

[

d2Nlos

dV dmlos

]

ST

, (3.44)

donde ¶los es un parámetro de escalamiento, À2 halo(r,mhost, zhost) es una contribución de-
bido a una función de correlación de dos puntos para halos y el factor extra representando
una distribución de masa corresponde a una función de Sheth-Tormen [42]. La función de
Sheth-Tormen está definida como

[

d2Nlos

dV dmlos

]

ST

= −1

3

¿f(¿)

m2

d log Ã(rpeak)

d log rpeak
Äm , (3.45)

donde la definición de rpeak es la mostrada en la ecuación (3.43). Entonces, la expresión
(3.44) representa una modificación de la función (3.45). En el caso de la función ¿, tene-
mos que
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¿(rpeak(mlos), zlos) =
¶c(zlos)

Ã(rpeak(mlos), zlos)
, (3.46)

con ¶c(zlos) el ĺımite de la sobredensidad lineal para el colapso de los halos a un redshift
zlos. Además, Ã representa una densidad lineal de campo. La fórmula funcional que apa-
rece en la expresión (3.45) está dada por

¿f(¿) = 2AST

[

1 +
1

(
√
aST¿)2qST

] √
aST¿

(2Ã)1/2
exp

[

− (
√
aST¿)

2

2

]

, (3.47)

donde AST = 0.32218, qST = 0.3 y aST = 0.707 [16]. En el caso de esta distribución, los
halos están modelados por el perfil NFW usual.



Caṕıtulo 4

Análisis de lentes
gravitacionales

A disposición de la teoŕıa necesaria para comprender el fenómeno de lentes gravita-
cionales, de los perfiles de densidad y de luminosidad para simular los lentes y fuentes,
aśı como las funciones de masa para simular halos de materia oscura en una región de-
terminada, es posible simular observaciones de lentes gravitacionales mediante métodos
computacionales. Aśı mismo, tenemos herramientas para analizar estas imágenes.

Tomando en cuenta que el lenguaje de programación a utilizar en este trabajo es
Python, a continuación se describe el proceso general a través del cuál se generan las
imágenes de lentes gravitacionales utilizadas, se explica también cómo se añade comple-
jidad a estas imágenes mediante la inclusión de halos de materia oscura haciendo uso de
las funciones de masa descritas en la sección anterior y se determina cuál es el proceso a
seguir para determinar la influencia de estas complejidades en la imagen final, partiendo
de un análisis estad́ıstico.

4.1. Simulación de observaciones de lentes gravitacio-
nales

El propósito general de este trabajo consiste en la simulación de observaciones de lentes
gravitacionales fuertes mediante el uso de herramientas computacionales, para posterior-
mente realizar un análisis de tipo estad́ıstico sobre estas con el fin de derivar conclusiones
generales. Para este propósito, la paqueteŕıa lenstronomy de Python permite modelar
lentes gravitacionales aśı como derivar propiedades de estos para múltiples perfiles de
densidad [14], [15].

Con la idea de generar imágenes de lentes gravitacionales fuertes realistas, utilizamos
la paqueteŕıa paltas, la cual está basada en lenstronomy. El propósito de esta, es el de
generar grandes conjuntos de observaciones de lentes gravitacionales fuertes realistas con
la posibilidad de añadir subhalos de materia oscura de baja masa, además de simular

29
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los efectos observacionales del telescopio espacial Hubble, espećıficamente de la cámara
de campo amplio versión 3 (Wide Field Camera 3, correspondiente a las siglas WFC3),
siendo esta la cámara principal en activo del telescopio [16]. Además de las propiedades
ya descritas de paltas, tenemos la posibilidad de añadir otros efectos interesantes a las
imágenes producidas, por ejemplo, es posible hacer que la fuente modelada sea tomada
como una fuente puntual. También es posible poner una máscara central en las observa-
ciones, lo que permite simular los efectos de removido de la luz proveniente del deflector.
Aśı mismo, puede hacerse uso del algoritmo de llovizna (por su término en inglés, drizz-
le), que corresponde a un método de procesamiento de imágenes, consistente en combinar
múltples imágenes de una misma región con el objetivo de mejorar la calidad de la mues-
tra [43]. La forma en la que se generan imágenes a través de paltas es mediante archivos
de configuración, donde se proveen los datos para obtener los elementos necesarios para
producir una observación de lente gravitacional (el deflector y la fuente), aśı como los
datos para caracterizar el instrumento de medición.

La propuesta inicial consiste en generar imágenes utilizando el perfil SIS, mostrado
en la ecuación (3.11), para modelar los deflectores mientras que las fuentes son modela-
das mediante el perfil Sérsic. Los deflectores son considerados como cúmulos de galaxias
mientras que las fuentes son objetos capaces de proveer luz con la suficiente luminosidad
(como por ejemplo, un cuásar). A estas imágenes se les hace la adición de subestructura,
ya sea simulando una distribución de subhalos de materia oscura en el plano de la lente
o bien, añadiendo halos en la ĺınea de visión entre el observador y el deflector, aśı como
entre el deflector y la fuente.

La hipótesis inicial es que añadir subestructura a nuestras observaciones debe influir
de alguna forma en las imágenes generadas, ya sea modificando la posición de las imágenes
de la fuente o distorsionándolas de alguna forma, alterando aśı la observación conside-
rablemente, haciendo que la imagen sea más compleja. La forma de determinar estas
modificaciones es ajustando estad́ısticamente la observación con subestructura asumien-
do que sigue un perfil eĺıptico que no considera halos en su descripción y determinar si
existen parámetros numéricos para dicho perfil que describan de buena manera la obser-
vación, lo que se traduce en una degeneración del sistema.

De acuerdo a los resultados posteriores a las propuestas iniciales, se considera generar
observaciones para casos especiales que permitan discernir la influencia de las subestruc-
turas en las imágenes producidas. Estos casos especiales se describen en detalle en la
sección de resultados conforme sea necesario. En la figura 4.1 se muestran los resultados
de añadir subsctructura a una configuración espećıfica, usando ĺıneas a lo largo del arco
de luz formado por el efecto de la lente, estas para esclarecer de manera visual los efectos
de los halos de materia oscura en las observaciones finales.



CAPÍTULO 4. ANÁLISIS DE LENTES GRAVITACIONALES 31

Figura 4.1: De izquierda a derecha: imagen generada usando el perfil EPL de la ecuación
(3.16), imagen generada usando EPL + LOS e imagen generada usando EPL + SH.
Imagen extráıda de [1].

4.2. Adición de subestructura

Como se mencionó anteriormente, a las imágenes generadas mediante un perfil simple
se les añaden contribuciones de materia oscura en la forma de halos de acuerdo a la dis-
tribución mostrada en la ecuación (3.37) para subhalos de materia oscura en el plano de
la lente y a la distribución modificada de Sheth-Tormen para halos a lo largo de la ĺınea
de visión de la ecuación (3.44).
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Figura 4.2: Diagrama donde se detalla la manera en la que se simulan las distribuciones de
halos de materia oscura en un sistema de lente gravitacional con una lente con corrimiento
al rojo z = 0.50 y una fuente con corrimiento al rojo z = 1.50. Imagen extráıda de [16].

En el caso de la distribución de subhalos, es necesario proporcionar el valor numérico
de varios parámetros para definir las caracteŕısticas de los halos de la distribución, aśı
como otorgar un valor numérico para la constante de normalización Σsub. Con el fin de
intentar describir como una distribución de este tipo puede contribuir a los parámetros
inferidos, se propone generar múltiples casos de deflectores a los que se les añadirán sub-
halos de materia oscura para esta distribución de masa con una configuración arbitraria
y para cada deflector tendremos distintos casos donde el único parámetro cambiante será
Σsub. Como posibles casos de estudio se consideran los valores 0 f Σsub f 0.1, dado que
estos valores toman en cuenta las incertidumbres teóricas presentes en la literatura [44].
En el caso de la distribución de halos en la ĺınea de visión, se proponen configuraciones
similares a las de los subhalos en el plano de la lente.

En el apéndice B se presentan ejemplos de los archivos de configuración de paltas

para generar observaciones de lentes gravitacionales, especificando las caracteŕısticas de
todo el sistema.

4.3. Procesos de inferencia estad́ıstica

La inferencia estad́ıstica inicial se realiza mediante un proceso de optimización por
enjambre de part́ıculas (particle swarm optimization, correspondiente a las siglas PSO)
para un total de 200 part́ıculas y 200 iteraciones. Posteriormente es realizado un ajuste
estad́ıstico mediante un método de Monte Carlo basado en cadenas de Markov (MCMC)
para una distribución de probabilidad a priori Gaussiana donde, por conveniencia, se es-
coge un valor inicial adecuado para cada parámetro que describe a la lente y se escoge
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un rango de valores posibles centrado en el valor inicial. Este proceso se realiza para 10
caminadores por parámetro, en un total de 5000 iteraciones, de las cuales, las primeras
1000 son deshechas. La elección de estos parámetros es hecha dado que los tiempos de
cómputo son lo suficientemente cortos y ofrecen claros resultados con una incertidumbre
lo suficientemente pequeña para los propósitos del trabajo. La forma en la que se elige el
valor inicial y el rango para cada parámetro es sencilla, puesto que al trabajar con obser-
vaciones simuladas sobre las que tenemos control de las caracteŕısticas de la lente y fuente,
es posible realizar una suposición educada para cada uno de los parámetros del mode-
lo al que vayamos a ajustar, centrando el valor inicial a la mitad del rango para cada valor.

Figura 4.3: Lente utilizada en el proceso de inferencia descrito en esta sección.

A manera de comprobación del funcionamiento del algoritmo descrito anteriormente,
se realiza el proceso para una observación arbitraria de lente gravitacional fuerte generada
mediante el perfil EPL siguiendo la configuración descrita en la tabla 4.1, donde se han
escogido parámetros de forma que se obtiene una cruz de Einstein. En la figura 4.3 se
muestra la observación de lente gravitacional producida con los valores de la tabla 4.1. En
la tabla 4.2 se muestran los valores utilizados en el proceso de inferencia y en la tabla 4.3
se muestran los valores obtenidos en la inferencia, sin reportar errores en las mediciones
dado que estos son considerablemente bajos, tomando en cuenta que se toman tres cifras
significativas. Esta será una constante en los resultados presentados aqúı. En el apéndice
C se muestran las gráficas corner de los resultados del proceso [45]. Las gráficas consisten
en una representación simple del espacio de parámetros del modelo utilizado, con el fin
de mostrar los valores numéricos obtenidos para cada paso en el proceso de inferencia.
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Argumentos Lente

θE 1.50

γ 1.95

e1 lens 0.05

e2 lens 0.10

x lens 0.05

y lens 0.05

Argumentos Fuente

R Sérsic 0.50

n Sérsic 4.00

e1 source 0.01

e2 source 0.03

x source 0.04

y source 0.04

Tabla 4.1: Valores usados para modelar el deflector y la fuente de la configuración de
prueba.

Argumentos Valor Inferior Valor Superior Valor Inicial Valor Sigma

θE 1.00 3.00 2.00 0.05

γ 1.50 2.50 2.00 0.05

e1 lens −0.50 0.50 0.00 0.05

e2 lens −0.50 0.50 0.00 0.05

x lens −1.00 1.00 0.00 0.05

y lens −1.00 1.00 0.00 0.05

R Sérsic 0.00 1.00 0.50 0.05

n Sérsic 0.00 10.00 5.00 0.05

e1 source −0.50 0.50 0.00 0.05

e2 source −0.50 0.50 0.00 0.05

x source −1.00 1.00 0.00 0.05

y source −1.00 1.00 0.00 0.05

Tabla 4.2: Valores utilizados para realizar la inferencia estad́ıstica de las imágenes para
la configuración de prueba. Se establece una cota inferior y superior para definir la región
de búsqueda de los parámetros numéricos, un valor inicial, que es donde el algoritmo de
inferencia comienza la búsqueda y un valor de desviación estándar para cada parámetro.

Argumentos Lente

θE 1.50

γ 1.95

e1 lens 0.05

e2 lens 0.10

x lens 0.05

y lens 0.05

Argumentos Fuente

R Sérsic 0.50

n Sérsic 4.00

e1 source 0.01

e2 source 0.03

x source 0.04

y source 0.04

Tabla 4.3: Valores obtenidos para el deflector y la fuente de la configuración de prueba.

Comparando la tabla 4.1 con la tabla 4.3, se observa que los valores usados para si-
mular la imagen y los valores obtenidos del código de inferencia, ajustando para el mismo
perfil con el que se generó la imagen, son exactamente los mismos, que es el resultado
esperado. Ahora utilizando el mismo código de inferencia, es posible analizar cualquier
tipo de imagen ajustando para cualquier perfil, esperando obtener resultados concretos.
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4.4. Análisis de imágenes con subhalos de materia os-
cura

En esta sección presentamos diferentes configuraciones de deflectores a las que se le
hace la adición de halos de materia oscura, para posteriormente intentar explorar las ca-
racteŕısticas de estos a través de un análisis estad́ıstico. La forma de hacer esto, es intentar
explicar las caracteŕısticas del deflector modelado en términos de un perfil de lente sen-
cillo, de modo que se busca lo que podŕıa considerarse un tipo de degeneración entre dos
modelos de lente diferentes. En el diagrama en la figura 4.4 se expresa de manera general
el procedimiento a seguir para el análisis de sistemas donde se simula una distribución de
subhalos.

A lo largo de esta sección, se seguirán una serie de lineamientos para la generación
de las observaciones que se analizarán. Para todo deflector modelado, este será colocado
a un corrimiento al rojo de z = 0.50 y en el caso de las fuentes a un corrimiento al rojo
de z = 1.70, lo que variará serán los parámetros relacionados a las caracteŕısticas f́ısicas
de los objetos. En el caso de la simulación de halos, se tomarán valores espećıficos para
definir dichas distribuciones, esto con el objetivo de estudiar subestructuras con las mis-
mas caracteŕısticas f́ısicas a lo largo de este trabajo. Los halos simulados tendrán masas
de 107M» < M < 1010M». Para la distribución de subhalos en el plano de la lente, se
vaŕıa el valor de la constante de normalización Σsub y se simulan halos donde se toma
mpivot,sub = 1010M», mpivot,conc = 108M» y µsub = −1.86. En el caso de la distribución
de halos en la ĺınea de visión se vaŕıa el valor de la constante de normalización ¶los se toman
valores de zmin = 0.01, ∆z = 0.01, ¹los = 8.0′′, r2 halo,min = 0.5 kpc y r2 halo,max = 10.0 kpc.

Es necesario definir las caracteŕısticas de la función de concentración de masa para
las distribuciones de halos, los parámetros elegidos para este propósito son c0 = 17.45,
· = −0.26, ´ = 0.76, mpivot,conc = 108M» y Ãconc = 0.15. Cualquier cambio en estos
lineamientos a lo largo del trabajo, será indicado textualmente en la sección correspon-
diente. Aśı mismo, también es importante aclarar que en cada tabla de resultados para
los análisis individuales, no se reportan errores para los parámetros inferidos, dado que
estos son muy pequeños en comparación con las cifras significativas reportadas.
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Generación de imágenes con lente modelado con un per-
fil arbitrario añadiendo halos en el plano de la lente

Análisis estad́ıstico de las imágenes asumiendo que
la lente sigue un perfil espećıfico (sin asumir halos)

Obtención de parámetros numéricos en
términos del perfil elegido para analizar

Posterior discusión comparando los valores numéricos obtenidos
contrastando con los valores usados para generar imágenes

Figura 4.4: Diagrama de flujo explicando el proceso seguido. Considerando que se inicia
con una lente esférica, la hipótesis es la deformación de esta lente a través de las subes-
tructuras.

Otra cuestión importante es la elección de los parámetros que se utilizarán para indi-
car al algoritmo de inferencia el valor inicial donde debe comenzar el análisis, aśı como
una cota superior y una cota inferior como ĺımites numéricos donde el programa debe
detenerse, aśı como un valor para la desviación estándar de cada parámetro. Para todos
los resultados posteriores, los argumentos presentados en la tabla 4.4 son los utilizados
en cada análisis individual.

Argumentos Valor Inferior Valor Superior Valor Inicial Valor Sigma

θE 0.50 2.50 1.50 0.05

γ 1.50 2.50 2.00 0.05

e1 lens −0.50 0.50 0.00 0.05

e2 lens −0.50 0.50 0.00 0.05

x lens −1.00 1.00 0.00 0.05

y lens −1.00 1.00 0.00 0.05

R Sérsic 0.50 2.50 1.50 0.05

n Sérsic 1.50 2.50 2.00 0.05

e1 source −0.50 0.50 0.00 0.05

e2 source −0.50 0.50 0.00 0.05

x source −1.00 1.00 0.00 0.05

y source −1.00 1.00 0.00 0.05

Tabla 4.4: Valores utilizados para realizar la inferencia estad́ıstica de las imágenes mos-
tradas en las próximas secciones.
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4.4.1. Configuración SIS + SH ajustando para el perfil SIE

Presentamos la prueba inicial para varias lentes generadas mediante el perfil SIS para
la cual la constante de normalización Σsub es variada para ejemplificar la contribución
de la distribución de la materia oscura atribuida a los subhalos. Las lentes a analizar
se muestran en la figura 4.5. Evidentemente, un valor mayor de Σsub se traduce en una
contribución importante para el deflector en términos de la masa que se encuentra pro-
yectada en el plano de la lente.

Realizando inferencia estad́ıstica ajustando para el perfil SIE (para tomar en cuen-
ta cambios en los parámetros de excentricidad) se obtienen los resultados descritos en
la tabla 4.5 para los deflectores del sistema. Es evidente que conforme el valor de Σsub

aumenta, el valor del radio de Einstein incrementa considerablemente pues la cantidad
de masa proyectada en el plano de la lente es mayor. En el caso de las componentes de
excentricidad, tomando en cuenta que en los valores originales usados para generar la
imagen, tanto e1 como e2 son nulos, parece no haber una desviación considerable de los
valores para los casos presentados con excepción del caso Σsub = 0.005, donde tenemos
e1 = 0.002 y e2 = 0.009. En el caso de los parámetros posicionales, donde los valores
originales corresponden a x = 0.070 y y = 0.040 tampoco parece existir una desviación
importante, salvo en el caso Σsub = 0.01, donde tenemos x = 0.039 y y = 0.019.

Argumentos Σsub = 0.0 Σsub = 0.001 Σsub = 0.005 Σsub = 0.01

θE 1.230 1.244 1.349 1.462

e1 0.000 0.002 0.002 0.002

e2 0.000 0.001 0.009 0.000

x 0.070 0.071 0.072 0.039

y 0.040 0.036 0.058 0.019

Tabla 4.5: Valores obtenidos para los deflectores de la primera configuración, ajustando
para el perfil SIE. Podemos ver algunas desviaciones importantes de los parámetros res-
pecto al ajuste para Σsub = 0.0 para los casos Σsub = 0.005 y Σsub = 0.01.

En la tabla 4.6 se presentan los resultados de la inferencia para los parámetros de
las fuentes, ajustando para el perfil Sérsic. Para R Sérsic y n Sérsic parece haber cambios
considerables en algunos casos respecto al ajuste para Σsub = 0.0. En el caso de las
componentes de la excentricidad, se presentan cambios ligeros y en el caso de x y y se
presentan cambios importantes.
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sub=0.0 sub=0.001

sub=0.005 sub=0.01

Figura 4.5: Primera configuración presentada usando el perfil SIS para modelar lentes, aśı
como también simulando subhalos de materia oscura. Por inspección visual, es claro que
conforme el valor de Σsub aumenta, el valor del radio de Einstein ¹E , también incrementa,
dado que las imágenes producidas de la fuente forman un ćırculo más amplio.
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Argumentos Σsub = 0.0 Σsub = 0.001 Σsub = 0.005 Σsub = 0.01

R Sérsic 0.440 0.448 0.499 0.438

n Sérsic 3.550 3.627 3.698 3.395

e1 0.020 0.030 −0.011 0.134

e2 0.060 0.067 0.052 0.000

x 0.070 0.066 0.069 0.040

y 0.080 0.084 0.086 0.050

Tabla 4.6: Valores obtenidos para las fuentes de la primera configuración, ajustando para
el perfil Sérsic. Cambios considerables para varios parámetros.

Espećıficamente en este caso, se obtienen pistas concernientes a la hipótesis inicial. Al
añadir subestructuras en el plano de la lente de un deflector esférico y ajustar para un
perfil de lente que contempla deflectores eĺıpticos, se espera, además del incremento de
la masa de la lente, una desviación de la forma de esta, pasando de corresponder a una
lente esférica, a una aparente lente eĺıptica. Más adelante, se reportan casos donde esta
idea continua siendo explorada.
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4.4.2. Configuración SIE + SH ajustando para el perfil SIE

Buscamos ahora una segunda configuración modelando lentes con un perfil de lente
que nos permite tener lentes eĺıpticas. A continuación se presentan imágenes generadas
mediante el perfil SIE. Estas se presentan en la figura 4.6.

En la tabla 4.7 se presentan los resultados de inferencia para imágenes generadas con
el perfil SIE más la adición de una distribución de halos en el plano de la lente, ajustando
para el perfil SIE. En este caso, la configuración para el caso Σsub = 0.0 es similar a
aquella presentada en la configuración SIS + SH para Σsub = 0.0 con la diferencia de que
en este caso el deflector presenta una ligera desviación de una lente esférica, siendo sus
componentes de excentricidad e1 = 0.030 y e2 = 0.080.

Respecto a la inferencia para los parámetros de la lente, es importante destacar que
los valores de ¹E se mantienen prácticamente similares a aquellos obtenidos en la tabla 4.5
para cada valor de Σsub, lo que se traduce en una cantidad constante de materia oscura
proyectada en el plano de la lente para un valor dado de la constante de normalización.
Para el resto de parámetros, si bien existen cambios aparentes, estos parecen ser similares
a aquellos presentados para la configuración SIS + SH ajustando para el perfil SIE, en
el sentido de que existen cambios para e1, e2, x y y de una magnitud similar a aquellos
presentados anteriormente.

Argumentos Σsub = 0.0 Σsub = 0.001 Σsub = 0.005 Σsub = 0.01

θE 1.230 1.250 1.341 1.456

e1 0.030 0.029 0.025 0.027

e2 0.080 0.071 0.083 0.066

x 0.070 0.069 0.073 0.088

y 0.040 0.045 0.042 0.060

Tabla 4.7: Valores obtenidos para los deflectores de la segunda configuración, ajustando
para el perfil SIE. Los valores para la mayoŕıa de los parámetros del deflector presentan
un cambio relativamente considerable para estos casos, siendo la excepción el radio de
Einstein, que crece considerablemente y de manera constante, si comparamos con los
resultados para SIS + SH.

En la tabla 4.8 se presentan los resultados de la inferencia para los parámetros de
las fuentes, ajustando para el perfil Sérsic. Las conclusiones hechas para la primer con-
figuración son similares. Espećıficamente en el caso de e1 y e2 no parece haber cambios
significativos.
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sub=0.0 sub=0.001

sub=0.005 sub=0.01

Figura 4.6: Segunda configuración presentada usando el perfil SIE. En las imágenes se
aprecia una cruz de Einstein que se deforma de manera considerable conforme el valor de
Σsub aumenta.
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Argumentos Σsub = 0.0 Σsub = 0.001 Σsub = 0.005 Σsub = 0.01

R Sérsic 0.440 0.484 0.463 0.522

n Sérsic 3.550 3.782 3.294 3.507

e1 0.020 0.022 0.027 0.016

e2 0.060 0.065 0.064 0.056

x 0.070 0.062 0.083 0.112

y 0.080 0.095 0.134 0.115

Tabla 4.8: Valores obtenidos para las fuentes de la segunda configuración, ajustando para
el perfil Sérsic. No existen cambios considerables salvo en los parámetros x y y para los
valores de Σsub más altos.
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4.4.3. Configuración EPL + SH ajustando para el perfil EPL

Se propone una tercera configuración donde se utiliza un perfil al que se le añade un
sexto parámetro, este es el caso del perfil EPL. Dados los resultados de las primeras dos
configuraciones, al existir cambios aparentemente significativos en algunos parámetros, al
añadir el argumento µ se contemplan posibles cambios en este parámetro, siendo enton-
ces el objetivo de esta configuración el de explorar un perfil de lente con un parámetro
extra en relación con las pruebas anteriores. Esto también representa un desaf́ıo pues se
añade un nuevo parámetro que puede variar de forma arbitraria y puede complicar la
apreciación de los cambios en otros parámetros. Las imágenes que corresponden a esta
configuración son presentadas en la figura 4.7.

A continuación, se presenta en la tabla 4.9 los resultados del proceso de inferencia para
las imágenes generadas. En relación a los casos anteriores, los parámetros utilizados para
generar la lente EPL son los mismos usados que en la lente de la configuración SIE, con la
diferencia de que al usar el perfil EPL, se introduce el parámetro µ = 2.08, modificando
la forma de la convergencia de la lente.

Argumentos Σsub = 0.0 Σsub = 0.001 Σsub = 0.005 Σsub = 0.01

θE 1.230 1.247 1.320 1.419

γ 2.080 2.045 2.109 2.141

e1 lens 0.030 0.028 0.003 0.027

e2 lens 0.080 0.079 0.073 0.058

x lens 0.070 0.076 0.080 0.049

y lens 0.040 0.040 0.033 0.022

Tabla 4.9: Valores obtenidos para los deflectores de la tercera configuración, ajustando
para el perfil SIE. Se presentan cambios arbitrarios en las componentes de la excentricidad
y de la posición, de manera similar a casos anteriores. En este caso se presenta también
el parámetro µ, que también presenta cambios considerables.

En la tabla 4.10 se presentan los resultados de la inferencia para los parámetros de las
fuentes, ajustando para el perfil Sérsic.

Argumentos Σsub = 0.0 Σsub = 0.001 Σsub = 0.005 Σsub = 0.01

R Sérsic 0.440 0.439 0.499 0.567

n Sérsic 3.550 3.598 3.597 3.704

e1 source 0.020 0.017 0.033 0.011

e2 source 0.060 0.060 0.052 0.055

x source 0.070 0.062 0.087 0.065

y source 0.080 0.079 0.106 0.091

Tabla 4.10: Valores obtenidos para las fuentes de la tercera configuración, ajustando para
el perfil Sérsic. De igual manera que en las configuraciones anteriores, se presentan cambios
arbitrarios.



CAPÍTULO 4. ANÁLISIS DE LENTES GRAVITACIONALES 44

sub=0.0 sub=0.001

sub=0.005 sub=0.01

Figura 4.7: Tercera configuración presentada usando el perfil EPL. Estas imágenes son
bastante parecidas a aquellas de la segunda configuración dado que se usa un valor µ =
2.08, de modo que son muy similares a las del perfil SIE.
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4.4.4. Pruebas finales con subhalos

A partir de los resultados establecidos hasta ahora, una nueva pregunta surge: ¿La
adición de subestructuras en una lente previamente modelada puede realmente afectar a
la forma geométrica y a la posición aparente de esta? Esto se traduciŕıa en que este tipo
de subestructura ofrece algún tipo de señal consistente además del claro incremento en
la masa del deflector ¿Qué tipo de implicaciones tendŕıa que la respuesta a esta pregunta
sea śı? Se estableció que una de las propiedades de las lentes esféricas es su capacidad
de generar anillos de Einstein, mientras que una observación caracteŕıstica de las lentes
eĺıpticas es la de cruces de Einstein. Suponiendo que al añadir una población de subhalos
a una lente esférica la vuelve aparentemente eĺıptica, como es sugerido por los resultados
anteriores, ¿esperaŕıamos observar una cruz de Einstein en lugar de un anillo como pro-
ducto de la deformación?

Para estudiar de mejor manera los efectos de una población de subhalos de materia
oscura en la excentricidad de un deflector previamente modelado, se propone una nueva
configuración que facilita la percepción de las deformaciones de la lente. Modelando un
deflector esférico para un radio de Einstein lo suficientemente pequeño (de manera arbi-
traria se ha elegido ¹E = 0.80) y con los mismos valores para la función de concentración
y la función de distribución utilizados en configuraciones previas, se espera que el efecto
de una distribución de halos sea notorio en las imágenes generadas por la lente, inclu-
so esperando apreciar una cruz de Einstein, lo que indicaŕıa una clara deformación del
deflector inicialmente esférico. Aśı mismo, para los resultados en esta sección de análisis
finales también se cambia la posición de la fuente a z = 1.5, mientras que el deflector se
mantiene a z = 0.5, bajo la premisa de que se desean replicar en medida de lo posible las
condiciones del experimento conducido en la presentación de paltas [16].

En la figura 4.8 se presentan distintos casos de Σsub para el mismo deflector. Mediante
inspección visual, es fácil detectar que a mayores valores de Σsub, los efectos de los halos
de luz en la distorsión de las imágenes producidas es más evidente. Un caso interesante en
las figuras obtenidas es el de Σsub = 0.01, donde puede distinguirse una cruz de Einstein,
básicamente la hipótesis planteada en los párrafos anteriores. Aśı mismo, para los casos
Σsub = 0.025 y Σsub = 0.03 mediante inspección visual puede notarse una deformación
considerable de las imágenes resultantes, apreciando arcos de luz discontinuos. Las pro-
piedades del deflector y la fuente originales utilizados en cada observación, se muestran
en las columnas para Σsub = 0.0 de las tablas 4.11 y 4.12. En la tabla 4.11 se presentan
los resultados de la inferencia para las imágenes ajustando para el perfil SIE, de manera
similar a la primera configuración presentada. En el caso del radio de Einstein, el valor
aumenta progresivamente conforme el valor de la constante de normalización aumenta.
Respecto a los valores de las componentes de la excentricidad, existen cambios arbitrarios
en cada caso particular, sin embargo, queda claro que existe una desviación de los valores
e1 y e2 iniciales, correspondientes a una desviación del perfil esférico a un eĺıptico. Tam-
bién existe una desviación en los parámetros posicionales x y y.

Los casos más destacables de esta sección, son aquellos correspondientes a Σsub = 0.01,
Σsub = 0.025 y Σsub = 0.03, valores para los cuales se presentan cambios importantes
en las componentes de la excentricidad, aśı como en los argumentos posicionales. En el
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apéndice C se muestran las gráficas de los resultados para los procesos de inferencia en
estas pruebas [45].

Argumentos Σsub = 0.0 Σsub = 0.001 Σsub = 0.005 Σsub = 0.01

θE 0.800 0.809 0.869 0.924

e1 lens 0.000 −0.003 0.006 0.022

e2 lens 0.000 0.000 −0.007 0.018

x lens 0.000 0.017 0.007 0.071

y lens 0.000 0.014 −0.002 0.040

Argumentos Σsub = 0.015 Σsub = 0.02 Σsub = 0.025 Σsub = 0.03

θE 0.987 1.120 1.187 1.334

e1 lens −0.010 −0.006 0.030 −0.020

e2 lens −0.004 0.012 −0.017 0.017

x lens 0.027 −0.005 0.061 −0.014

y lens 0.069 −0.005 0.033 0.004

Tabla 4.11: Valores obtenidos para los deflectores de la cuarta configuración, ajustando
para el perfil SIE.

En la tabla 4.12 se presentan los valores obtenidos de la inferencia para los parámetros
de la fuente. De nuevo, existe una discrepancia considerable entre los valores para algunos
parámetros, especialmente en términos de las componentes de la excentricidad y en las
componentes posicionales. Los términos R Sérsic y n Sérsic también presentan una variación
a considerar, sin emabargo, el enfoque en este estudio es el de analizar los efectos sobre
los parámetros de la lente.

Argumentos Σsub = 0.0 Σsub = 0.001 Σsub = 0.005 Σsub = 0.01

R Sérsic 0.500 0.490 0.524 0.601

n Sérsic 4.000 3.871 3.994 4.613

e1 source 0.000 0.002 0.012 0.047

e2 source 0.000 0.004 0.018 0.067

x source 0.010 0.008 −0.001 0.038

y source 0.010 0.008 0.016 0.010

Argumentos Σsub = 0.015 Σsub = 0.02 Σsub = 0.025 Σsub = 0.03

R Sérsic 0.523 0.563 0.484 0.552

n Sérsic 3.363 3.657 3.121 3.469

e1 source 0.022 0.005 0.083 0.045

e2 source −0.031 0.023 −0.012 −0.021

x source 0.018 0.008 0.027 0.008

y source 0.033 0.002 −0.040 −0.022

Tabla 4.12: Valores obtenidos para las fuentes de la cuarta configuración, ajustando para
el perfil Sérsic.
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sub=0.0 sub=0.001

sub=0.005 sub=0.01

sub=0.015 sub=0.02

sub=0.025 sub=0.03

Figura 4.8: Configuración propuesta con el fin de investigar a fondo los efectos de los
subhalos de materia oscura, espećıficamente en las componentes de la excentricidad.
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Generación de 20 imágenes con len-
te modelado con el perfil SIS + SH

Análisis estad́ıstico simultaneo de las imáge-
nes asumiendo que la lente sigue el perfil SIE

Obtención de un promedio de los va-
lores que describen a dichas imágenes

Interpretación de los resultados

Figura 4.9: Diagrama de flujo explicando el proceso seguido. Considerando que se inicia
con una lente esférica, la hipótesis es la deformación de esta lente a través de las subes-
tructuras.

Un último intento para analizar este tipo de imágenes a través de un perfil de lente
sencillo, es a través del análisis estad́ıstico simultaneo de varias imágenes de una misma
configuración, esto con el objetivo de obtener regiones de confianza claras en las que se
encuentran los parámetros de imágenes producidas con dicha configuración, siguiendo
la lógica expuesta en la figura 4.9. A continuación se muestra en la figura 4.10 veinte
lentes producidas con una lente modelada con el perfil SIS, una fuente modelada con el
perfil Sérsic y con una distribución de subhalos con una constante de normalización de
Σsub = 0.02, utilizando los parámetros para la distribución de subhalos y para la función
de concentración utilizados en los casos anteriores.

En la tabla 4.13 se muestran los valores utilizados para producir la lente y la fuente
base para las veinte imágenes que van a producirse. En la tabla 4.14 se muestran los
resultados para la inferencia simultanea de las veinte imágenes, asumiendo que siguen
un perfil SIE. Centrándonos en los parámetros de la lente, la tendencia, es que la lente
originalmente esférica, da la apariencia de ser ligeramente eĺıptica como producto de la
distribución de subhalos en en plano de la lente. En el caso de la posición aparente de la
lente, también existe un cambio a considerar. Aśı mismo, existe un incremento conside-
rable en el parámetro del radio de Einstein. Existen de igual forma cambios importantes
para los valores de la fuente. Nuevamente, en el apéndice C se muestran las gráficas de
los resultados para el proceso de inferencia simultanea para las veinte imágenes [45].
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Figura 4.10: Muestra de veinte lentes generados mediante el perfil SIS con la inclusión
de subhalos con una constante de normalización de Σsub = 0.02. Estas lentes fueron
utilizadas para obtener los resultados reportados en la tabla 4.14. Se obtiene una muestra
de diferentes observaciones, con imágenes en diferentes posiciones.
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Argumentos Lente

θE 0.800

e1 lens 0.000

e2 lens 0.000

x lens 0.000

y lens 0.000

Argumentos Fuente

R Sérsic 0.500

n Sérsic 4.000

e1 source 0.000

e2 source 0.000

x source 0.001

y source 0.001

Tabla 4.13: Valores usados para el deflector y la fuente base en la producción de 20
imágenes con halos de materia oscura.

Argumentos Lente

θE 1.094

e1 lens −0.006

e2 lens 0.009

x lens 0.039

y lens 0.020

Argumentos Fuente

R Sérsic 0.400

n Sérsic 2.268

e1 source −0.001

e2 source 0.015

x source 0.013

y source 0.013

Tabla 4.14: Valores obtenidos para el deflector y la fuente de la configuración de prueba. La
manera de interpretar estos resultados es como el promedio de cada parámetro tomando
en cuenta los valores inferidos para cada una de las 20 imágenes, asumiendo que estas
siguen el perfil SIE.
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4.5. Análisis de imágenes con halos en la ĺınea de vi-
sión

De la misma forma en la que se analizó la distribución de masa para subhalos, se
presenta el análisis de la distribución de halos en la ĺınea de visión. En esta sección pre-
sentamos varias configuraciones de deflectores a las que se le hace la adición de halos
de materia oscura en la ĺınea de visión, para posteriormente intentar explorar las carac-
teŕısticas de estos a través de un análisis estad́ıstico. Volvemos a la configuración con un
deflector a z = 0.5 y una fuente a z = 1.7

Como resumen, se confirma que los efectos de los halos en la ĺınea de visión en el
régimen fuerte de lentes gravitacionales son apenas notorios. Un análisis más detallado de
los efectos de los halos en la ĺınea de visión puede hacerse en términos de la deformación
de las imágenes y de la luz recibida por el observador, es decir, en el régimen débil de
lentes gravitacionales. Existen estudios respecto a la forma en la que pueden explorarse
los efectos de halos en la ĺınea de visión [46], [47]

4.5.1. Configuración SIS + LOS ajustando para el perfil SIE

Utilizando el mismo acercamiento que en el estudio de subhalos en el plano de la lente,
se propone una primera configuración usando un deflector modelado con el perfil SIS y
una fuente modelada con el perfil Sérsic donde se simulan halos entre el observador y
la lente, aśı como entre la lente y la fuente. Las imágenes generadas se muestran en la
figura 4.11.

A continuación, se presenta en la tabla 4.15 los resultados del proceso de inferencia
para las imágenes presentadas. En la columna para ¶los = 0.0 se presentan los parámetros
con los que se genera la lente que se usa como base en las observaciones presentadas. En
el caso del radio de Einstein, no se presenta un cambio como en el caso de los subhalos,
donde el valor de la masa proyectada incrementa conforme el valor de la constante de
normalización aumenta, sino que el valor aparentemente se va reduciendo de forma ligera.
Por otro lado, los valores para las componentes de excentricidad e1 y e2, aśı los valores x
y y apenas cambian, lo que indica una contribución muy baja a todos los parámetros de
la lente.
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los=0.0 los=0.5

los=1.0 los=1.5

Figura 4.11: Primera configuración presentada usando el perfil SIS más la contribución
de halos en la ĺınea de visión para distintos valores de ¶los. Al utilizar un deflector esférico
y al estar deflector y fuente casi alineados, obtenemos imágenes en las que se aprecian
anillos de Einstein. Existe apenas una ligera desviación del deflector esférico a uno eĺıptico
que se aprecia en los resultados de la inferencia.
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Argumentos δlos = 0.0 δlos = 0.5 δlos = 1.0 δlos = 1.5

θE 1.230 1.226 1.223 1.214

e1 0.000 0.002 −0.001 −0.002

e2 0.000 −0.001 −0.003 −0.001

x 0.070 0.073 0.066 0.075

y 0.040 0.040 0.037 0.042

Tabla 4.15: Valores obtenidos para los deflectores de la primera configuración para halos
en la ĺınea de visión, ajustando para el perfil SIE. Existen cambios en algunos de los
parámetros respecto a la observación original, sin embargo la contribución aparente no
parece ser tan drástica comparada con el efecto estudiado para la distribución de halos
en el plano de la lente.

En la tabla 4.16 se presentan los resultados de la inferencia para los parámetros de
las fuentes, ajustando para el perfil Sérsic. En la columna para ¶los = 0.0 se presentan
los parámetros con los que se genera la fuente que se usa como base en las observaciones
presentadas. De manera similar a los parámetros de la lente, existen cambios claros, pero
no significativos respecto a los cambios obtenidos para la distribución de subhalos.

Argumentos δlos = 0.0 δlos = 0.5 δlos = 1.0 δlos = 1.5

R Sérsic 0.440 0.441 0.438 0.434

n Sérsic 3.550 3.575 3.605 3.530

e1 0.020 0.015 0.023 0.012

e2 0.060 0.057 0.064 0.060

x 0.070 0.083 0.063 0.087

y 0.080 0.079 0.082 0.085

Tabla 4.16: Valores obtenidos para las fuentes de la primera configuración para halos en
la ĺınea de visión, ajustando para el perfil Sérsic. Al igual que en el caso de los parámetros
del deflector, existen cambios ligeros.
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4.5.2. Configuración SIE + LOS ajustando para el perfil SIE

Las imágenes generadas mediante el perfil SIE más la distribución de halos en la ĺınea
de visión se presentan en la figura 4.12. Mediante inspección visual, la impresión inicial es
que estas simulaciones son idénticas en cuanto a la posición de las imágenes de la fuente
se refiere.

En la tabla 4.17 se presentan los resultados de inferencia para imágenes generadas
con el perfil SIE más la distribución de halos en la ĺınea de visión, ajustando para el
perfil SIE. En la primer columna se presentan los valores utilizados para simular la lente
utilizada como base en las observaciones de esta sección. Para los valores de ¹E se sigue
una tendencia prácticamente similar a aquella en la primer configuración. En general,
para todos los parámetros de la lente, si bien existen cambios pequeños en los valores
numéricos, no es posible determinar si existe una deformación clara del deflector debido
a los halos en la linea de visión que cambie significativamente los valores de sus parámetros.

Argumentos δlos = 0.0 δlos = 0.5 δlos = 1.0 δlos = 1.5

θE 1.230 1.226 1.220 1.228

e1 0.030 0.030 0.029 0.026

e2 0.080 0.081 0.084 0.084

x 0.070 0.069 0.067 0.063

y 0.040 0.039 0.039 0.033

Tabla 4.17: Valores obtenidos para los deflectores de la segunda configuración, ajustando
para el perfil SIE. Cambios ligeros en algunos parámetros, al igual que en el primer caso.

En la tabla 4.18 se presentan los resultados de la inferencia para los parámetros de
las fuentes, ajustando para el perfil Sérsic. De nuevo, existen cambios pequeños en los
parámetros de la fuente aparentemente como consecuencia directa de los halos en la ĺınea
de visión, pero no son equiparables a aquellos cambios presentados para los halos en el
plano de la lente.

Argumentos δlos = 0.0 δlos = 0.5 δlos = 1.0 δlos = 1.5

R Sérsic 0.440 0.434 0.433 0.437

n Sérsic 3.550 3.541 3.561 3.535

e1 0.020 0.021 0.023 0.013

e2 0.060 0.062 0.059 0.059

x 0.070 0.070 0.073 0.063

y 0.080 0.083 0.078 0.080

Tabla 4.18: Valores obtenidos para las fuentes de la segunda configuración, ajustando para
el perfil Sérsic. Se obtuvieron ligeros cambios discernibles en algunos de los parámetros.
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los=0.0 los=0.5

los=1.0 los=1.5

Figura 4.12: Segunda configuración presentada usando el perfil SIE más la adición de
halos en la ĺınea de visión.



CAPÍTULO 4. ANÁLISIS DE LENTES GRAVITACIONALES 56

4.5.3. Configuración EPL + LOS ajustando para el perfil EPL

Presentamos una prueba para lentes generadas mediante el perfil EPL las cuales se
muestran en la figura 4.13. En la tabla 4.19 se presentan los resultados para la lente. De
nuevo, existe una señal pequeña aparentemente como consecuencia los halos en la ĺınea
de visión, pero es un cambio pequeño comparado a los efectos de la distribución de halos
en el plano de la lente, lo que se traduce como una dificultad más marcada al intentar
detectar este tipo de subestructuras en una observación.

Argumentos δlos = 0.0 δlos = 0.5 δlos = 1.0 δlos = 1.5

θE 1.230 1.225 1.233 1.215

γ 2.080 2.067 2.089 2.049

e1 lens 0.030 0.032 0.027 0.030

e2 lens 0.080 0.078 0.078 0.077

x lens 0.070 0.073 0.070 0.065

y lens 0.040 0.039 0.043 0.036

Tabla 4.19: Valores obtenidos para los deflectores de la tercera configuración, ajustando
para el perfil EPL. Tampoco se presentan grandes cambios, siendo el más notable una
reducción en el valor de µ para ¶los = 1.5.

En la tabla 4.20 se presentan los resultados de la inferencia para los parámetros de las
fuentes, ajustando para el perfil Sérsic.

Argumentos δlos = 0.0 δlos = 0.5 δlos = 1.0 δlos = 1.5

R Sérsic 0.440 0.433 0.440 0.431

n Sérsic 3.550 3.554 3.559 3.631

e1 source 0.020 0.019 0.020 0.017

e2 source 0.060 0.061 0.062 0.061

x source 0.070 0.077 0.070 0.061

y source 0.080 0.081 0.077 0.086

Tabla 4.20: Valores obtenidos para las fuentes de la tercera configuración, ajustando para
el perfil Sérsic. Se presentan cambios apenas discernibles.

Dada la baja interferencia de los halos en la ĺınea de visión para los casos presentados,
es necesario probar otros valores que proyecten una mayor cantidad de materia oscura en
el sistema de lente con el objetivo de estudiar su influencia.
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los=0.0 los=0.5

los=1.0 los=1.5

Figura 4.13: Tercera configuración presentada usando el perfil EPL. Por inspección, no
parece existir un cambio visual destacable en las observaciones, tendencia que ha ocurrido
en las imágenes generadas donde se simulan halos en la ĺınea de visión.
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4.5.4. Pruebas finales con halos en la ĺınea de visión

Siguiendo un proceso similar al de los subhalos, se prueba de nuevo un sistema de
lente gravitacional con una lente de bajo radio de Einstein y con valores considerable-
mente altos de ¶los con el fin de exagerar la contribución de halos en la ĺınea de visión,
viendo si de esta manera, es posible obtener una señal clara en algunos de los parámetros.
Tomamos z = 0.5 para la lente y z = 1.5 para el deflector. En la figura 4.14 se muestran
las imágenes producidas, donde se utilizan los parámetros de la tabla 4.21 para simular
la lente y la fuente base sobre las que se simularán una distribución de halos en la ĺınea
de visión.

Argumentos Lente

θE 0.800

e1 lens 0.000

e2 lens 0.000

x lens 0.000

y lens 0.000

Argumentos Fuente

R Sérsic 0.500

n Sérsic 4.000

e1 source 0.000

e2 source 0.000

x source 0.010

y source 0.010

Tabla 4.21: Valores utilizados para generar la lente y la fuente base para las imágenes a
analizar.

Argumentos δlos = 0.5 δlos = 1.0 δlos = 1.5 δlos = 2.0

θE 0.798 0.800 0.796 0.787

e1 lens 0.002 0.007 0.006 0.001

e2 lens −0.002 −0.003 0.000 −0.001

x lens 0.032 0.003 −0.001 0.019

y lens 0.032 0.001 −0.001 0.015

Argumentos δlos = 2.5 δlos = 3.0 δlos = 3.5 δlos = 4.0

θE 0.794 0.799 0.781 0.794

e1 lens 0.002 −0.003 −0.011 −0.011

e2 lens 0.006 −0.001 0.005 −0.005

x lens 0.008 −0.005 −0.005 −0.007

y lens 0.057 0.010 0.000 0.000

Tabla 4.22: Valores obtenidos para los deflectores de la cuarta configuración, ajustando
para el perfil EPL. Se presentan cambios considerables en las componentes de la excen-
tricidad y la posición de la lente.

En la tabla 4.22 se presentan los valores obtenidos de la inferencia para los parámetros
de la lente. En el caso del radio de Einstein, la tendencia marcada es que no parece au-
mentar dicho parámetro con respecto al valor ¹E = 0.80 que el deflector original presenta,
si no que da la apariencia de reducir este valor por una diferencia pequeña. Por otro lado,
otros valores parecen cambiar de manera ligera. Espećıficamente, existen algunos cambios
en las componentes de la excentricidad y de la posición de la lente para algunos casos.
En primera instancia, estos cambios podŕıan ser equiparables a aquellos presentados en
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los=0.5 los=1.0

los=1.5 los=2.0

los=2.5 los=3.0

los=3.5 los=4.0

Figura 4.14: Configuración propuesta con el fin de investigar a fondo los efectos de los
halos de materia oscura en la ĺınea de visión, espećıficamente en las componentes de la
excentricidad.
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los análisis para lentes a las que se les ha simulado una distribución de halos en el plano
de la lente, pero la diferencia más significativa viene en el nulo aumento en el valor del
radio de Einstein.

Argumentos δlos = 0.5 δlos = 1.0 δlos = 1.5 δlos = 2.0

R Sérsic 0.499 0.496 0.497 0.495

n Sérsic 4.018 4.044 4.041 4.055

e1 source −0.001 0.009 −0.005 0.008

e2 source 0.000 −0.004 0.002 −0.010

x source 0.017 0.003 0.014 0.009

y source 0.016 0.018 0.010 0.007

Argumentos δlos = 2.5 δlos = 3.0 δlos = 3.5 δlos = 4.0

R Sérsic 0.491 0.471 0.505 0.473

n Sérsic 3.996 3.888 4.203 3.911

e1 source −0.006 −0.014 0.005 −0.003

e2 source 0.009 0.004 0.008 −0.018

x source 0.006 0.007 −0.013 0.009

y source 0.029 0.018 −0.004 0.001

Tabla 4.23: Valores obtenidos para las fuentes de la cuarta configuración, ajustando para
el perfil Sérsic. De manera similar a los resultados para la lente, se presentan cambios
arbitrarios en la excentricidad y la posición de la fuente.

En la tabla 4.23 se muestran los resultados para los parámetros de la fuente. Re-
sultados parecidos a aquellos discutidos en secciones anteriores están presentes, siendo
la tendencia general que los halos en la ĺınea de visión presentan una señal discernible
cuando las observaciones generadas por las configuraciones expuestas son ajustadas a un
perfil de lente simple. En el apéndice C se muestran las gráficas de los resultados para los
procesos de inferencia en estas pruebas [45].
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4.6. Comprobación de resultados

Tomando en consideración únicamente los resultados presentados hasta ahora, la con-
clusión seŕıa que es completamente posible explicar una observación de lente gravitacional
fuerte que incluye una distribución de masa de subhalos en el plano de la lente en térmi-
nos de valores espećıficos de un perfil de lente simple, es decir, la contribución de halos
de materia oscura es absorbida por los parámetros del perfil al que se intenta ajustar la
observación. Esto se traduce en que una configuración de lente más simple puede explicar
una observación generada por una configuración más compleja.

Tras los resultados presentados en secciones anteriores, entra en discusión si modelar
lentes de una manera compleja es necesario o si añadir este tipo de subestructuras es un
paso que no es necesario dado que perfiles simples pueden dar como resultado imágenes
similares. Antes de dar un paso hacia esa pregunta, es necesario comprobar que un perfil
de lente simple tiene una degeneración perfecta con un perfil que incluye en su descripción
halos de materia oscura, yendo más allá de sólo comparar términos numéricos. Una forma
de hacer esto es comparar imágenes entre los distintos modelos para determinar si estos
son capaces de producir las mismas imágenes. En la figura 4.15 se muestran dos ejemplos
de una lente generada con el perfil SIE más una distribución de subhalos. Obteniendo
parámetros analizando esta imagen suponiendo que el perfil SIE es suficiente, obtenemos
varios resultados numéricos y con dichos resultados generamos una imagen para compro-
bar si esta es similar a la imagen original. Posteriormente, se realiza la diferencia entre
ambas imágenes para ver los residuos de luz. El resultado de hacer esta comparación, es
que las imágenes difieren considerablemente entre śı, de modo que no existe una degenera-
ción perfecta. Entonces podemos concluir, por ejemplo, que un modelo SIE + SH admite
en su descripción imágenes complejas que el perfil SIE no puede emular por śı mismo,
esto a pesar de que al analizar imágenes SIE + SH mediante el perfil SIE, se obtienen
parámetros bien definidos con un error bajo.

La discrepancia entre un modelo que contempla halos de materia oscura y uno que
no lo hace es notoria, aunque esto no era inmediatamente concluyente cuando se haćıa
ajustes estad́ısticos entre estos modelos. Es la comparación entre las distintas imágenes
que estos modelos pueden producir lo que evidencia las diferencias entre observaciones.
Tomando en cuenta esta afirmación, los resultados numéricos obtenidos en las secciones
anteriores representan los valores necesarios para que un modelo simple pueda emular las
imágenes producidas por un modelo más complejo.
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SIE + SH SIE Difference

SIE + SH SIE Difference

Figura 4.15: Por columnas, de izquierda a derecha: imágenes generadas usando el perfil
SIE + SH para el deflector; imágenes reconstruidas con los resultados de analizar la
imagen SIE + SH asumiendo que sigue el deflector sigue el perfil SIE; imágenes donde se
muestra el residuo que ejemplifica la diferencia entre ambas observaciones. Como podemos
ver, las imágenes no son similares entre modelos, por ende, no existe una correspondencia
directa entre modelos de lente.
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Conclusiones

El análisis estad́ıstico de imágenes a las cuales se les añade una contribución en forma
de halos de materia oscura arroja información concerniente a las caracteŕısticas de estos
objetos y su distribución en el contexto de lentes gravitacionales. Evidentemente, la inclu-
sión de subhalos de materia oscura en el plano de la lente para un deflector determinado,
tiene una influencia considerable en los parámetros directamente relacionados con la masa
del deflector (en el caso de los perfiles de lente simples que utilizamos para modelar, el
radio de Einstein es este parámetro).

Para los casos mostrados en este trabajo, además de un aumento en los valores infe-
ridos para el radio de Einstein, se explora una contribución menor cuya influencia puede
medirse en términos de los parámetros que determinan la forma de los deflectores. En
el caso donde se generan lentes gravitacionales con deflectores esféricos, la inclusión de
subhalos de materia oscura arrojó una contribución correspondiente en los términos de
excentricidad, convirtiendo un deflector esférico en un deflector ligeramente elipsoide. Es-
to es especialmente notable en la primera configuración presentada para los subhalos de
materia oscura en el plano de la lente. Aśı mismo, sin la necesidad de analizar estad́ıstica-
mente las imágenes obtenidas, basta con la realización de una inspección visual de estas
imágenes para concluir que las lentes originalmente esféricas se deforman, en especial para
aquellos casos en los que la densidad de halos de materia oscura es considerablemente alta.

Respecto a la influencia de halos en la ĺınea de visión sobre diferentes tipos de de-
flectores, los resultados iniciales arrojaron contribuciones muy inferiores comparadas a
la contribución directa que aportaban los halos en el plano de la lente. La detección de
cambios en los sistemas presentados mediante el ajuste estad́ıstico con un perfil de lente
simple no parece una forma confiable de encontrar cambios en las observaciones, de modo
que este tipo de acercamiento al problema de la detección de halos en la ĺınea de visión
no es el adecuado.

A manera de conclusión general, considerando que ciertas configuraciones complejas
pueden ser descritas en términos de configuraciones más sencillas para perfiles de lente
simples, podŕıa pensarse que no es necesario recurrir a perfiles de lente más complejos en
determinadas ocasiones si se desea generar lentes realistas. Esta es una conclusión fuerte,
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pues implica que buscar nuevas formas de modelar lentes gravitacionales no es necesa-
rio para simular lentes similares a aquellas observables por un dispositivo, sin embargo,
existen argumentos del por qué se buscan nuevas formas de modelar lentes. El problema
de los halos en cúspide citado en las primeras secciones de este trabajo es uno de los
motivos, donde incluso el perfil Navarro-Frenk-White se considera como una descripción
no adecuada de los halos de materia oscura. Con lo mencionado anteriormente, se declara
que la intención de este trabajo no es la de sugerir una forma correcta de modelar ob-
servaciones, sino por el contrario, el propósito es incentivar el uso de diferentes perfiles
y distribuciones de masa para contrastar las observaciones obtenidas con otros modelos.
A pesar de los argumentos aqúı presentados, los resultados generales de este trabajo pre-
sentan una especie de relación directa entre distintos modelos complejos y modelos más
sencillos, de modo que esta información pueda extenderse más adelante para otros casos,
aśı como utilizar esta información en otros contextos.

Bajo la premisa de que los subhalos de materia oscura deforman a los deflectores
considerablemente, dependiendo de la densidad y de la concentración de estos a lo largo
del plano de la lente, quedan muchas preguntas por responder, entre ellas está determi-
nar si los valores de Σsub utilizados en este trabajo corresponden a valores adecuados
según la función de distribución utilizada por paltas. Se han usado valores Σsub > 0.01
con el fin de ejemplificar los efectos de una gran cantidad de materia oscura en nues-
tros deflectores. Los resultados presentados en este trabajo fueron obtenidos mediante un
experimento bastante controlado, donde las caracteŕısticas de nuestro sistema (lente y
fuente) se mantienen fijas, siendo realmente el único factor que cambia, la manera en que
las subestructuras entran en nuestro sistema. En ese sentido, al existir tantos paráme-
tros que son dejados fijos, es muy sencillo proponer la forma en la que se analizaran las
imágenes simuladas. De manera realista, al trabajar con observaciones reales, se necesita
hacer la elección de un perfil de materia oscura para intentar explicar las observaciones
(ya sea teniendo o no, información previa de la lente o la fuente del sistema de lente
gravitacional), siendo esta elección responsabilidad de quién conduzca el análisis, lo que
complica la tarea considerablemente.

En el caso de los halos en la ĺınea de visión, la forma de analizar las imágenes en este
trabajo puede no ser la mejor para detectar señales de estos. Esto queda demostrado en
la mayoŕıa de resultados presentados en la sección correspondiente, por ello es necesario
buscar nuevas formas de intentar encontrar este tipo de señales.

Dados los resultados presentados en este trabajo, queda claro que perfiles de lente
simples pueden replicar de manera convincente lo que se conoce como una lente realista,
sin embargo, queda claro que un perfil de lente que contempla halos galácticos en su des-
cripción es capaz de generar arcos de luz que no podŕıan darse mediante el uso exclusivo
de perfiles simples. Mediante paltas es posible que un usuario pueda generar múltiples
imágenes de lentes gravitacionales con la inclusión de una distribución de subhalos de
materia oscura en un tiempo relativamente corto. Conforme el valor de Σsub aumenta,
el tiempo de computo necesario para simular la distribución de subhalos correspondiente
crece considerablemente. Esto se traduce en un tiempo mayor para generar las múlti-
ples imágenes de lentes gravitacionales solicitadas por el usuario. Esto se convierte en un
problema cuando el número de imágenes solicitadas es considerablemente alto, sin em-
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bargo, al conocer qué efecto tiene una distribución de subhalos de materia oscura sobre
un deflector modelado con cierto perfil de lente, en teoŕıa es posible generar imágenes que
aparentan tener estas subestructuras incluidas en la observación utilizando únicamente
el perfil en cuestión, lo que reduce considerablemente el tiempo de computo. Dicho eso,
cuantificar los cambios en una observación dada la presencia de halos de materia oscura
de la manera en que se presenta aqúı no es sencillo.

Parte del trabajo a futuro debe consistir en dos premisas principales: la primera es
evaluar la utilidad de conocer el efecto de las subestructuras modeladas en los lentes
descritos y como estas son absorbidas por ciertos parámetros a la hora de explicar estos
lentes en términos de otros perfiles. La segunda es la de utilizar otros perfiles de lente
para modelar los deflectores además de los que ya se encuentran descritos en este texto.
También, seŕıa interesante utilizar formas alternativas de modelar las subestructuras, aśı
como probar diversas formas de distribuirlas.



Apéndice A

Clasificación de lentes
gravitacionales

Para perfiles de lente eĺıpticos, han existido propuestas de cómo clasificar observacio-
nes de lentes gravitacionales con múltiples imágenes en base a la posición de estas. Una
caracteŕıstica interesante de las observaciones de lentes para cuatro imágenes generadas,
es que es posible dibujar elipses que describen perfectamente las posiciones de las imáge-
nes generadas. Es posible clasificar las observaciones de lentes gravitacionales fuertes en
diferentes tipos de kites, según las posiciones de las imágenes a lo largo de la elipse que
dibujan [48]. En la figura A.1 se presenta un ejemplo de taxonomı́a de lentes gravitaciona-
les con múltiples imágenes, donde estas se clasifican en base a dos parámetros: el primero
consiste en dibujar una curva cerrada con los puntos que representan a las imágenes de
la fuente, esta debe corresponder a una estructura parecida a un ćırculo (near-circular) o
una estructura no circular (non-circular). El segundo parámetro corresponde a clasificar
las lentes gravitacionales en base a ĺıneas diagonales trazadas entre las imágenes de la
fuente para establecer simetŕıas. Existen tres posibilidades: que las cuatro imágenes sean
simétricas de acuerdo a estas diagonales (super-kites), que las cuatro imágenes no sean
simétricas según las diagonales, pero que estas diagonales formen una estructura pareci-
da a un papalote (kites) y que las cuatro imágenes no sean simétricas de acuerdo a las
diagonales, y que tampoco estas presenten la forma de un papalote (un-kites).

A manera de ejercicio didáctico, tomamos una de las imágenes mostradas en la fi-
gura 2.3, presentada para ejemplificar las cruces de Einstein, con el fin de clasificar la
observación presentada usando la taxonomı́a descrita en este apéndice.
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Figura A.1: Taxonomı́a de kites. En la parte superior se presentan imágenes de lentes cuyas
imágenes forman near-circular y en la parte inferior se presentan lentes cuyas imágenes
forman non-circular. De izquierda a derecha, se presentan imágenes de super-kites, de
kites y un-kites, respectivamente. Imagen extráıda de [48].

Figura A.2: De izquierda a derecha: En la primera imagen, se muestra una observación
de lente gravitacional donde cuatro imágenes de la fuente se encuentran presentes. En la
segunda imagen se muestra una serie de ĺıneas trazadas para categorizar esta observación
en base a la taxonomı́a presentada. Esta observación pertenece a una super-kite, puesto
que las ĺıneas trazadas entre las imágenes son aproximadamente de la misma longitud.



Apéndice B

Archivos de configuración de
paltas

Presentamos de manera breve la forma en la que se especifican las caracteŕısticas de
las distribuciones de halos de materia oscura en los archivos de configuración de paltas.
De la manera más sencilla, es necesario establecer los parámetros de cinco categoŕıas dis-
tintas: el deflector principal, la fuente, la cosmoloǵıa a simular en la observación, la PSF
y el detector.

En el caso del deflector, es necesario elegir una clase, es decir, un archivo donde se
especifican las caracteŕısticas del perfil a utilizar para simular la lente. En la lista corres-
pondiente al deflector, deben especificarse entonces los parámetros necesarios que definen
al perfil de lente. Para el caso de la fuente, de manera similar debe especificarse una clase
y deben otorgarse los parámetros para definir las caracteŕısticas de esta.

Debe proporcionarse una clase donde se especifican las constantes que definen la cos-
moloǵıa, en el caso de paltas se utilizan los valores obtenidos del experimento Planck 18.
Deben también definirse las caracteŕısticas de la función de distribución de punto (PSF),
donde se utiliza una función Gaussiana, pero otras elecciones como una función puntual
están disponibles. Por último, es necesario especificar las caracteŕısticas del instrumento
de medición que capturará la imagen del sistema simulado, aśı como el tiempo de expo-
sición y el número de exposiciones a realizarse.
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Listing 1: Código de configuración

import numpy as np

from scipy.stats import norm , truncnorm , uniform

from paltas.MainDeflector.simple_deflectors import PEMD

from paltas.Sources.sersic import SingleSersicSource

kwargs_numerics = {’supersampling_factor ’:1}

numpix = 128

output_ab_zeropoint = 25.127

config_dict = {

’main_deflector ’:{

’class ’: PEMD ,

’parameters ’:{

’M200’: 1e13 ,

’z_lens ’: 0.50,

’gamma ’: 1.95,

’theta_E ’: 1.50,

’e1’: 0.05,

’e2’: 0.10,

’center_x ’: 0.05,

’center_y ’: 0.05,

’ra_0’:0.0, ’dec_0 ’:0.0

}

},

’source ’:{

’class ’: SingleSersicSource ,

’parameters ’:{

’z_source ’: 1.50,

’magnitude ’: 1.00,

’output_ab_zeropoint ’:output_ab_zeropoint ,

’R_sersic ’: 0.50,

’n_sersic ’: 4.00,

’e1’: 0.01,

’e2’: 0.03,

’center_x ’: 0.04,

’center_y ’: 0.04}

},

’cosmology ’:{

’parameters ’:{

’cosmology_name ’: ’planck18 ’

}

},

’psf’:{

’parameters ’:{

’psf_type ’:’GAUSSIAN ’,

’fwhm’: 0.03

}

},

’detector ’:{

’parameters ’:{

’pixel_scale ’:0.040 ,’ccd_gain ’:1.58 ,’read_noise ’:3.0,

’magnitude_zero_point ’:output_ab_zeropoint ,

’exposure_time ’:1380 ,’sky_brightness ’:21.83 ,

’num_exposures ’:4,’background_noise ’:0.005

}

}

}
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En el caso de la distribución de halos en el plano de la lente, podemos simular dicha
distribución a través de la clase SubhalosDG19 mediante una sucesión de parámetros: la
constante de normalización Σsub, el ı́ndice µsub, las masas mı́nima mmin,sub y máxima
mmax,sub de los halos a simular, la masa pivote mpivot,sub, las constantes de la función de
concentración c0, ·, ´ y mpivot,conc

Listing 2: Distribución de subhalos en el archivo de configuración

config_dict = {

’subhalo ’:{

’class ’ : SubhalosDG19

’parameters ’:{

’sigma_sub ’ :0.040 ,

’shmf_plaw_index ’ : 0.0,

’m_pivot ’ : 1e10 , ’m_min ’ : 1e7 , ’m_max ’ : 1e10 ,

’c_0’ : 12,

’conc_zeta ’ : 0.0,

’conc_beta ’ : 0.0,

’conc_m_ref ’ : 1e8 ,

’dex_scatter ’ : 1.0,

’k1’ : 0.0, ’k2’ : 0.0

}

}

}

De manera similar, para definir la distribución de halos en la ĺınea de visión, es necesa-
rio hacer uso de la clase LOSDG19, donde además de los parámetros mmin,sub, mmax,sub,
c0, ·, ´, mpivot,conc, se deben especificar: la constante ¶los, el corrimiento al rojo mı́nimo
a partir del cuál simular los halos zmin, el ancho del compartimiento del corrimiento al
rojo ∆z, el ángulo del cono donde simular los halos ¹los y las distancias mı́nima y máxima
caracteŕısticas de dos cuerpos r2 halo,min y r2 halo,max

Listing 3: Distribución de halos en la ĺınea de visión en el archivo de configuración

config_dict = {

’los’:{

’class ’ : LOSDG19

’parameters ’:{

’delta_los ’ :1.0,

’m_min ’ : 1e7 , ’m_max ’ : 1e10 , ’z_min ’ : 0.01,

’dz’ :0.01 , ’cone_angle ’ :8.0,

’r_min ’ : 0.5, ’r_max ’ : 10.0,

’c_0’ : 12,

’conc_zeta ’ : 0.0,

’conc_beta ’ : 0.0,

’conc_m_ref ’ : 1e8 ,

’dex_scatter ’ : 1.0,

’alpha_dz_factor ’ :5.0

’k1’ : 0.0, ’k2’ : 0.0

}

}

}



Apéndice C

Gráficas de resultados

En este apéndice se adjuntan las gráficas corner de los resultados más relevantes de
la sección de análisis de observaciones de lentes gravitacionales. Se separan para cada
prueba los parámetros inferidos de la lente y de la fuente, con el objetivo de presentar la
información de manera menos saturada.

Cabe destacar que se presentan regiones de confianza muy bien definidas en todas
las gráficas aqúı presentadas. En la descripción de cada imagen se describe a qué prueba
pertenece.

Como comentario adicional a cada una de las gráficas presentadas, las regiones en las
cuales los valores de los parámetros se encuentran son muy reducidas, de modo que en la
mayoŕıa de las gráficas, los ejes se encuentran escalados. Estas regiones pequeñas son con-
secuencia directa de las caracteŕısticas del análisis estad́ıstico realizado en las imágenes,
donde, además de que se ha realizado un proceso de PSO, se ha tomado una cantidad de
pasos considerable para la realización del método MCMC.
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Figura C.1: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia para la confi-
guración de prueba presentada en la figura 4.3, en este caso para los parámetros de la
lente.



APÉNDICE C. GRÁFICAS DE RESULTADOS 73

0.8

0.0

0.8

n
Sé

rs
ic

1e 5+4

0.4

0.0

0.4

e 1
so
ur
ce

1e 6+1e 2

0.4

0.0

0.4

e 2
so
ur
ce

1e 6+3e 2

0.4

0.0

0.4

x
so
ur
ce

1e 7+4e 2

1.0 0.5

R Sérsic
1e 6+5e 1

0.4

0.0

0.4

y
so
ur
ce

1e 7+4e 2

0.8 0.0 0.8

n Sérsic
1e 5+4

0.4 0.0 0.4

e1 source
1e 6+1e 2

0.4 0.0 0.4

e2 source
1e 6+3e 2

0.4 0.0 0.4

x source
1e 7+4e 2

0.4 0.0 0.4

y source
1e 7+4e 2

Figura C.2: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia para la confi-
guración de prueba presentada en la figura 4.3, en este caso para los parámetros de la
fuente.
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Figura C.3: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
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Figura C.10: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
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APÉNDICE C. GRÁFICAS DE RESULTADOS 82

1.0

0.6

0.2

e 1
le
ns

1e 7 9.9501e 3

6.0

5.6

5.2

e 2
le
ns

1e 7 3.617e 3

1.5

2.0

x
le
ns

1e 7+2.6977e 2

57
.5

60
.0

62
.5

E
1e 8+9.87472e 1

2.8

3.4

4.0

y
le
ns

1e 7+6.8676e 2

1.0 0.6 0.2

e1 lens
1e 7 9.9501e 3

6.0 5.6 5.2

e2 lens
1e 7 3.617e 3

1.5 2.0

x lens

1e 7+2.6977e 2
2.8 3.4 4.0

y lens

1e 7+6.8676e 2
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Figura C.16: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la fuente para la configuración SIS + SH para Σsub = 0.025. Imagen presentada en la
figura 4.8.
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Figura C.18: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la fuente para la configuración SIS + SH para Σsub = 0.03. Imagen presentadas en la
figura 4.8.
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Figura C.19: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de las 20 imágenes
presentadas en la figura 4.10, en este caso para los parámetros de la lente.
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Figura C.20: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de las 20 imágenes
presentadas en la figura 4.10, en este caso para los parámetros de la fuente.
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Figura C.21: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 0.5. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.22: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la fuente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 0.5. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.23: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 1.0. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.24: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la fuente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 1.0. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.25: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 1.5. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.26: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la fuente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 1.5. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.27: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 2.0. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.28: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la fuente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 2.0. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.29: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 2.5. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.30: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la fuente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 2.5. Imagen presentada en la
figura 4.14.
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Figura C.31: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 3.0. Imagen presentada en la
figura 4.14.
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Figura C.32: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la fuente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 3.0. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.33: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 3.5. Imagen presentada en la
figura 4.14.
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Figura C.34: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la fuente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 3.5. Imagen presentada en la
figura 4.14
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Figura C.35: Gráfica corner para mostrar los resultados de la inferencia de los parámetros
de la lente para la configuración SIS + LOS para ¶los = 4.0. Imagen presentada en la
figura 4.14.
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figura 4.14.



Bibliograf́ıa
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[3] C. M. Will, “The Confrontation between General Relativity and Experiment,” Li-
ving Reviews in Relativity, vol. 9, n.o 1, 2006. doi: 10.12942/lrr-2006-3.

[4] B. P. Abbott, R. Abbott, T. D. Abbott y col., “Observation of Gravitational Waves
from a Binary Black Hole Merger,” Phys. Rev. Lett., vol. 116, pág. 061 102, 6 2016.
doi: 10.1103/PhysRevLett.116.061102.

[5] J. M. Gerard y S. Pireaux, The observable light deflection angle, 1999. arXiv: gr-
qc/9907034 [gr-qc].
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