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Resumen

La Teoria de Cuerdas hasta ahora ha sido la mejor candidata a una teoria fisica capaz de describir las fuerzas
fundamentales de la naturaleza, con la ventaja caracteristica de que una de ellas, la gravedad, emerge de la
propia construccion matematica. En principio esta teoria establece que la dimensionalidad para que sea
valida es D = 26, sin embargo el desarrollo posterior de la teoria de supercuerdas reduce esta cantidad a 10
dimensiones, donde 6 de ellas estarian compactificadas en objetos conocidos como variedades de Calabi-
Yau, las cuatro dimensiones restantes corresponden a las dimensiones espacio temporales ya definidas en
la fisica, tres dimensiones espaciales y una temporal. Se presentaran las ideas y conceptos fundamentales
de la teoria de cuerdas, una construccion detallada de los cimientos matematicos de los objetos donde se
encuentran las dimensiones extra, las variedades de Calabi-Yau, y se exploraran nuevos vacios referidos al
problema de espacios moduli de una variedad especifica de Calabi-Yau, la variedad espejo X(2,2,2,2), a la
hora de compactificar la teoria de cuerdas tipo 11B.

Palabras clave: Calabi-Yau; compactificacion de flujos, teoria de cuerdas, conjeturas de gravedad cuantica.

Introduccion

Hasta ahora, el mundo que conocemos se ha descrito parcialmente mediante dos enfoques distintos. Por un
lado, la teoria de la Relatividad General describe el universo a grandes escalas, abarcando fenémenos
gravitacionales y la estructura del espacio-tiempo. Por otro lado, la Mecéanica Cuantica rige el mundo
microscopico, tratando con particulas subatémicas y sus interacciones. A pesar de estos avances, todavia no
hemos logrado establecer una teoria fundamental que integre ambos marcos tedricos y proporcione una
descripcion fisica completa de la naturaleza. La busqueda de una teoria unificada, que pueda abarcar todas
las interacciones fundamentales de la naturaleza, sigue siendo uno de los desafios mas ambiciosos en la
fisica.

A lo largo de décadas, los cientificos han desarrollado numerosos enfoques y teorias en un intento por
alcanzar esta unificacion. Sin embargo, hasta el momento, ninguna teoria ha sido aceptada como la teoria
unificada definitiva. La comunidad cientifica sigue trabajando para encontrar una descripciéon coherente y
completa que abarque la gravedad a gran escala y las peculiaridades cuanticas del mundo subatémico.

Origen de la Teoria de Cuerdas

En esta seccién discutiremos el origen de la teoria de cuerdas y sus implicaciones en la fisica tedrica gracias
a la idea de compactificacion de dimensiones extra necesarias para la consistencia de la teoria, esto nos
permitira dar paso a las variedades estudiadas donde se realiza esta compactificacion.

La Teoria de Cuerdas, surgida en los afios 60, fue concebida como un intento de comprender la naturaleza
de la interaccion nuclear fuerte. Esta fuerza es la responsable de mantener unidos los neutrones y protones
dentro del nucleo atémico. Considerada como una teoria cuantica de campo, se basa en objetos
unidimensionales llamados cuerdas, que vibran y se comportan de manera particular. En sus inicios, esta
teoria ofrecia cierto entendimiento de algunas caracteristicas de la interaccion fuerte. Sin embargo,
aproximadamente una década después de su aparicion, fue descartada debido al surgimiento y éxito de una
teoria alternativa: la Cromodinamica Cuantica (QCD). La QCD se convirtié en el marco teérico predominante
para describir la interaccion nuclear fuerte y proporciond una comprension mas completa y precisa de este
fendmeno fundamental en el ambito de la fisica de particulas.
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La Teoria de Cuerdas tiene como objetivo fundamental unificar todas las fuerzas fundamentales del universo
mediante el concepto de cuerdas vibrantes unidimensionales. En contraste con la concepcién tradicional de
particulas como puntos sin tamafo, en esta teoria, cada particula elemental estd representada por una
pequefia cuerda que puede oscilar y vibrar de diversas maneras. Estas vibraciones dan origen a estados de
particulas con propiedades Unicas, como masas Yy espines distintos. Los distintos modos de vibracién de las
cuerdas estan determinados por su tension y las condiciones especificas en sus extremos.

Entre los modos de vibracién se encuentra un estado sin masa que representa al gravitén, la particula
mediadora de la gravedad. Esto nos indica que esta teoria incorpora la gravedad de forma natural, a diferencia
de las teorias cuanticas de campos tradicionales. Aunque aun no ha sido confirmada experimentalmente,
sigue siendo objeto de investigacion para lograr una teoria unificada. En una teoria convencional de campos
cuanticos, los particulas fundamentales son consideradas puntos, en su aproximacioén perturbativa la teoria
de cuerdas considera objetos de una dimensién, que tienen una longitud caracteristica ;. Dado que se trata
de una teoria cuantica de gravedad tendria que incluir ciertas constantes fundamentales ¢ (velocidad de la
luz), i (Constante de Planck dividida sobre 2m), G (Constante de gravitacion de Newton). Haciendo una
analisis dimensional la longitud de Planck

hG 1/2
b= (%) =16x10%am

3

l
c

De manera similar, la masa de Planck

1/2
m, = (%) =12 x 10° Gev/c?

En el primer desarrollo de la teoria de cuerdas, que describe la propagacion de cuerdas en el espacio-tiempo,
se obtuvo una dimension critica igual a 26. Sin embargo, este enfoque inicial, conocido como cuerda
bosobnica, presentd un espectro de estados sin masa que incluia una particula con masa imaginaria llamada
taquién. Esta teoria no incluia fermiones. No obstante, el avance continué con el desarrollo de la cuerda
fermidnica, donde se incorporaron campos espinoriales, permitiendo la existencia de fermiones y evitando los
taquiones mediante ciertas proyecciones. Esta inclusion de fermiones en la teoria de cuerdas fue un paso
crucial hacia una descripcion mas completa y realista de las particulas fundamentales y sus interacciones en
el universo. En la actualidad, hay 5 teorias de supercuerdas relacionadas por dualidades, demostrado
formalmente por Witten en 1995 [8]. Estas teorias en 10 dimensiones se unifican bajo una teoria mas amplia
llamada Teoria-M en 11 dimensiones.

La formulaciéon de la teoria de cuerdas requiere de ciertos ingredientes esenciales para asegurar su
completitud y consistencia. En el modelo estandar de particulas, la materia ordinaria se compone de
fermiones, mientras que las interacciones fundamentales se dan a través de bosones. La supersimetria es
un elemento clave en la teoria de cuerdas, proponiendo una simetria hipotética que relaciona bosones con
fermiones y viceversa mediante sus super compareros. Hasta la fecha, los experimentos disefiados para
verificar la supersimetria no han encontrado evidencia de su existencia. Esto se atribuye a que las particulas
super compafieras, postuladas por la supersimetria, tienen masas considerablemente altas, lo que las hace
practicamente indetectables en los colisionadores de particulas actuales, que operan en escalas de energia
alrededor de 13 TeV.

El segundo ingrediente, son las ya mencionadas dimensiones extra. Para el caso de supercuerdas son
necesarias 10 dimensiones. Esto fue propuesto por primera vez por Kaluza (1921) y Klein (1926), logrando
con sus ideas unificar la Teoria Electromagnética y la Teoria de Relatividad considerando un espacio-tiempo
de 5 dimensiones, donde esta dimension extra esta enrollada en un circulo. A esto se le conoce como
compactificacion.
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Figura 1: Idea de compactificacién, desde muy lejos el cilindro se observa cémo unidimensional, pero de cerca este es dos dimensional [5].

Geometria compleja y variedades de Calabi-Yau

En orden de revisitar aspectos de la geometria compleja que son relevantes para compactificaciones de flujos
en la teoria de cuerdas tipo IIB, daremos una descripcién de la naturaleza geométrica y topoldgica sobre la
construccion de variedades o espacios de Calabi-Yau, espacios donde se encuentran las 6 dimensiones
extra de la teoria de supercuerdas .

La nocion principal que compete a una generalizacion de las curvas y superficies en el espacio es la de una
variedad. Esta generalizacion de superficies es construida bajo la idea de que localmente, cercano a un punto
de la variedad, ésta parece corresponder a un espacio plano de dimension n, tal y como sera en el caso real
n-dimensional. Para establecer esta correspondencia de manera precisa, considerando al espacio en primera
instancia como un espacio topoldgico X, establecemos que éste pueda ser cubierto por conjuntos abiertos tal
que para cada uno de estos podamos definir un mapeo uno a uno ¢;, hacia R™. Este par de abiertos y mapeos
constituyen las cartas de X, y cada mapeo nos da un sistema local de coordenadas para puntos en el abierto
correspondiente.

R" R"
Figura 2: Una variedad posee funciones de transicion que permiten pasar de un sistema de coordenadas local a otro.

El considerar que la unién de estos conjuntos constituyen a toda X, y que dada la interseccién no vacia de
dos abiertos se pueda definir un mapeo de composicion que mapee un conjunto abierto de R™ a otro conjunto
abierto de R™, ¢, ° (,0[;_1 2 Uy 0 Up) = @ (U, N Up) (véase Figura 2), es lo que constituye la definicion
de variedad topoldgica, y esta sera compacta si cualquier coleccion de abiertos en la topologia de X que sean
cubierta abierta tiene una subcubierta finita, es decir que si a actia en infinitos conjuntos abiertos U, , la
condicién de compacticidad requiere que exista una subcoleccion finita de conjuntos {V,.} c {U,} de forma
que {V, .} sea cubierta abierta de X, y ahora k actue en finitos conjuntos abiertos V.

Adicionalmente, asi como una variedad topoldgica dota de la estructura necesaria para definir una nocién de
continuidad, una variedad diferenciable traera consigo la nocién de diferenciacion, esto visto de la condicion
para que una variedad sea diferenciable: una variedad diferenciable es una variedad topoldgica con la
restriccion adicional de que las funciones de transicion sean mapeos diferenciables en el sentido ordinario
del calculo multivariable.
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La consideracion final en nuestra primera discusién general sobre variedades cada vez mas refinadas nos
lleva a la segunda propiedad que definira una variedad de Calabi-Yau, ahora hablamos sobre la nocion de
una variedad compleja. Asi como una variedad diferenciable tiene suficiente estructura para definir la nocion
de funciones diferenciables, una variedad compleja es aquella que tiene suficiente estructura para definir la
nocion de funciones holomorfas, requiriendo ahora que las funciones de transicién satisfagan las ecuaciones
de Cauchy - Riemann.

Objetos propios de las variedades pueden ser definidos a fin de considerar nociones comunes en teorias de
superficies. Tal es el caso de los espacios tangentes a la variedad, denotando su base en un punto p € X,
como

)

. . a .
por lo que un elemento de este espacio puede ser escrito como v = vaax_alp correspondiendo a un vector
tangente en un punto de la variedad, conformando asi un espacio vectorial.

TZ,X:{%

0

p, ceey ﬁ

En tanto que todo espacio vectorial tiene un espacio vectorial dual que consiste en mapeos lineales valuados
en los reales, la base del espacio vectorial dual asociado al espacio tangente en un punto corresponde a

T3 X : {dz'|p, ..., dz"|p}
donde por definicion dxi:TpX - R’ llamada 1-forma, es un mapeo lineal con la caracteristica de que

dx', Wlp) = ¢';. Si la variedad X es una variedad compleja de dimension d =% entonces podemos

considerar la nocién de espacios tangentes complexificados de la variedad TpXC =T,X ® C, donde ahora
permite coeficientes complejos sobre el espacio vectorial. Para reflejar la estructura compleja del espacio
considerado podemos escribir la base de nuestro espacio tangente como

TpX(C : {i gy AT ,77‘ g eeny g‘ }
y por analogia para variedades re: 0z lp” 7 0241y’ 021 Iy’ 024 lp ) T X @ C

Ty XC  {d2 |y, ..., d2%p, d2tp, ..., d2%, }

Dentro del tratamiento de variedades complejas (entre ellas variedades de Calabi-Yau) es conveniente
redefinir las expresiones de los espacios tangente y cotangente o dual complexificados de la siguiente forma,

TpX(C — TpX(l,O) @ TpX(O,l) , T;X(C = T;(X(l,o) ® T;X(O,l)

donde de ambas definiciones, la primera parte (1,0) corresponde a espacios tangente y cotangente
holomorfos, esto es por estar asociados a la coordenada compleja z, y la segunda (0,1) suele llamarse anti-
holomorfos por estar asociados a la coordenada compleja conjugada z. Ambos espacios son de dimension
d.

Grupos de Cohomologia de de Rham y Dolbeault

Puesto que ahora se ha considerado por el momento espacios duales o cotangentes de dimension arbitraria,
existe una operacion para sus elementos que mapea digamos una g-forma, a una q + 71 forma en la variedad
X. Esto es, el mapeo de derivada exterior

q g+1
d:/\T*X - /\T*X

donde explicitamente actia sobre una g-forma

Ow;. ) ) ) )
d:w— dw=—2" dgiatt A dzht Adz® A ... Adz™
Oxtat1
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Ahora si se piensa en X como una variedad compleja, es posible definir sus formas de orden (r, s), o vistas
como reales (r + s),

W = Wiy gy G2 A A2 NAF A N\ dFS

y se obtiene su derivada exterior de la forma

6w, P, . . . . _ _ -
dw™® = %dwﬂ Adzt Adz? A ... AdZ ANdZEADER A .. A dFs
ir
Owir o . , . - . -
+ %dil Adz2 A o ANdZT AAZETI AT AdZE A AT

pudiendo ser resumida a una expresion mas simple, dw™* = dw™ + dw™*, descomponiendo asi el operador
de derivada exterior d = d + d en parte holomorfa y anti holomorfa respectivamente. Es importante notar que,
debido a la antisimetria envuelta en la derivada exterior, se tiene que d?2=0.

Una g-forma tal que dw™ = 0, se llamara forma cerrada, adquiriendo una peculiaridad bastante considerable.
Una manera de que esto suceda es que w pueda ser escrita como df con 8 una (q — 1) forma, que en dado
caso se llamara forma exacta, esto es, w = dB, por lo que dw™ = d?g = 0.

Sin embargo, aquellas w™que sean cerradas pero no exactas proveen soluciones no triviales a la ecuacién

dw™ = 0, y motiva la definicién del g-ésimo grupo de Cohomologia de de Rham H?,(X) para una variedad
X realy w, a, g-formas

_ Aw|dw = 0}

~ {ale =dp}

Analogamente, para variedades complejas la Cohomologia de Dolbeault en vez de usar el operador d, usa d
y mientras que 32 = 0, se forma el (r, s)-ésimo grupo de Cohomologia de Dolbeault, también valido para d

Hi(X,R)

{UJT’S |5w7',3 — 0}

HS (X = -
7] ( ’(C) {ar,slar,s — aﬁr,sfl}

Métricas Hermiticas y variedades de Kéahler

Una variedad diferenciable puede admitir un mapeo simétrico positivo g llamado métrica

9:T,X xT,X - R

que puede ser visto en coordenadas locales como g = gl-]-dxi ® dx’, y por definicién de simetria 9ij=9ji-
Como ya hemos visto con anterioridad, es posible extender por analogia el mapeo g para variedades
complejas

g: T, X xT,X® - C

donde reescribimos los componentes de la métrica original g;; en términos de coordenadas holomorfas y anti

_ a _ .0 9
holomorfas g;= gij(75.5.7) Y 9ij = (@,@

original, en general se cumple que g;;=g;;, gij = 9ij» ©ON gij = Gij» 9ij = Gij-

), ¥ para los cuales, por la imposicion de la simetria de la métrica

Si resulta que para una métrica dada en coordenadas locales, se cumpla que g;; = g;; = 0, ésta métrica se

llamara métrica Hermitica donde se escribe entonces sélo para componentes holomorfas y anti holomorfas
mezcladas

g= gijdzi ®dz + g;; dZ' @ dz’
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Dada una métrica Hermitica en X, es posible construir una forma (1,1) de la siguiente manera

J =igi;ds' ® d77 —ign d7 @ d' = 195 dzt A dZ
Si dJ = 0, es decir, si | es cerrada, se le llama forma de Kahler, y a X, se le llama variedad de Kahler.
Desarrollando la condicién anterior

dJ = (8 + 8)igiydz* AdF =0

implica que
8!%7 _ 8glj
0zt 0z
y podamos reescribir g;; localmente como
K
9= 719z

esto es que | = iddK, donde es conocido como el potencial de Kahler y es definida localmente como una
funcion en el parche de coordenadas locales. Dado que estamos considerando una variedad que admite una
métrica, el tensor de curvatura de Riemann y el tensor de Ricci en coordenadas complejas se simplifican
debido a las igualdades anteriores

ors; k
= g — Rl_c 6F,]—€
lekl gzs 8zk bl RZJ = 7’:}] = — az/;

N

5!

Figura 3: Un vector transportado paralelamente sobre una trayectoria cerrada en una superficie curva no vuelve a su orientacion original, como
usamos conexion de Levi-Civita su longitud no cambia.

Grupos de Holonomia

La relacion entre dos vectores vy v”, donde este ultimo fue transportado paralelamente sobre una trayectoria
cerrada en la variedad (véase Figura 3) corresponde a una transformacién del grupo SO(n). Si consideramos
ahora este mismo procedimiento en todos los puntos de la variedad , un razonamiento similar nos dira que
esta coleccion de transformaciones formara también un grupo. De aqui que el grupo que describe cémo los
vectores cambian bajo transporte paralelo sobre trayectorias cerradas en la variedad es llamado grupo de
Holonomia de la variedad. Claramente si la variedad es plana, el grupo de Holonomia asociado contendra
s6lo una transformacion de identidad.

Si la variedad X es una variedad compleja de Kahler, sabemos que las componente no nulas de la conexion
de Levi-Civita seran las que tengan indices del mismo tipo
8gk§ F[_ s 89Es

! _ s =
Uik =9" 5. 7k oz
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entonces si descomponemos un vector en coordenadas complejas, v = v1@+ viF , hotamos que las
2z

componentes holomorfas y anti holomorfas del vector nunca se mezclan. por lo que la descomposicidon en un

punto p de T,X¢ =T0 x @ TN X no es afectado por el transporte paralelo.

Esto quiere decir que las transformaciones de holonomia pueden ser asociadas en términos de su accion
para las bases holomorfas y anti holomorfas, que caeria en el subgrupo de SO(n), U(d) para d=n/2. En efecto
existen casos de variedades de Kahler con grupo de Holonomia SU(d) (Calabi-Yau) y naturalmente si
tenemos holonomia SU(d), entonces las partes U(7) de las conexiones se anulan.

Finalmente se revisaran conceptos extra que son clave de la Cohomologia para llevar a cabo la descripcion
de las variedades de Calabi-Yau y sus espacios moduli.

Asi como existe la operacion de derivada exterior d que lleva p-formas a (p + 7)-formas, se puede definir un
operador adjunto dt que ahora mapea p-formas a (p — 7)-formas

1

d:w—dw= —mwupl...yp_l;u

dz"™ A ... AdxHr-t

A su vez podemos establecer otro operador, el operador de Hodge *, que para p-formas en una variedad de
dimensién n y con métrica g, a una (n — p)-forma, de la siguiente manera

1 L . .
W — KW = CEIT €ir,..in V |detg| g7t g"P PP Wy, o dx"PTE A LA dat

de esta manera resulta que el operador adjunto puede ser escrito como d™ = (—1)"P**" x d x

La utilidad principal del operador d en la construccién de variedades que estamos considerando cae en cuenta
con el teorema de descomposicion de Hodge, el cual dice que para una p-forma en una variedad, ésta puede
ser escrita de forma unica como w = dgf + dfy + ', donde el ultimo término se dice que es una p-forma
armonica bajo el Laplaciano 4 = dtd + dd*.

Particularmente si ésta forma es cerrada, en tanto que la forma y se anula, se puede reescribir w como, w =

dB + ', y reconocemos a w — df como un elemento del p-ésimo grupo de Cohomologia HP? (X,R), y que
hay una p-forma armoénica Unica representativa de cada clase de Cohomologia.

Nuevamente por analogia podemos considerar a X, compleja y ver que para (r, s)-formas, la descomposicion
de Hodge se ve como

Wwhs = gar,s—l + 5T/8r,s+1 + wlr,s

donde ahora la forma armonica es asi bajo el Laplaciano 4, = %9 + 4T . Y ahora si la forma es cerrada bajo

d, entonces esta descomposicion tiene una unica forma armonica representativa de cada clase de
H™3 (X,C) . Si X es variedad de Kahler, 4 = 24, = 24,. Por ultimo definimos a h™y como la dimension

compleja de compleja de H™,; (X, (), y mediante el operador de Hodge, nos damos cuenta que h™y =
h"~T1=S . Bajo la conjugacion compleja y las condiciones para variedades Kahler vemos que, h™y = h57 .

Variedad de Calabi-Yau

En tanto que al teoria de cuerdas debe ser consistente, la restriccion a 10 dimensiones espaciales lleva a
considerar compactificar las 6 dimensiones restantes en una variedad de forma que

M1,9 — M1,3 x MG
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con M® conocida como variedad interna y las variedades de Calabi-Yau son las mas interesantes para
realizarlo. Una pregunta que puede surgir es: §Por qué realizar la compactificacién en variedades Calabi-
Yau? El objetivo es encontrar un espinor covariantemente constante en la variedad interna sobre la cual
compactificamos. Este requerimiento tiene importantes implicaciones matematicas, ya que fuerza al grupo de
holonomia de la variedad interna a ser SU(3). En pocas palabras, esto nos lleva a trabajar con variedades 3-
fold Calabi-Yau, ya que son las que cumplen con esta condicion de holonomia [4].

Una variedad de Calabi-Yau es una variedad compacta, compleja, Kahler cuyo grupo de holonomia es SU(n).

Compactificaciones en teoria de cuerdas

En esta seccidn se resumen las compactificaciones de flujos de la teoria de cuerdas tipo IIB en variedades
CY a cuatro dimensiones. Describimos la accién efectiva en 4 dimensiones, asi como el potencial escalar
efectivo.

Kaluza y Klein formularon cuestionamientos fundamentales al proponer una teoria unificada de cinco
dimensiones, donde la quinta dimensién se compactificaba enrollandose en un circulo. La eleccion del tamafio
y geometria de este circulo compacto era crucial para que la quinta dimensién no fuera apreciable a escalas
observables en nuestro universo de cuatro dimensiones. De manera similar, en la teoria de cuerdas, surgen
interrogantes al compactificar dimensiones adicionales en lo que se conoce como el "problema del espacio
moédulo”. Aqui, el tamafio y forma de la variedad interna son determinados por los valores de expectacion de
vacio en campos escalares, llamados médulos. Estos médulos describen como se deforman y compactifican
las dimensiones adicionales en la teoria de cuerdas, y recientemente se han estudiado en la compactificacion
de flujos para obtener diversas soluciones de vacio con distintas propiedades fisicas.

La busqueda de una de estas soluciones se enfoca en una teoria de cuatro dimensiones con espacio-tiempo
de Minkowski y una variedad compacta que describa consistentemente la fisica de particulas. Para lograr una
teoria fenomenolégicamente identificable, capaz de hacer predicciones comparables con las observaciones
experimentales, es necesario desarrollar meticulosamente la teoria de cuerdas tipo 1IB hacia una teoria
efectiva en cuatro dimensiones con supersimetria N = 1. Este proceso implica reducir las dimensiones
adicionales y entender como las cuerdas y las vibraciones en las dimensiones compactas se traducen en
particulas y campos en nuestro espacio-tiempo observable.

La preservacion de la supersimetria a bajas energias es esencial para resolver problemas de jerarquia y
obtener una descripcién realista del universo en el que vivimos, lo cual involucra célculos matematicos
detallados y técnicas avanzadas. En la compactificacion de teorias de cuerdas tipo Il en variedades 3-fold
Calabi-Yau, se conserva parte de la supersimetria inicial, pero surge una dificultad debido a los médulos,
cuyos valores de expectacién son indeterminados, lo cual es problematico desde un punto de vista
fenomenoldgico, ya que estan relacionados con cantidades fisicas como las constantes de acoplamiento.
Esta problematica es conocida como el "problema del espacio de mddulos", y su resolucion requiere un
procedimiento para dar masa a estos campos, conocido como estabilizacién de mddulos. Este proceso es
crucial para obtener una teoria efectiva en nuestro espacio-tiempo observable y lograr una descripcion realista
del universo dentro del marco de la teoria de cuerdas.

Es necesaria la estabilizacion de los médulos, esto surge como solucién al considerar flujos no triviales, los
cuales generan un potencial en una teoria efectiva 4-dimensional que permite estabilizar los moédulos. La
compactificacion de la teoria de cuerdas tipo 1IB en un variedad Calabi-Yau permite construir una teoria
efectiva de baja energia con una supersimetria N = 1, donde la accion es

M2 -
Sy = / d*z\/g {T”R(“) — M} K,30,0°0"¢" + V(¢')

Con el fin de explorar vacios en la teoria se introducen expresiones de la geometria del espacio de los
médulos de la variedad CY, usualmente conocida como geometria especial.

En tanto que la métrica del espacio moduli es de tipo Kahler, esta tendra un potencial de Kahler de la forma

K=—In[-i(r— 7)) —In [z/( Q/\Q} —2In[V(T,)].

Y
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donde 2 representa la (3,0)-forma holomorfa de la variedad, y codifica los moédulos de estructura compleja, a
su vez, V es el volumen adimensional dependiente de los médulos de Kahler. Se escoge una base canénica
integral {a,, p'}del grupo de cohomologia H3(CY,Z) y su base dual {A!,B;} del grupo de homologia
H3(CY,Z) definida de la siguiente forma

/ a;AﬂJ:§§=— ﬂ‘]/\m,
cYy cY
/ arNay = BI/\ﬁJIO,
cY CcYy

_ I _ I
/ ar=— [ B =6y
AJ B,

con los indices 1, J de 0 a h?!. Esta base conocida como la base simpléctica que nos permite expresar los

periodos [T definidos en el CY
- (1)
fBJ Q

Una vez realizado el desarrollo matematico, en la base simpléctica podemos definir el potencial de Kahler de
la siguiente forma:

KCS = — ln(—i ﬂTEH)
o o 24 0 Iipg
con X definida como la matriz simpléctica. con k = 1+ h='. Y= I O’
—kk

Ya hecha la compactificacion el potencial escalar que se genera, expresada en funcion del potencial de Kahler

1
ZK%OQS

e [ K DWDW — W]
donde la métrica de Kahler viene dada por
K = 0,0,K
y K% es la inversa de la métrica de Kahler. Definiendo la derivada covariante supersimétrica de W

D,W = 0,W + 0, KW.
El superpotencial W generado por los flujos, Gukov-Vafa-Witten (GVW), viene dado por:

W= G(3) A Q.
cYy

Definido en la base simpléctica de la siguiente forma.
W =GXIL

Una vez que todos los elementos estan definidos, podemos proceder a extremar el potencial para encontrar
los vacios, que corresponden a los puntos criticos de dicho potencial. Para facilitar este analisis, realizamos
un cambio de base que nos permite expresar el potencial en la base simpléctica, simplificando asi los calculos
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y facilitando la busqueda de soluciones estables y fisicamente significativas. El potencial en esta base toma
la siguiente forma

con
nrsm)? s, . |°
y—ex | 2" ’GZ@ZH 20 oy
RTESNINI 7Y
2
_(r—72 |-z - V||,
T—T
M=08,IIxI—II®d4,II,
y
_ (F-7H)zO
ToTE HYII

Los vacios que nos interesan son dS (de Sitter), se buscan solo tomando las derivadas respecto a lo médulos
presentes y sus complejos conjugados, igualados a cero

V=08V =0, j=r,1,...,h%"

Exploracion de vacios

En esta seccion se describe la exploracion de extremos del potencial escalar para una compactificacion de
la teoria de cuerdas IIB en una variedad CY con un moédulo de estructura compleja . La variedad analizada
fué la variedad espejo de Calabi-Yau X(2,2,2,2) en el espacio proyectivo P7, sobre su punto LCS. Se
resolvieron los periodos usando el método de Frobenius. La ecuaciéon de Pichard-Fuchs que se analizé fue
la siguiente

0* —2*2(20+1)* =0

Tomando un Ansatz en serie de potencias segun el método de Frobenius, las soluciones a la ecuacion indicial
son 0,0, 0,0, lo que indica la construccion de las demas soluciones de la forma

fo(2)

Ty (2) = X fo(2)log(2) + fi(z)
o %f 0(2)log®(z) + f1(2)log(2) + fa(z)
$fo(2)log?(2) + 5f1(2) log?(2) + fa(2)log(z) + f3(2)

A orden 2 se obtuvieron las expresiones para los periodos

w1 =1+ 162 4 129622 + O(23)
Ty = 64z + 604822 + O(2%)

w3 = 64z + 1166422 4+ O(2%)
T4 = —384z — 2577622 4+ O(2%)
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Ya calculados los periodos, se usé la matriz de transicion dada en [2], para realizar el respectivo cambio de
base a la simpléctica.

C(3)x (M

Co- oD .
Fy kL3 + <21, EZ) Tt 0 T
m= | Bfo| el | BT m @ O |,
X X Lo 1 0 0 0
1
X Ly 0 = 0 0

Tomando los valores correspondientes de los componentes de la matriz de la Tabla 1.

Tabla 1. Cantidades topologicas importantes para la variedad [2].

N | ai,a2,a3,a4 | 1/p Mirror M Kk | coa-D | x(M)
8 1151 2 Xo222(1%) [16] 64 | —128
9 1323 | 298 | Xus(1%2Y) | 6| 48 | —156
16 | L4l 210 X42(15) 8| 56 | —176
25 | 1,284 5° X5(1°) 5 50 | —200
27 | 3.3.3.¢ 36 X3,3(1%) 9| 54 | -144
32 | L4 212 1 Xy4(1%2%) | 4| 40 | 144
36 | 1.3 2133 | X300(17) 12| 60 | —144
72 Ll 2833 | Xgo2(1°3') | 4 | 52 | —-256
108 | £.4,2,5 | 293¢ Xg(1%2") 3 42 | —204
128 1331 216 Xg(1441) 2 | 44 | —296
144 | L1308 21983 | Xga(1%223") | 2 | 32 | —156
200 | &3 5o | 295° | Xio(1%2!51) | 1 34 | —288
216 | 1.2,3.% | 2835 | Xgg(122%3%) | 1 [ 22 | —-120
864 | .35, 5. 13 | 21230 | Xppp(1416Y) | 1 [ 46 | —484

Una vez que hemos definido el potencial y realizado el cambio de base a la base simpléctica, procedemos a
encontrar los puntos criticos del potencial. Para ello, tomamos las derivadas del potencial con respecto a los
mddulos presentes y sus complejos conjugados, y luego igualamos estas derivadas a cero. Este proceso nos
permitira identificar los valores de los médulos que dan lugar a soluciones estables y de minima energia en
la teoria.

A continuacién graficamos el potencial en términos de los moédulos para el conjunto de flujos:

H1=H2=_4,H3=_2,H4=3,F1=_1,F2=_6,F3=8,yF4=6

Scalar Potential vs. r

— —_ Scalar Potential vs. p
350 ] T T T T T T T T
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Encontramos un vacio de de Sitter, donde aparentemente hay cuatro direcciones estables. En los graficos de
la Figura 5 se muestra el potencial escalar donde cada uno de los campos se deja correr libremente, y los

otros campos se evallan en el valor del vacio. De esta forma puede verse el minimo en cada direccion.

En la Figura 6 se muestran graficos de densidad del potencial escalar en término de dos campos escalares
reales. Se puede apreciar en las regiones de coloracién morada regiones donde debe ubicarse el extremo de
de Sitter encontrado, el cual es un minimo con respecto a las direcciones de una variable representadas en
la Figura 5. Es necesario estudiar en mas detalle las segundas derivadas, para determinar su naturaleza.
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Figura 6: Estudio de densidad para el potencial en los seis planos posibles para los flujos considerados
.
Conclusiones

En este trabajo reportamos el aprendizaje y las investigaciones realizadas en teoria de cuerdas y geometria.
Comenzamos describiendo el origen de la teoria de cuerdas, para posteriormente presentar elementos de
geometria compleja y de las variedades Calabi-Yau. Posteriormente se resumen las Compactificaciones en
Teoria de Cuerdas, y en la penultima seccién se presenta un andlisis de los vacios de la TC IIB en la
geometria denotada X(2,2,2) en el espacio proyectivo P7.

Esta variedad X(2,2,2,2) posee un parametro de estructura compleja. Se obtuvieron soluciones de las
ecuaciones de Piccard-Fuch para los periodos de la geometria cerca del punto critico de LCS (large complex
structure) en cierta base, y se realizé la conversién a la base simpléctica encontrada en [2]. Se estudio la
convergencia de las soluciones incrementando el tamafio de la serie, comenzando por 10 términos y subiendo
de 10 en 10 hasta 100.

Posteriormente, se consideré el potencial escalar para el médulo de estructura compleja y el axién-dilaton,
empleando flujos de tipo R-R y NS-NS. Se exploraron del orden de 50 configuraciones de flujos y para cada
una de ellas buscamos extremos del potencial. De todas las exploraciones se encontré un extremo de de
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Sitter que es el que se reporta en la seccién de resultados. El vacio de de Sitter encontrado esta cerca del
limite de convergencia de la serie de los periodos, sin embargo se consideraron términos hasta orden 100,
por lo que estimamos que se puede confiar en la exactitud del calculo. En este trabajo se dieron los pasos
para un andlisis profundo. Como continuacién habria que explorar cientos de configuraciones de flujos.
Adicionalmente para poder legitimar el extremo encontrado, sera necesario estudiar el parche del conifold en

VOLUMEN 21

Q‘.‘ XXVIIl Verano De la Ciencia

el espacio modulo de la estructura compleja de la mencionada variedad.
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