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✹✳✻ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❈✉r❧② ❜r❛❝❦❡ts s❤♦✇

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥s✐❞❡ ❜❧♦❝❦s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹

✹✳✼ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜tt✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈❖▼▼■❚✳ ❈✉r❧② ❜r❛❝❦❡ts s❤♦✇

s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻

✺✳✶ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ✉s✐♥❣ 1✱ 2✱ 4✱ 8✱ 16 ❛♥❞ 32

❈P❯ t❤r❡❛❞s✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈P❯ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧

❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦❢ t❤❡ 50 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ✈❡rt✐❝❛❧

❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ 50 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢

t❤❡ ●P❯ ✈❡rs✐♦♥✳ ●r❡❡♥ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ●P❯ ✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ■❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ 4.6✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✺✳✷ ❘❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ✐♥ ❈P❯ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡

s♣❛rs✐t② ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✺✳✸ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Aty ✉s✐♥❣ 1✱ 2✱ 4✱ 8✱ 16 ❛♥❞ 32

❈P❯ t❤r❡❛❞s✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈P❯ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧

❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♦❢ 50 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s

r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ 50 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r

●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❯❉❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✻✳✶ ❚❤r❡❛❞s ❛❝❝❡ss✐♥❣ ♥❡❛r ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ ❛ ✷❉ t❡①t✉r❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s ♣r♦♣❡rt②

♦❢ ◆❱■❉■❆ ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✻✳✷ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ♣❡r ✈♦①❡❧✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
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✷✳✶ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥s q✉❛❧✐✜❡rs✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✺✳✶ ❆✈❡r❛❣❡ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✺✳✷ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs ygpu ❛♥❞ ycpu✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ygpu r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t♣✉t

✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ❛♥❞ ycpu r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Ax✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✶

✺✳✸ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs xgpu ❛♥❞ xcpu✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r xgpu r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t♣✉t

✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Aty ❛♥❞ xcpu r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡

♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Aty✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✺✳✹ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ✶ ❈P❯ t❤r❡❛❞ ✈❡rs✉s

♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ●P❯ ✇✐t❤ ❈❯❉❆✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
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❈❍❆P❚❊❘ ✶

■◆❚❘❖❉❯❈❚■❖◆

✶✳✶ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■

❉✐✛✉s✐♦♥ ▼❛❣♥❡t✐❝ ❘❡s♦♥❛♥❝❡ ■♠❛❣✐♥❣ ✭❉✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ ♦r ❞▼❘■✮ ❬✶✳✹❪ ✐s ❛ r❛❞✐♦❧♦❣✐❝ ♠❡t❤♦❞ ✐♥

♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❛♥❞ ♥❡✉r♦s❝✐❡♥❝❡✳ ■t ♣r♦✈✐❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s

✐♥ ❛ ❜r❛✐♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛ ♥♦♥✲✐♥✈❛s✐✈❡ ✇❛②✳ ■♥ ❞✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■✱ ✐♠❛❣❡ ❝♦♥tr❛st ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡

r❛♥❞♦♠ ♠✐❝r♦s❝♦♣✐❝ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ❬✶✳✸❪ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳

❉✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ✷❉ ❛♥❞ ✸❉ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥s ❬✶✳✺❪✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✳

❆ pixel ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✉♥✐t ✇❤❡♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❛ ✷❉ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❞✐s❝r❡t❡ ❬✶✳✶✵❪ r❡❣✐♦♥s✳ ■t ✐s ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥

t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ ♣✐①❡❧s ♦❢ ♦♥❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s✐③❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s❛♠❡ ✇✐❞t❤ ❛♥❞ ❤❡✐❣❤t✳ ❊❛❝❤ ♣✐①❡❧ ❝❛♥

❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t✇♦ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡s✱ ♦♥❡ ❢♦r ❡❛❝❤ s♣❛❝❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t

♦❢ ♣✐①❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✸❉ s♣❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✸❉ s♣❛❝❡s ♣✐①❡❧s ❜❡❝♦♠❡ voxels✳ ❙♦✱ ❛ ✈♦①❡❧

✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ✉♥✐t ♦❢ ✈♦❧✉♠❡ ✇❤❡♥ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❛ ✸❉ s♣❛❝❡ ✐♥t♦ ❞✐s❝r❡t❡ r❡❣✐♦♥s ❬✶✳✶✵❪✳

▲❡t I ∈ R
nx×ny×nz×ns ❜❡ ❛ ❞▼❘■ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡r❡ nx✱ ny ❛♥❞ nz ❛r❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s ♣❡r

❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❖✉r ✐♠❛❣❡ I ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ns s❛♠♣❧❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ♦✈❡r t❤❡ nv = nxnynz

✈♦①❡❧s✳ ■♥ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❜❡❝❛✉s❡

✐t ❣♦❡s ❜❡②♦♥❞ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❲❡ ❥✉st r❡str✐❝t ♦✉rs❡❧✈❡s t♦ r❡❝❡✐✈❡ I ❛s ✐♥♣✉t✳

✶
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ✷❉ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞▼❘■ ✐♠❛❣❡✳ ■♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ✇✇✇✳✈❛❧❧❡②r❛❞✐♦❧♦❣②♥❝✳❝♦♠✳

✶✳✷ ❚r❛❝t♦❣r❛♠

❆♥ axon✱ ♦r ♥❡r✈❡ ✜❜❡r✱ ✐s ❛ ❧♦♥❣ s❧❡♥❞❡r ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥❡r✈❡ ❝❡❧❧ ✭♥❡✉r♦♥✮✱ t❤❛t ❝♦♥❞✉❝ts ❡❧❡❝tr✐❝❛❧

✐♠♣✉❧s❡s ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ♥❡✉r♦♥s✬s ❝❡❧❧ ❜♦❞② ♦r s♦♠❛ ❬✶✳✶✶❪✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✳ ❆①♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧

❧✐♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡r✈♦✉s s②st❡♠ ❛s t❤❡② ✇♦r❦ ❛s ✏❝❛❜❧❡s✑ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ❜✉♥❞❧❡s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥ ❛①♦♥✳ ■♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴q❜✐✳✉q✳❡❞✉✳❛✉✴❜r❛✐♥✴❜r❛✐♥✲
❛♥❛t♦♠②✴❛①♦♥s✲❝❛❜❧❡✲tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✲♥❡✉r♦♥s✳

❉✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ ❞❛t❛ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛t❤s ♦❢ ❧❛r❣❡ s❡ts ♦❢ ❛①♦♥s ✇✐t❤ ♣♦❧②❧✐♥❡s ❝❛❧❧❡❞

str❡❛♠❧✐♥❡s ♦r ✜❜❡rs ❬✶✳✶❪✳ ❚❤❡ s❡t ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ✜❜❡rs ✐s ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❛❧❧❡❞ tr❛❝t♦❣r❛♠ ❛♥❞ ✐t

r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❡❝t✐♦♥s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❜r❛✐♥✳ ❚r❛❝t♦❣r❛♠s ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ❛s t✇♦✲ ♦r

t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✳

▲❡t F ❜❡ ❛ tr❛❝t♦❣r❛♠ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦✉r ❞▼❘■ ✐♠❛❣❡ I✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♣❧❡♥t② ♦❢ tr❛❝t♦❣r❛♣❤②

❛❧❣♦r✐t❤♠s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ F ❛♥❞ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❣❡t ❛ ❜❡tt❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

✜❜❡rs ✐♥ F ✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ❬✶✳✼✱ ✶✳✽✱ ✶✳✷❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✇✐❧❧ ♥♦t ❢♦❝✉s ✐♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ✜❜❡rs ✐♥ F ✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t F ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ✐♥♣✉t✳

✷
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❉✐✛✉s✐♦♥ ▼❘■ ✐♠❛❣❡ ♣❛✐r❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✷❉ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❉❚■ tr❛❝t♦❣r❛♣❤②✳ ■♠❛❣❡
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ▼●❍ ▼❛rt✐♥♦s ❈❡♥t❡r✳

✶✳✸ ❚✐ss✉❡ ▼♦❞❡❧s

❲❡ s❤❛❧❧ s❡❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs t❤❛t t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣r♦❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡

❜r❛✐♥ str✉❝t✉r❡ ❢❡❛t✉r❡s ❛t ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✐♥ I✳ ❚♦ ❞♦ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ ❛ t✐ss✉❡ ♠♦❞❡❧✳ ❈❖▼▼■❚ ♠♦❞❡❧s

t❤❡ ❜r❛✐♥ t✐ss✉❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❬✸✳✷❪ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✿

✶✳ ■♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ✭■❈✮✿ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✇❛t❡r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❛①♦♥s✳

✷✳ ❊①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ✭❊❈✮✿ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛t♠❡♥t r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ✇❛t❡r ♦✉ts✐❞❡ t❤❡

❛①♦♥s✳

✸✳ ■s♦tr♦♣✐❝ ✭■❙❖✮✿ ❚❤✐s ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✇✐t❤♦✉t

❝❡❧❧✉❧❛r str✉❝t✉r❡s

❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✉s❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆ ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❚❤❡

❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ s✐❣♥❛❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ response functions✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹ s❤♦✇s

❛ ✈✐s✉❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✭✜❜❡rs✮ ❜② ✉s✐♥❣ ❝②❧✐♥❞❡r r❡s♣♦♥s❡

❢✉♥❝t✐♦♥s✱ s❡❡ ❬✸✳✶❪✳

✸
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ▲❡❢t✿ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♠❛❣❡ I ✇✐t❤ ♥✐♥❡ ✈♦①❡❧s ❛♥❞ t❤r❡❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts
✭✜❜❡rs✮✳ ❘✐❣❤t✿ ❚❤❡ s❛♠❡ ✐♠❛❣❡ I ✇✐t❤ ✜❜❡rs ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧✱ s❡❡ ❛♣♣❡♥❞✐①✳

✶✳✹ ❈❖▼▼■❚ ❋r❛♠❡✇♦r❦

❊✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st tr❛❝t♦❣r❛♣❤② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ②♦✉ ✇✐❧❧ ♥❡✈❡r ❣❡t ❛ ♣❡r❢❡❝t tr❛❝t♦❣r❛♠ F ✱ ✐✳❡✳ t❤❡r❡ ✇✐❧❧

❜❡ ❛rt❡❢❛❝t✉❛❧ tr❛❝ts ✐♥ F t❤❛t ❞♦ ♥♦t r❡♣r❡s❡♥t ❛♥ ❛♥❛t♦♠✐❝❛❧ r❡❛❧✐t② ✭false positives✮ ❬✶✳✾❪✳ ❚❤✐s

❜❡❝♦♠❡s ❛ ❜✐❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❜❡❝❛✉s❡ tr❛❝t♦❣r❛♠s ❛r❡ ❝❡♥tr❛❧ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛❝t♦❣r❛♣❤② ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ t❤❡r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s

♦♥ ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❬✶✳✻❪✳

❈♦♥✈❡① ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r ▼✐❝r♦✲str✉❝t✉r❡ ■♥❢♦r♠❡❞ ❚r❛❝tt♦❣r❛♣❤② ✭❈❖▼▼■❚✮ ✐s ❛ ❢r❛♠❡✲

✇♦r❦ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡❝ts ❛♥❞ r❡♠♦✈❡s ❢❛❧s❡ ♣♦s✐t✐✈❡s ✐♥ ❛ tr❛❝t♦❣r❛♠✳

◆♦✇❛❞❛②s✱ ❈❖▼▼■❚ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ♣②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✹✳✷❪✳ ❚❛❦✐♥❣ ❛s

✐♥♣✉ts t❤❡ tr❛❝t♦❣r❛♠ F ✱ ❞▼❘■ ✐♠❛❣❡ I ❛♥❞ ❧♦❝❛❧ ❜r❛✐♥ t✐ss✉❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❈❖▼▼■❚ ♣❡r❢♦r♠s ❛ ❣❧♦❜❛❧

❝♦♥✈❡① ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ✜❧t❡r❡❞ tr❛❝t♦❣r❛♠ F̃ ⊆ F ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢❛❧s❡

♣♦s✐t✐✈❡s ✜❜❡rs ❢r♦♠ F ✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t♦♣✲❞♦✇♥ str❛t❡❣✐❡s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ tr❛❝t♦❣r❛♣❤② r❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✇✐t❤
❧♦❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❤❡ t✐ss✉❡✳ ■♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✸✳✶❪✳

❈❖▼▼■❚ ❜✉✐❧❞s ❛ ❞✐❝t✐♦♥❛r② A ❜② ✉s✐♥❣ F ❛♥❞ t❤❡ ❜r❛✐♥ t✐ss✉❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ✢❛tt❡♥s t❤❡ ✐♠❛❣❡ I

✹
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✐♥t♦ ❛ s✐❣♥❛❧ ✈❡❝t♦r y✳ ❚❤❡♥✱ ✐t ❢♦r♠✉❧❛t❡s ❛♥❞ s♦❧✈❡s ❢♦r x t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✳ ❲❡

s❤❛❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞❡❡♣❡r ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❢♦r♠✉❧❛ ✐♥ ❝❤❛♣t❡r ✸✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ ❚❤❡ ❈❖▼▼■❚ ♠♦❞❡❧✳ ■♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✸✳✶❪✳

❈❖▼▼■❚ ❤❛s ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ ✐ts ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛s ✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ ❬✸✳✶❪ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✳ ■t ❤❛s ❛ ❧♦✇ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ❞✉❡ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡❞ s♣❛rs❡ str✉❝t✉r❡s✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r 4✳ ❈❖▼▼■❚

❝❛♥ r✉♥ ✐♥ ❛ ♠✐❞✲r❛♥❣❡ ❧❛♣t♦♣ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ r❡❛❧ ❢✉❧❧✲❜r❛✐♥ tr❛❝t♦❣r❛♠s✳

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❚♦♣✿ ●r♦✉♥❞✲tr✉t❤ ✐♠❛❣❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❋✐❜❡r❈✉♣ ❞❛t❛ s❤♦✇✐♥❣ ❛ tr❛❝t♦❣r❛♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ tr❛❝t♦❣r❛♣❤② ❛❧❣♦r✐t❤♠ ●■❇❇❙✳ ❇♦tt♦♠✿ ❋✐❧t❡r❡❞ tr❛❝t♦❣r❛♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈❖▼▼■❚✳
■♠❛❣❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❬✸✳✶❪✳

✶✳✺ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❋♦r ❜✐❣ ❞❛t❛ s❡ts✱ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ❈❖▼▼■❚ ❝❛♥ t❛❦❡ ❞❛②s ♦❢ ✐♥t❡♥s❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧

t✐♠❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ s✉♣❡r ❝♦♠♣✉t❡r ❬✸✳✶❪✳ ❚❤❡ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

Ax ❛♥❞ Aty s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡s❡ ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞

❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❈✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ❛♥❞ Aty ✐s st✐❧❧

❛ ❧♦t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐❝t✐♦♥❛r② A✳ ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty ❜② ✉s✐♥❣ ❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❖✉r t❛r❣❡t ✐s t♦ r❡❞✉❝❡

t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✜❧t❡r t❤❡ tr❛❝t♦❣r❛♠ F ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✢❡①✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❈❖▼▼■❚

❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✺



❈❍❆P❚❊❘ ✷

❚❍❊ ❈❯❉❆ P❘❖●❘❆▼▼■◆● ▼❖❉❊▲

❚❤❡ ♠❛✐♥ t❛r❣❡t ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✐s t♦ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ◆❱■❉■❆

●r❛♣❤✐❝s Pr♦❝❡ss♦r ❯♥✐t ✭◆❱■❉■❆ ●P❯✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❯❉❆ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡

❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❞✐s❝✉ss s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ●P❯ ❢❛❝ts ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❈❯❉❆ str✉❝t✉r❡✱ t❤r❡❛❞ ❤✐❡r❛r❝❤② ❛♥❞

❞❡✈✐❝❡ ♠❡♠♦r②✳

✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❇❛❝❦❣r♦✉♥❞

✷✳✶✳✶ ❇r❛♥❝❤ Pr❡❞✐❝t♦r

❲❤❡♥ ②♦✉ ❞❡s✐❣♥ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ●P❯s✱ ✐t ✐s ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❜❡ s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤r❡❛❞s ❛r❡

❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ ♦t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ❞r❛♠❛t✐❝❛❧❧② r❡❞✉❝t✐♦♥

♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠✳ ❚❤✐s ❤❛♣♣❡♥s ❜❡❝❛✉s❡ ●P❯s✱ ✉♥❧✐❦❡ ❈P❯s✱ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜r❛♥❝❤

♣r❡❞✐❝t♦r✳ ❚❤✐s ♣r❡❞✐❝t♦r ♣r❡❞✐❝ts ❛t ❡❛❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧ ❝❤❡❝❦ ❧✐❦❡ if ✱ else✱ for ❛♥❞ while ❛♥❞ ✐t

s♣❡❝✉❧❛t❡s ✇❤✐❝❤ ♣❛t❤ t❤❡ t❤r❡❛❞ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ t❛❦❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r ❧♦❛❞s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣

✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ t❤r❡❛❞ ❣♦❡s ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②✱ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t♦r ❥✉st ✢✉s❤❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡❧♦❛❞❡❞

✐♥str✉❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss st❛rts ❛❣❛✐♥ ❬✷✳✾❪✳

❚❤❡ ♠♦❞❡r♥ ①✽✻ ❈P❯s ✐♥❝❧✉❞❡ ❝♦♠♣❧❡① ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❞✐❝t♦r ❤❛r❞✇❛r❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❥✉st t♦ t❛❦❡ ❝❛r❡ ♦❢

❛ ❢❡✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t❤r❡❛❞s✳ ❙♦✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜t ❜r❛❝❤ ♣r❡❞✐❝t♦r ❤❛r❞✇❛r❡ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡

❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ●P❯✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ●P❯s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜r❛♥❝❤ ♣r❡❞✐❝t♦r ❜❡❝❛✉s❡

♠♦st ❡✣❝✐❡♥t t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ●P❯ ♣r♦❣r❛♠s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❜r❛♥❝❤❡s✳

✻



✷✳✷✳ P❘❖●❘❆▼ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊ ❈❯❉❆ P❘❖●❘❆▼▼■◆● ▼❖❉❊▲

✷✳✶✳✷ ▼❡♠♦r② ❘❆▼ ❉❉❘✴●❉❉❘

❆♥♦t❤❡r✱ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛s♣❡❝t ♦❢ ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ●P❯s ✐s t❤❡ ♠❡♠♦r② ❛❝❝❡ss✳ ❚❤❡ ❘❆▼

♠❡♠♦r② ❢♦r ●P❯ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❈P❯ ♦♥❡✳ ❇♦t❤ ❉♦✉❜❧❡ ❉❛t❛ ❘❛t❡ ✭❉❉❘✮ ❛♥❞

●r❛♣❤✐❝ ❉♦✉❜❧❡ ❉❛t❛ ❘❛t❡ ✭●❉❉❘✮ ♠❡♠♦r✐❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❙❉❘❆▼ ✭❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❉②♥❛♠✐❝ ❘❛♥✲

❞♦♠ ❆❝❝❡ss ▼❡♠♦r②✮ ❝❤✐♣s ❬✷✳✽❪✳ ❇✉t t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✭✉s❡❞ ✐♥ ❈P❯s✮ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ q✉✐❝❦❧② ♣r♦✈✐❞✐♥❣

s♠❛❧❧ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✭✉s❡❞ ✐♥ ●P❯s✮ s❧♦✇❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦s✳ ❉❉❘

♠❡♠♦r② t②♣❡ ✐s ♠♦r❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❈P❯s ❜❡❝❛✉s❡ ❈P❯s ❤❛✈❡ ❛ ❢❡✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❢❛st t❤r❡❛❞s t❤❛t ❝❛♥

♣r♦❝❡ss s♠❛❧❧ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦s q✉✐❝❦❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ●P❯s ❤❛✈❡ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❧♦✇ t❤r❡❛❞s✱ s♦ ✐t ✐s

❜❡tt❡r t♦ ❣❡t ❧❛r❣❡ ❞❛t❛ ❜❧♦❝❦s ❢r♦♠ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ t♦ ♣r♦❝❡ss t❤❡♠ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s

❝❤❛♥❣❡s ❤♦✇ ✇❡ ❞❡s✐❣♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ●P❯s✳

✷✳✷ Pr♦❣r❛♠ ❙tr✉❝t✉r❡

❈❯❉❆ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✲♣✉r♣♦s❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ❯s✐♥❣ ❈❯❉❆✱

②♦✉ ❝❛♥ ❛❝❝❡ss t♦ ◆❱■❉■❆ ●P❯s ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ✇❛② t❤❛t ❈P❯s✳ ❚❤❡

❈❯❉❆ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❈❯❉❆✲❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ❝♦♠♣✐❧❡r ❞✐r❡❝t✐✈❡s✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦✲

❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❧✐❦❡ ❈✱ ❈✰✰✱ ❋♦rtr❛♥ ❛♥❞

P②t❤♦♥✳ ❚❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✉s❡s ♦♥❧② ❈❯❉❆ ❈✴❈✰✰ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❈❯❉❆ ❈✴❈✰✰ ✐s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥

♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❆◆❙■ ❈✴❈✰✰ ✇✐t❤ s♦♠❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❡①t❡♥s✐♦♥s t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤r❡❛❞s✱ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ♦t❤❡rs

t❛s❦s✳ ❈❯❉❆ ✐s ❛❧s♦ s❝❛❧❛❜❧❡ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞❡✈✐❝❡s✳

❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❝♦♠♣♦♦s❡❞ ♦❢ t✇♦ ♣❛rts✿ host ❝♦❞❡ ❛♥❞ device ❝♦❞❡✳ ❍♦st ❝♦❞❡ r✉♥s ♦♥ t❤❡

❈P❯ ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦❞❡ r✉♥s ♦♥ ●P❯✳ ❈❯❉❆ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❝♦♠♣✐❧❡r ❝❛❧❧❡❞ ♥✈❝❝ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡

✇✐❞❡❧② ▲▲❱▼ ♦♣❡♥ s♦✉r❝❡ ❝♦♠♣✐❧❡r ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ❬✷✳✻❪✳ ❈❯❉❆ ♥✈❝❝ ❝♦♠♣✐❧❡r s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ ❞❡✈✐❝❡

❛♥❞ t❤❡ ❤♦st ❝♦❞❡ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss✳ ❍♦st ❝♦❞❡ ✐s s❡♥t t♦ ❛ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❈✴❈✰✰ ❝♦♠♣✐❧❡r

❧✐❦❡ ❣❝❝✴❣✰✰ ♦r ▼✐❝r♦s♦❢t ❱✐s✉❛❧ ❈✴❈✰✰ ❛♥❞ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦❞❡ ✐s ❢✉rt❤❡r ❝♦♠♣✐❧❡❞ ❜② ♥✈❝❝ ❛♥❞ ♠❛♣♣❡❞

t♦ t❤❡ ●P❯✳

✷✳✸ ❑❡r♥❡❧s

❆♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✐s t❤❡ kernel✳ ❋✉♥❝t✐♦♥s t❤❛t ❛r❡

❡①❡❝✉t❡❞ ♦♥ ❛ ◆❱■❉■❆ ●P❯ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❦❡r♥❡❧s✳ ❆s ✇❡ s❛✇ ✐♥ ❛ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜✲s❡❝t✐♦♥✱ ❛❧❧ ❈❯❉❆

♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ●P❯ ❛♥❞ ❈P❯ ❝♦❞❡✳ ❙♦✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ❜❡✲

t✇❡❡♥ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ◆❱■❉■❆ ❡①t❡♥❞❡❞ ❈✴❈✰✰ ❜② ❛❞❞✐♥❣ q✉❛❧✐✜❡rs ❴❴global❴❴✱

❴❴device❴❴ ❛♥❞ ❴❴host❴❴ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣♦rt ♠✐①❡❞ ❝♦❞❡✳ ❆ s✐♠♣❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡s❡ q✉❛❧✐✜❡rs ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳

✼
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❈❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❊①❡❝✉t❡❞ ♦♥ t❤❡

❴❴global❴❴ ❈P❯ ●P❯
❴❴device❴❴ ●P❯ ●P❯
❴❴host❴❴ ❈P❯ ❈P❯

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❈❯❉❆ ❢✉♥❝t✐♦♥s q✉❛❧✐✜❡rs✳

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t❤✐♥❣ s♣❡❝✐❛❧ ❛❜♦✉t ❴❴device❴❴ ❛♥❞ ❴❴host❴❴✳ ■♥ ❢❛❝t✱ q✉❛❧✐✜❡r ❴❴host❴❴ ❝❛♥ ❜❡

♦♠✐tt❡❞ ♠♦st ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ✉♥❧❡ss ②♦✉ ✇❛♥t t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❴❴device❴❴ ❛♥❞ ❴❴host❴❴ t♦ ✐♥str✉❝t

❝♦♠♣✐❧❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♦♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ●P❯ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r ❈P❯✳

❈❛❧❧✐♥❣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ❴❴global❴❴ r❡q✉✐r❡s t♦ ❛❞❞ ❡①tr❛ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ❛ ❴❴global❴❴

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❢r♦♠ ❈P❯✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛♥❣❧❡ ❜r❛❝❦❡ts s②♥t❛① ❁✗❁✗❁✳✳✳❃✗❃✗❃ ❛♥❞ ❛

♥✉♠❡r✐❝ t✉♣❧❡✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❤♦✇ t❤❡ r✉♥t✐♠❡ ✇✐❧❧ ❧❛✉♥❝❤ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧❡

♦❢ ♥✉♠❜❡rs t❡❧❧s ❝♦♠♣✐❧❡r ❤♦✇ ♠❛♥② ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ❤♦✇ ♠❛♥② ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s ♣❡r ❜❧♦❝❦ ✇✐❧❧ ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❧❛✉♥❝❤ t❤❛t ❦❡r♥❡❧✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t s✉❜✲s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞

t❤r❡❛❞s✳

✷✳✹ ❚❤r❡❛❞ ❍✐❡r❛r❝❤②

✷✳✹✳✶ ❈❯❉❆ ●r✐❞

❆t t❤❡ t♦♣ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ❤✐❡r❛r❝❤②✱ ❛ ❈❯❉❆ ❣r✐❞ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s✳ ❚❤✐s ❛rr❛②

❝❛♥ ❜❡ s✐♥❣❧❡ ♦r t✇♦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ✐♥

❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ❛t t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❧❛✉♥❝❤✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ 216 ❈❯❉❆

❜❧♦❝❦s ♣❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❧❛✉♥❝❤ ❛ ❦❡r♥❡❧✱ ❛ ❈❯❉❆ ❣r✐❞ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡r❡ ✐s

♦♥❧② ♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❈❯❉❆ ❣r✐❞ ♣❡r ❦❡r♥❡❧ ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❯❉❆ ❣r✐❞ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣

❡①❡❝✉t✐♦♥✳

✷✳✹✳✷ ❈❯❉❆ ❇❧♦❝❦

❊❛❝❤ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦ ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ✐♥t♦ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s✳ ❆s ✇❡❧❧ ❛s ❈❯❉❆ ❣r✐❞s✱ ♣r♦❣r❛♠✲

♠❡rs ❝❛♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❆❧❧ ❜❧♦❝❦s ♦❢ ❛ ❣r✐❞

❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❤r❡❛❞s ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❛t ✶✵✷✹ t❤r❡❛❞s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛

❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s (512, 1, 1)✱ (32, 32) ❛♥❞ (100) ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✱ ❜✉t (512, 512) ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞

❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❡①❝❡❡❞s t❤❡ 1024 t❤r❡❛❞s ❧✐♠✐t✳

✽
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✷✳✹✳✸ ❈❯❉❆ ❲r❛♣

■♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐ts t❤r❡❛❞s ❛r❡ ❣r♦✉♣❡❞ ✐♥ ❣r♦✉♣s ♦❢ 32 t❤r❡❛❞s ❝❛❧❧❡❞ wrap✳ ❲r❛♣ s✐③❡ ✐s ✜①❡❞

❛♥❞ ♣r♦❣r❛♠♠❡rs ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ✇r❛♣s✳ ❚❤❡ ●P❯ ❧♦❛❞s ♦♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r

❡✈❡r② ✇r❛♣ ❛♥❞ ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❛t ✇r❛♣ s❤♦✉❧❞ ❡①❡❝✉t❡ t❤❡ s❛♠❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ♦r ♠♦r❡

t❤r❡❛❞s ✐♥ ❛ ✇r❛♣ ❡①❡❝✉t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥str✉❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ●P❯ ✜rst ❧♦❛❞s ♦♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r s♦♠❡ ♦❢

t❤❡ t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❛t ✇r❛♣✱ t❤❡♥ ✐t ❧♦❛❞s ❛♥♦t❤❡r ✐♥str✉❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❛t ✇r❛♣✳

❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❝❛❧❧❡❞ thread divergence ❛♥❞ ✐t ❞❛♠❛❣❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ s♦♠❡ t❤r❡❛❞s

✐♥ ❛ ✇r❛♣ ✇❛✐t ❢♦r ♦t❤❡rs✳

✷✳✹✳✹ ❈❯❉❆ ❚❤r❡❛❞

❆ t❤r❡❛❞ ✐s t❤❡ s♠❛❧❧❡st s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥t❧② ❜②

t❤❡ ●P❯✳ ❙♦✱ ✐❢ ✇❡ ❧❛✉♥❝❤ ❛ ❦❡r♥❡❧✱ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ✐s ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❡①❡❝✉t❡❞ ❜②

❛❧❧ t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ❣r✐❞✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ ❧❡t ✉s s✉♣♣♦s❡ t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ example()

✇✐t❤ ❛ (2, 3) ❣r✐❞ ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ✐s (3, 4) s✐③❡✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ s❤♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡

❝♦❞❡ ✐♥ ❈❯❉❆✳

✾
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✶ ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁st❞✐♦✳❤❃

✷ ★✐♥❝❧✉❞❡ ❁❝✉❞❛✳❤❃

✸

✹ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✭✮④

✺ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t ❜✐❞① ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳①❀

✻ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t ❜✐❞② ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳②❀

✼ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t t✐❞① ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✽ ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t t✐❞② ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳②❀

✾

✶✵ ✴✴ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ♣r✐♥ts ✐ts ♦✇♥ ✐❞ ✐♥s✐❞❡ ✐ts ❜❧♦❝❦

✶✶ ♣r✐♥t❢✭✧❜❧♦❝❦✥✥✐❞✥❂✥✭✪❞✱✥✪❞✮❭♥✧✱ ❜✐❞① ✱ ❜✐❞②✮❀

✶✷ ♣r✐♥t❢✭✧t❤r❡❛❞✥✐❞✥❂✥✭✪❞✱✥✪❞✮❭♥✧✱ t✐❞① ✱ t✐❞②✮❀

✶✸ ⑥

✶✹

✶✺ ✐♥t ♠❛✐♥✭✮

✶✻ ④

✶✼ ✴✴ ❞❡❢✐♥❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞

✶✽ ❞✐♠✸ ❣r✐❞s✐③❡✭✷✱ ✸✮❀

✶✾

✷✵ ✴✴ ❞❡❢✐♥❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦

✷✶ ❞✐♠✸ ❜❧♦❝❦s✐③❡✭✸✱ ✹✮❀

✷✷

✷✸ ✴✴ ❧❛✉♥❝❤ ❦❡r♥❡❧ ✐♥ t❤❡ ●P❯ ❢r♦♠ t❤❡ ❈P❯

✷✹ ❡①❛♠♣❧❡ ❁❁❁❣r✐❞s✐③❡ ✱ ❜❧♦❝❦s✐③❡ ❃❃❃✭✮❀

✷✺

✷✻ r❡t✉r♥ ✵❀

✷✼ ⑥

❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ 2 ∗ 3 = 6 ❜❧♦❝❦s ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ 3 ∗ 4 = 12 t❤r❡❛❞s✳ ❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 72

t❤r❡❛❞s r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ example()✳ ❨♦✉ ❝❛♥ ❛❧s♦ s❡❡ t❤❛t ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❡❛❝❤

t❤r❡❛❞ ✉s❡s ❣❧♦❜❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s blockIdx ❛♥❞ threadIdx t♦ ♣r✐♥t ✐ts ♦✇♥ ✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐❞✳ ■♥ t❤✐s

❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✷❉ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐❞s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ✷❉ ❣r✐❞s ❛♥❞ ✷❉ ❜❧♦❝❦s✳ ❆♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡

❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥s✐❞❡ ❈❯❉❆ ♦❢ t❤✐s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳

✶✵
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❙✐♠♣❧❡ ❈❯❉❆ ●r✐❞✳

✷✳✺ ❉❡✈✐❝❡ ▼❡♠♦r②

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❈P❯✱ ❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❤❛s s❡✈❡r❛❧ t②♣❡s ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❈♦rr❡❝t ♠❡♠♦r②

❛❝❝❡ss ❛♥❞ ♠❛♥❛❣♠❡♥t ❤❛s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❈❯❉❆ ♠❡♠♦r② ♠♦❞❡❧ ❝❛♥

❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳

✶✶
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙♠❛❧❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ❢✉❧❧ ❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♠❡♠♦r② ❤✐❡r❛r❝❤②✳

❊❛❝❤ t②♣❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s✉❜✲s❡❝t✐♦♥s✳

✷✳✺✳✶ ❘❡❣✐st❡rs

❘❡❣✐st❡rs ❛r❡ t❤❡ ❢❛st❡st t②♣❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐♥ ❈❯❉❆✳ ❙♠❛❧❧ ❛rr❛②s ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧s♦

st♦r❡❞ ✐♥ r❡❣✐st❡rs✳ ❊❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ r❡❣✐st❡rs ❛♥❞ t❤❡s❡ r❡❣✐st❡rs ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❜②

♦t❤❡r t❤r❡❛❞s✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❧✐♠✐t ♦❢ ✷✺✺ r❡❣✐st❡rs ♣❡r t❤r❡❛❞ ♦♥ ❧❛st❡st ◆❱■❉■❆ ●P❯ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡s

❧✐❦❡ ❑❡♣❧❡r✱ ▼❛①✇❡❧❧ ❛♥❞ P❛s❝❛❧✳

✷✳✺✳✷ ▲♦❝❛❧ ▼❡♠♦r②

❊✈❡r② t❤r❡❛❞ ✐♥ ❛ ❜❧♦❝❦ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② s♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❚❤❡ ♥❛♠❡ ✏▲♦❝❛❧ ▼❡♠♦r②✑

✐s ❝♦♥❢✉s✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s st♦r❡❞ ✐♥ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② ❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s ❣❧♦❜❛❧

♠❡♠♦r②✳ ❙♦✱ ✐❢ ②♦✉ ❛❝❝❡ss t♦ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r② ②♦✉ ❛❝❤✐❡✈❡ ❤✐❣❤ ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❧♦✇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ❛❝❝❡ss❡s✳

❲❤❡♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❛ ❦❡r♥❡❧ ❞♦❡s ♥♦t ✜t ✐♥t♦ t❤❡ r❡❣✐st❡r ♠❡♠♦r②✱ ✐t ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥t♦ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r②

✇❤✐❝❤ ✐s s❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡❣✐st❡rs✳ ❙tr✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛rr❛②s t❤❛t ✉s❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛r❡ ❛❧s♦ s♣✐❧❧❡❞

t♦ ❧♦❝❛❧ ♠❡♠♦r②✳

✶✷
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✷✳✺✳✸ ❙❤❛r❡❞ ▼❡♠♦r②

❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❈P❯ ▲✶ ❝❛❝❤❡✱ ♠♦r❡♦✈❡r✱ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ✐s ❛❧s♦ ❝♦♥✜❣✉r❛❜❧❡✳

❙❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② ❤❛s ❧♦✇❡r ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ t❤❛♥ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♦♥✲❝❤✐♣✳

❍♦✇❡✈❡r✱ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❤❛s ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳ ❊❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❤❛s ✐ts ♦✇♥ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②

s♣❛❝❡ ❛♥❞ t❤❛t ♠❡♠♦r② ✐s ✈✐s✐❜❧❡ ❛♥❞ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❛❞s ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤✐s

♠❡♠♦r② ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ t♦♦❧ ❢♦r t❤r❡❛❞ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦✳ ▲✐♠✐t ♦❢ s❤❛r❡❞

♠❡♠♦r② ♣❡r ❜❧♦❝❦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ●P❯✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ◆❱■❉■❆ ◗✉❛❞r♦ P✻✵✵✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞

❧❛t❡r ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❤❛s 49152 ❜②t❡s ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ s❤❛r❡❞

♠❡♠♦r② ♠✉st ✉s❡ ❴❴shared❴❴ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t♦r ❛♥❞ t❤❡② ♠✉st ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ ❦❡r♥❡❧ ❝♦❞❡✳

✷✳✺✳✹ ●❧♦❜❛❧ ▼❡♠♦r②

❲❡ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❤❡❛r❞ ❛❜♦✉t ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛r❛❣r❛♣❤s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st✱ ❜✉t ❛❧s♦

t❤❡ s❧♦✇❡r✱ t②♣❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❈❯❉❆✳ ❚❤✐s ♠❡♠♦r② ♣❤②s✐❝❛❧❧② r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡ ●❉❉❘ ❝❤✐♣s

❛r♦✉♥❞ t❤❡ ●P❯ ❝❤✐♣s❡t✳ ❊✈❡r② t❤r❡❛❞ ✐♥ t❤❡ ●P❯ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t♦ ♦r r❡❛❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r②✳

❚❤❛t ✐s ✇❤② t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ✐s t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞✳

●❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ♠✉st ❜❡ ♠❛♥❛❣❡❞✱ r❡❧❡❛s❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s❢❡rr❡❞ ❜② t❤❡ ❈P❯✳ ❚♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ st❛t✐❝ ❣❧♦❜❛❧

♠❡♠♦r②✱ ②♦✉ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ❴❴device❴❴ ✐❞❡♥t✐✜❡r ❜❡❢♦r❡ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥✳ ❉②♥❛♠✐❝ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

r❡❧❡❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s cudaMalloc() ❛♥❞ cudaFree()✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r②

s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❈P❯ malloc() ❛♥❞ free() ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t♦ tr❛♥s❢❡r ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ✇❡

❤❛✈❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ cudaMemcpy() ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ♠❡♠♦r② ♠❛♥❛❣♠❡♥t ✐s s❤♦✇❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✶✸
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✶ ✈♦✐❞ ♠❛✐♥✭✮

✷ ④

✸ ✴✴ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛② ✐♥ ❈P❯

✹ ✐♥t✯ ❝♣✉❴❛rr❛②❀

✺ ❝♣✉❴❛rr❛② ❂ ✭✐♥t✯✮ ♠❛❧❧♦❝✭❙■❩❊✯s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✻

✼ ✴✴ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛② ✐♥ ●P❯

✽ ✐♥t✯ ❣♣✉❴❛rr❛②❀

✾ ❝✉❞❛▼❛❧❧♦❝ ✭✭✈♦✐❞ ✯✯✮✫❣♣✉❴❛rr❛② ✱ ❙■❩❊✯s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✶✵

✶✶ ✴✴ tr❛♥s❢❡r ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❈P❯ t♦ ●P❯

✶✷ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②✭❣♣✉❴❛rr❛② ✱ ❝♣✉❴❛rr❛② ✱ ❙■❩❊✯s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✱

❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❍♦st❚♦❉❡✈✐❝❡✮❀

✶✸

✶✹ ✴✴ ❧❛✉♥❝❤ ❦❡r♥❡❧ t♦ ♣r♦❝❡ss ❞❛t❛

✶✺ ❦❡r♥❡❧ ❁❁❁◆❯▼❴❇▲❖❈❑❙ ✱ ◆❯▼❴❚❍❘❊❆❉❙ ❃❃❃✭❣♣✉❴❛rr❛②✮❀

✶✻

✶✼ ✴✴ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡❞ ❞❛t❛ ❜❛❝❦ t♦ ❈P❯

✶✽ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②✭❝♣✉❴❛rr❛② ✱ ❣♣✉❴❛rr❛② ✱ ❙■❩❊✯s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✱

❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❉❡✈✐❝❡❚♦❍♦st✮❀

✶✾

✷✵ ✴✴ r❡❧❡❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛②

✷✶ ❝✉❞❛❋r❡❡✭❣♣✉❴❛rr❛②✮❀

✷✷

✷✸ ✴✴ r❡❧❡❛s❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❛rr❛②

✷✹ ❢r❡❡✭❝♣✉❴❛rr❛②✮❀

✷✺ ⑥

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦✐♥t❡rs ❢♦r ❈P❯ ❛♥❞ ♣♦✐♥t❡rs ❢♦r ●P❯✳ ❈❯❉❆ ❞❡✈✐❝❡s ❝❛♥ s❤❛r❡

❛ ✉♥✐✜❡❞ ❛❞❞r❡ss s♣❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❈P❯ ❬✷✳✹❪✳ ❙♦✱ ②♦✉ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❛❞❞ ❛♥② ✐❞❡♥t✐✜❡r t♦ t❤❡

♣♦✐♥t❡rs✳ ❇✉t ♣♦✐♥t❡rs ♣♦✐♥t✐♥❣ t♦ ♠❡♠♦r② ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ●P❯ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❛❝❝❡ss❡❞ ❢r♦♠ ❦❡r♥❡❧s

❜② ♣❛ss✐♥❣ ♣♦✐♥t❡rs ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❣✉♠❡♥ts✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♠❛♥❛❣❡

t❤✐s ♠❡♠♦r②✱ ❢♦r ❛ ❞❡❡♣ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

♠❛♥✉s❝r✐♣ts ❬✷✳✺✱ ✷✳✻✱ ✷✳✼❪✳

✷✳✺✳✺ ❈♦♥st❛♥t ▼❡♠♦r②

❈♦♥st❛♥t ♠❡♠♦r② r❡s✐❞❡s ✐♥ ❞❡✈✐❝❡ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ✐t ✐s ❝❛❝❤❡❞ ✐♥ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝♦♥st❛♥t ❝❛❝❤❡ ❬✷✳✻❪✳ ■❢

❛❧❧ t❤r❡❛❞s ✐♥ ❛ ✇r❛♣ r❡❛❞ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r♦♠ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ♠❡♠♦r②✱ t❤❛t ❞❛t❛

✇✐❧❧ ❜❡ r❡❛❞ ❛s ❢❛st ❛s ✐❢ t❤❡② ✇❡r❡ r❡❛❞ ❢r♦♠ r❡❣✐st❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ■❢ s♦♠❡ t❤r❡❛❞s ❛❝❝❡ss ❞✐✛❡r❡♥t

✶✹



✷✳✻✳ ▼❊❆❙❯❘■◆● P❊❘❋❖❘▼❆◆❈❊ ❈❍❆P❚❊❘ ✷✳ ❚❍❊ ❈❯❉❆ P❘❖●❘❆▼▼■◆● ▼❖❉❊▲

❛❞❞r❡ss❡s t❤❡ ❞❛t❛ ✐s s❡r✐❛❧✐③❡❞✱ s♦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❛✛❡❝t❡❞✳ ❚❤r❡❛❞s ❝❛♥♥♦t ✇r✐t❡ ❞❛t❛ t♦ ❝♦♥st❛♥t

♠❡♠♦r②✳ ❙♦✱ ❈P❯ ♠✉st ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❝♦♥st❛♥t ♠❡♠♦r② ✉s✐♥❣ cudaMemcpyToSymbol()✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t

❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❜❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ♠❡♠♦r② ♠✉st ❜❡ ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s❝♦♣❡ ❛♥❞ t❤❡② ♠✉st ✉s❡ t❤❡

❴❴constant❴❴ ✐❞❡♥t✐✜❡r✳ ❈♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ♣❛ss❡❞ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✿

✶ ✴✴ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ●P❯

✷ ❴❴❝♦♥st❛♥t❴❴ ✐♥t ●P❯❴▼❀

✸

✹ ✴✴ ❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ ❈P❯

✺ ❝♦♥st ✐♥t ▼❀

✻

✼ ✈♦✐❞ ♠❛✐♥✭✮

✽ ④

✾ ✴✴ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✐♥ ❈P❯

✶✵ ▼ ❂ ✶✵❀

✶✶

✶✷ ✴✴ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✐♥ ●P❯

✶✸ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭●P❯❴▼ ✱ ✫▼✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✶✹

✶✺ ✴✴ ❧❛✉♥❝❤ ❦❡r♥❡❧

✶✻ ❦❡r♥❡❧ ❁❁❁◆❯▼❴❇▲❖❈❑❙ ✱ ◆❯▼❴❚❍❘❊❆❉❙ ❃❃❃✭✮❀

✶✼ ⑥

✷✳✻ ▼❡❛s✉r✐♥❣ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡

❚✐♠❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ❛ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❛②s t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❦❡r♥❡❧

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❚❤❡ ❡❛s✐❡r ✇❛② ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❈P❯ t✐♠❡r t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❦❡r♥❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❤♦st s✐❞❡✳

❇✉t ✐t ✐s ♥♦t ❛s ♣r❡❝✐s❡ ❛s ❈❯❉❆✲s♣❡❝✐✜❝ t✐♠✐♥❣ r♦✉t✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❈❯❉❆ ❆P■ ♣r♦✈✐❞❡s ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞

str✉❝t✉r❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥s❡rt ❡✈❡♥ts ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ✐♥ ❛ str❡❛♠✳ ❚❤✐s ❈❯❉❆ ❡✈❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r

♠♦r❡ t❤✐♥❣s t❤❛♥ ❥✉st ♠❡❛s✉r✐♥❣ t✐♠❡✳ ❇✉t ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❡✈❡♥ts ❥✉st ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❚♦ ♠❡❛s✉r❡ t✐♠❡ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ♥❡❡❞ t✇♦ ❡✈❡♥ts✳ ❖♥❡ ✇✐❧❧ ❜❡ s❡t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧

❧❛✉♥❝❤ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❧❛✉♥❝❤✳ ❊✈❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡❝❧❛r❡❞ ❛♥❞ ❝r❡❛t❡❞

❢r♦♠ ❤♦st s✐❞❡✳ ❨♦✉ ❝❛♥ s❡❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦❞❡ ❞♦✇♥ ❜❡❧♦✇✿

✶✺
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✶ ✐♥t ♠❛✐♥✭✮

✷ ④

✸ ✴✴ ❞❡❝❧❛r❡ ❡✈❡♥ts

✹ ❝✉❞❛❊✈❡♥t❴t st❛rt❀

✺ ❝✉❞❛❊✈❡♥t❴t st♦♣❀

✻

✼ ✴✴ ❝r❡❛t❡ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❡✈❡♥ts

✽ ❝✉❞❛❊✈❡♥t❈r❡❛t❡ ✭✫ st❛rt✮❀

✾ ❝✉❞❛❊✈❡♥t❈r❡❛t❡ ✭✫st♦♣✮❀

✶✵

✶✶ ✴✴ s❡t ♦♥❡ ❡✈❡♥t ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r ❧❛✉❝❤✐♥❣

✶✷ ❝✉❞❛❊✈❡♥t❘❡❝♦r❞✭st❛rt✮❀

✶✸ ❦❡r♥❡❧ ❁❁❁◆❯▼❴❇▲❖❈❑❙ ✱ ◆❯▼❴❚❍❘❊❆❉❙ ❃❃❃✭❛r❣✉♠❡♥ts✮❀

✶✹ ❝✉❞❛❊✈❡♥t❘❡❝♦r❞✭st♦♣✮❀

✶✺

✶✻ ✴✴ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡

✶✼ ❢❧♦❛t ❡❧❛♣s❡❞❀

✶✽ ❝✉❞❛❊✈❡♥t❙②♥❝❤r♦♥✐③❡✭st♦♣✮❀

✶✾ ❝✉❞❛❊✈❡♥t❊❧❛♣s❡❞❚✐♠❡ ✭✫❡❧❛♣s❡❞ ✱ st❛rt ✱ st♦♣✮❀

✷✵

✷✶ ✴✴ ♣r✐♥t ❡❧❛♣s❡❞ t✐♠❡

✷✷ ♣r✐♥t✭✧❡❧❛♣s❡❞✥t✐♠❡✥❂✥✪❢✥♠s✴♥✧✱ ❡❧❛♣s❡❞✮❀

✷✸ ⑥

✶✻
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❈❖▼▼■❚ ❆◆❉ P❘❖❇▲❊▼ ❙❚❆❚❊▼❊◆❚

✸✳✶ ❈❛♥❞✐❞❛t❡ ❚r❛❝ts

❈❖▼▼■❚ ✐s ❛ ✈❡r② ✢❡①✐❜❧❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❛❝❝❡♣ts ❛♥❞ ✇♦r❦s ✇✐t❤ ❡✈❡r② tr❛❝t♦❣r❛♠ ❬✹✳✷✱ ✸✳✶❪✳

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ tr❛❝t♦❣r❛♠ F ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ I ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥② tr❛❝t♦❣r❛♣❤② ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

❈❖▼▼■❚ ❞♦❡s ♥♦t ❛❞❞ ✜❜❡rs t♦ F ✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ♦♥❧② r❡q✉✐s✐t❡ ✐s t❤❛t F ❝♦♥t❛✐♥s ✜❜❡rs

t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t ♣❛✐rs ♦❢ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜r❛✐♥ r❡❣✐♦♥s ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r✐❣❤t ❜r❛✐♥ ♣❛t❤✇❛②s✳ ❚❤❡s❡

✜❜❡rs ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ true positives✳

✸✳✷ ❘❡s♣♦♥s❡ ❋✉♥❝t✐♦♥s

❇❡❢♦r❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❖▼▼■❚ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡ response functions✳

❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❛♣ t❤❡ ❞▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ tr❛❝t ✐♥ F ❛t ❡✈❡r② ✈♦①❡❧

♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I ❬✸✳✶❪✳ ■♥ t❤❡ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ r❡s♦♥❛♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❛❝q✉✐r❡❞ ❛❧♦♥❣

ns ✸❉ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ns ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧❡s ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ R ∈ R
ns ❝❛rr✐❡s t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❛❝r♦ss t❤❡ ns ❞✐r❡❝t✐♦♥s s❛♠♣❧❡s✳

❯s✉❛❧❧②✱ ✇❡ ✉s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣❡r ❝♦♠♣❛r♠❡♥t ❬✸✳✶❪✳ ▲❡t na✱ nb ❛♥❞ nc ❜❡

t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ■❈✱ ❊❈ ❛♥❞ ■❙❖ ❝♦♠♣❛r♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶

✐❧✉str❛t❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ ❛ ✜❜❡r ✐♥t❡rs❡❝t✐♥❣ t✇♦ ✈♦①❡❧s✳ ❚❤✐s ✜❜❡r ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣

❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❊❛❝❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r

♠✐❝r♦str✉❝t✉r❡ ✇✐t❤ ❝②❧✐♥❞❡rs ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐❛♠❡t❡r✱ s❡❡ ❆♣❡♥❞✐① A✳

✶✼
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ 4 ✈♦①❡❧s✳ ●r❡❡♥ ❝♦❧♦r ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✈♦①❡❧s ❛r❡ ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜②
t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ 4 r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

❲❡ s❤❛❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs T f
v : Rns → R

ns ❛♥❞ Ef
v : Rns → R

ns ✳ ❖♣❡r❛t♦r T f
v r♦t❛t❡s ❛ r❡✲

s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ R t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❧♦❝❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r f ∈ F ✐♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ v ∈ {0, . . . , nv − 1}

❛♥❞ Ef
v s❝❛❧❡s R ❜② t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ♠♠ ♦❢ f ✐♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ v✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❈②❧✐♥❞❡r r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs T f
v ❛♥❞ Ef

v ✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❧❡t Sv ∈ R
ns ❜❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝❛rr②✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡

tr❛❝ts ✐♥ F t♦ t❤❡ ✈♦①❡❧ v✳ ❲❡ ♥♦r♠❛❧❧② ♥❡❡❞ ✈❡r② ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡s

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t❤❛t ❝❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡s❡ ❝♦♠✲

♣❛rt♠❡♥ts q✉✐❝❦❧② ❬✸✳✼✱ ✸✳✽❪✳ ❚❤✉s✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ✈♦①❡❧ v ✐♥ I✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ Sv ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛✿

Sv = SIC
v +SEC

v +SISO
v =

∑

f∈F

na−1∑

j=0

xf
jE

f
v

(
T f
v

(
RIC

j

))
+
∑

f∈F

nb−1∑

j=0

xf
j T

f
v

(
REC

j

)
+

nc−1∑

j=0

xv
jR

ISO
j . ✭✸✳✶✮

❲❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ✐♥ ❛ ✈♦①❡❧ v t❤❡r❡ ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❛ ❧♦t ♦❢ ✜❜❡rs ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳

❙♦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r s✐❣♥❛❧ ❢♦r ❛❧❧ t❤♦s❡ ✜❜❡rs✳ ❲❡ ❝❛♥ r❡♣❧❛❝❡ ❛ ✜❜❡r

❜✉♥❞❧❡ ❜② ❛♥ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳

✶✽
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✐♥ ❛ ✈♦①❡❧ v✳

❚❤✉s✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ s❡ts Ov ❢♦r ❡✈❡r② ✈♦①❡❧ v ∈ {0, . . . , nv − 1}✳

❚❤❡ s❡t Ov r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♠❛✐♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ v✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛✲

❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ ne✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡

ne =

∣∣∣∣∣

nv−1⋃

v=0

Ov

∣∣∣∣∣ . ✭✸✳✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

Sv = SIC
v +SEC

v +SISO
v =

∑

f∈F

na−1∑

j=0

xf
jE

f
v

(
T f
v

(
RIC

j

))
+

∑

e∈Ov

nb−1∑

j=0

xe
jT

e
v

(
REC

j

)
+

nc−1∑

j=0

xv
jR

ISO
j ✭✸✳✸✮

✇❤❡r❡ RIC
j ∈ R

ns ✱ REC
j ∈ R

ns ❛♥❞ RISO
j ∈ R

ns ❛r❡ t❤❡ jt❤ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r✱ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❛r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝

r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛♥❞ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts xf
j ✱ x

e
j ❛♥❞ xv

j r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢

t❤❡ ▼❘ s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✈♦①❡❧✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ t❤❡s❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t❛❧

s✐❣♥❛❧s ❛s ❜❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳

✸✳✸ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ❞▼❘■ ✐♠❛❣❡ I ❛♥❞ t❤❡ tr❛❝t♦❣r❛♠ F ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣❡r❛t♦r L : F → I s✉❝❤ t❤❛t

I = L (F) + η. ✭✸✳✹✮

❚❤❡♥ L ♠♦❞❡❧s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❜❡r ✐♥ ❛❧❧ ❛❝q✉✐r❡❞ ✈♦①❡❧s ❛♥❞ η ✐s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

♥♦✐s❡ ❬✸✳✶❪✳ ◆♦✇✱ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ L : F → I ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t♦r ❜② r❡✇r✐t✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✶ ❛s ❛ ♠❛tr✐① ❜② ✉s✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥❛❧s Sv✳ ▲❡t A ❜❡ t❤❡ nvns ×m ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r

L ✇❤❡r❡ m = nfna+nenb+nvnc✳ ▲❡t y ∈ R
nvns

+ ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r✐③❡❞ ✭✢❛tt❡♥❡❞✮ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞▼❘■

✐♠❛❣❡ I✳ ▲❡t x ∈ R
m
+ ❜❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r st❛♥❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ m ❜❛s✐s ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ A✳

❚❤❡♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s✿

y = Ax+ η. ✭✸✳✺✮

✶✾
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❚❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ❛ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿

A =
[
AIC |AEC |AISO

]
✭✸✳✻✮

✇❤❡r❡ AIC ∈ R
nvns×nfna

+ ✱ AEC ∈ R
nvns×nenb

+ ❛♥❞ AISO ∈ R
nvns×nvnc

+ ✳ ❆❧❧ ♠❛tr✐❝❡s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡✱

r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r✱ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ■♥ t❤❡ ♥❡①t

❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ❞❡♣t❤ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐❢ ✇❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ Sv ❢♦r

❛❧❧ t❤❡ ✈♦①❡❧s v ∈ {0, . . . , nv − 1} ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ I✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡ ♠❛♣♣✐♥❣ L ♣r❡✈✐♦✉s❧②

❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

✸✳✹ ❋✐tt✐♥❣

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ❈❖▼▼■❚ ✐s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✹✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t

❈❖▼▼■❚ ✜♥❞s t❤❡ ❜❡st s❡t F̃ ⊆ F ♦❢ ✜❜❡rs t❤❛t ❜❡st ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✐♥♣✉t ✐♠❛❣❡ I✳ ❖✉r ♣r♦❜❧❡♠

❛♣♣❡❛rs t♦ ❜❡ tr✐✈✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ✐♥✈❡rt t❤❡ ♠❛tr✐① A✳ ❇✉t ❢♦r ❜✐❣ ❞❛t❛ s❡ts t❤❡ ♠❛tr✐①

A ❝❛♥ r❡❛❝❤ ❤✉♥❞r❡❛❞s ♦❢ ❣✐❣❛❜②t❡s✳ ❙♦✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ♣r❡✈❡♥ts t♦ ✉s❡ ❝❧❛ss✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s

❧✐❦❡ ♣s❡✉❞♦✲✐♥✈❡rs❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦r ❈❤♦❧❡s❦② ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r x ✐♥ ❡q✉❛t✐♦♥ t❤❡

✸✳✺✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❬✸✳✾✱ ✸✳✶✵❪ t❤❡r❡ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r s✉❝❤ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡

♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡s ♣r♦❜❧❡♠

argmin
x≥0

‖Ax− y‖
2

2
, ✭✸✳✼✮

✇❤❡r❡ ‖· ‖
2
✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ l2 ♥♦r♠ ✐♥ R

ns ❬✸✳✶❪✳

◆♦t❡ t❤❛t A ✐s ♥♦t ❛ sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❡ ✉s✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ❧♦t ♠♦r❡ r♦✇s t❤❛♥ ❝♦❧✉♠s✳ ❙♦✱ t❤❡

❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✸✳✺ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❇✉t ✐❢ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r x ✐s s♣❛rs❡✱

✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ ❛ l1✲r❡❣✉❧❛r✐③❛t✐♦♥ ❬✸✳✶❪✳ ❚❤❛t ❝❤❛♥❣❡s ♦✉r ♣r♦❜❧❡♠ t♦

argmin
x≥0

‖Ax− y‖
2

2
+ ‖x‖

1
, ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ ‖·‖
1
✐s t❤❡ ✉s✉❛❧ l1 ♥♦r♠ ✐♥ R

m✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♠♦t❡s s♣❛rs✐t② ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ x✳

❈❖▼▼■❚ ✉s❡s t❤❡ ❋■❙❚❆ ❬✸✳✶✶❪ ✐t❡❛r❛t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋■❙❚❆

✉s❡s t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ■❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ✈❡r②

❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❋■❙❚❆ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❜❡❝♦♠❡s s❧♦✇✳ ❚❤✐s ♠❛r❦s ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ✐♥ t❤❡ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✉s❡❞ ✐♥ ❈❖▼▼■❚ ✐s ✈❡r② ❧❛r❣❡✳ ❚❤❛t ✐s ✇❤② ✇❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ Ax ❛♥❞ Aty ❜②

✉s✐♥❣ ❈❯❉❆ ❜❡❝❛✉s❡ ❈❯❉❆ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

✷✵
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❍❛✈✐♥❣ s❡❡♥ s♦♠❡ ❈❯❉❆ t♦♦❧s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❖▼▼■❚✱ ✇❡ ❝❛♥ st❛rt t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t t❤❡

✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❯❉❆✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❛r❡ ❣♦✐♥❣ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❯❉❆

♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t

❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣②t❤♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✹✳✶ ▲♦♦❦✲✉♣ ❚❛❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ Pr❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❉❲✲▼❘ ❙✐❣♥❛❧s

❍❡r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ look−up table✳ ▲♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✲r♦t❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡

❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ s♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ✸ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✸ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts

✭■❈✱ ❊❈ ❛♥❞ ■❙❖✮✳ ❚❤❡s❡ t❛❜❧❡s ❛r❡ ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t♦

❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ T f
v ♦♥✲t❤❡✲✢②✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❦❡❡♣ ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ❛♥❞

❣♦ t♦ t❤❡ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡ t♦ ❣❡t t❤❡ r♦t❛t❡❞ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ st♦r❡

❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❢♦r ❡✈❡r② r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙♦✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r❡ s❤❡❧❧ ❜② ✉s✐♥❣ 181 ❛③✐♠✉t❤❛❧ ❛♥❞ 181 ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ✉s

no = 1812 = 32, 761 t♦t❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s✳

▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ❤❡❧♣ t♦ r❡❞✉❝❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳ ❲❤❡♥ ✇❡ r❡♣❧❛❝❡

❛❧❧ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❜② ❛♥ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ A

❢r♦♠ nvns × (nfna + nenb + nvnc) t♦ nv × (nf + ne + nv)✳

❚❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡ ✭lutIC✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦❛t ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s

na × no × ns✳ ❇✉t ♠❡♠♦r② ❧❛t❡♥❝② ✐s ♣r❡tt② ❤✐❣❤ ♦♥ ●P❯s✳ ❙♦✱ ✇❡ ❝❛♥♥♦t st♦r❡ lutIC ❛s ♠❛tr✐①

❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❛♠❛❣❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t♦♦ ♠❛♥② ♣♦✐♥t❡rs✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ✈❡❝t♦r✐③❡

✭t♦ ✢❛tt❡♥✮ t❤✐s ♠❛tr✐① t♦ ❛ na ∗ no ∗ ns ❛rr❛② ❛♥❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ♦✛s❡t ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ❝♦❞❡

✐❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡✿

✷✶



✹✳✷✳ ❙P❆❘❙❊ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ▼❊❚❍❖❉❙ ❆◆❉ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚

✶ ✴✴ ♠❛tr✐① ✈❡rs✐♦♥ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✷

✸ ✴✴ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥

✹ ❢❧♦❛t ❧✉t■❈❬♥❛❪❬♥♦❪❬♥s❪❀

✺

✻ ✴✴ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐✱❥✱❦

✼ ❧✉t■❈❬✐❪❬❥❪❬❦❪

✽

✾ ✴✴ ❛rr❛② ✈❡rs✐♦♥ ✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲✲

✶✵

✶✶ ✴✴ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥

✶✷ ❢❧♦❛t ❧✉t■❈❬♥❛✯♥♦✯♥s❪❀

✶✸

✶✹ ✴✴ ❛❝❝❡ss✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t ✐✱❥✱❦

✶✺ ❧✉t■❈❬✐✯♥♦✯♥s ✰ ❥✯♥s ✰ ❦❪

❚❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r lutEC ❛♥❞ lutISO✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ lutEC ✐s ❝❤❛♥❣❡❞ ❢r♦♠ ❛ nb×no×ns

✢♦❛t ♠❛tr✐① t♦ ❛ nb ∗ no ∗ ns ✢♦❛t ❛rr❛② ❛♥❞ lutISO ❢r♦♠ ❛ nc × ns ✢♦❛t ♠❛tr✐① t♦ ❛ nc ∗ ns ✢♦❛t

❛rr❛②✳

✹✳✷ ❙♣❛rs❡ ❙tr✉❝t✉r❡

❊✈❡♥ ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐♥ t❤❡ ●P❯ ♠❡♠♦r②✳ ❋♦r

❡①❛♠♣❧❡✱ ♦✉r ❞❛t❛ s❡t ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛s nv = 64, 309✱ nf = 399, 758✱

ne = 188, 151✳ ❚❤❡♥✱ ♦✉r ♠❛tr✐① ✇♦✉❧❞ r❡❛❝❤

nv × (nf + ne + nv) ∗ 4B = 64, 309 ∗ (399, 758 + 188, 151 + 64, 309) ∗ 4B ∼= 168GB

❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ r❡♣r❡s❡♥t ❡❛❝❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❜② ✉s✐♥❣ 4 ❜②t❡s s✐♥❣❧❡✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ✢♦❛t✐♥❣✲

♣♦✐♥t ❢♦r♠❛t✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❛ ●P❯ ✇✐t❤ t❤❛t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r②✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦✉r ♠❛tr✐①

A ✐s ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ s♣❛rs✐t② ✐♥❞❡① ❬✹✳✺❪ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❤✐❣❤✳ ❚❤✐s

♣r♦♣❡rt② ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ st♦r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① A ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐① ❢♦r♠❛t✳

✹✳✷✳✶ ❇❧♦❝❦ ▼❛tr✐① ■❈

❚❤❡ ♠❛tr✐① AIC ❤❛s na ❝♦❧✉♠♥s ❢♦r ❡❛❝❤ ✜❜❡r f ∈ F ❛♥❞ ns r♦✇s ❢♦r ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ v ∈ {0, . . . , nv − 1}

❬✸✳✶❪✳ ❚❤❡ ns r♦✇s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈♦①❡❧ v ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧

✜❜❡rs f tr❛✈❡rs✐♥❣ ✈♦①❡❧ v✳ ❊✈❡r② r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✜❜❡r f tr❛✈❡rs✐♥❣ ✈♦①❡❧ v ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜②

tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ na r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs T f
v ❛♥❞ Ef

v ✳ ■❢ ❛ ✜❜❡r f ✐s ♥♦t tr❛✈❡rs✐♥❣

✷✷



✹✳✷✳ ❙P❆❘❙❊ ❙❚❘❯❈❚❯❘❊ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ▼❊❚❍❖❉❙ ❆◆❉ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚

✈♦①❡❧ v✱ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ③❡r♦ s✐❣♥❛❧✳ ❨♦✉ ❝❛♥ s❡❡ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤

✐ts AIC ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠❛tr✐① ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① AIC ✳ ❇❧❛♥❦ s♣❛❝❡s ❛r❡ ③❡r♦ s✐❣♥❛❧s✳ ❈②❧✐♥❞❡r r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ✉s❡❞✳

❊✈❡♥ ❢♦r ❛ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♠❛tr✐① ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s✳ ❙♦✱ ✐❢ ✇❡ ✉s❡ ❛ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐①

❢♦r♠❛t✱ ✇❡ ✇✐❧❧ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♠❡♠♦r② ♥❡❡❞❡❞ t♦ st♦r❡ t❤✐s ♠❛tr✐①✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ✉s❡ ❛

♠♦❞✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭❈❖❖✮ ❢♦r♠❛t✳ ❈❖❖ st♦r❡s ❛ t✉♣❧❡ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❛rr❛②s ✭r♦✇✱ ❝♦❧

❛♥❞ ✈❛❧✮ ❬✹✳✶❪✳ ❚❤❡ ❛rr❛②s✿ row✱ col ❛♥❞ val st♦r❡ t❤❡ r♦✇ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞✐❝❡s ❛♥❞ ♥♦♥✲③❡r♦

✈❛❧✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢

❡❛❝❤ ❛rr❛②✳




2 0 0 0 0
0 0 3 1 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 9




−→
row 0 1 1 4
col 0 2 3 4
val 2 3 1 9

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❈❖❖ ❢♦r♠❛t ❢♦r t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ s♣❛rs❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

■♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ❞❡♣❡♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ♣❛ss✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✈♦①❡❧s✳ ❙♦✱

✇❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t❤❡ t✉♣❧❡ t♦ ✭voxelIC✱ fiberIC✱ contrIC ❛♥❞ orienIC✮✿

✶✳ voxelIC✿ ❚❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ ✈♦①❡❧ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✈♦①❡❧ ✐♥❞❡① ♦❢ ♦♥❡

✜❜❡r s❡❣♠❡♥t ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ r♦✇ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳

✷✳ fiberIC✿ ❚❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❞❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ✐♥❞❡① ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡s

t❤❡ ❝♦❧✉♠♥ ✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳

✷✸



✹✳✸✳ P❘❊P❘❖❈❊❙❙■◆● ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ▼❊❚❍❖❉❙ ❆◆❉ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚

✸✳ contrIC✿ ❚❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❧❡♥❣t❤ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ t♦

❛♣♣❧② t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r Ef
v ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r 3✳

✹✳ orienIC✿ ❚❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥t✳ ❆s ✇❡ ♣r❡✈✐♦✉s❧②

s❛✇✱ t❤✐s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✐s ✉s❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤❡ r✐❣❤t r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r

❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r T f
v

♦♥✲t❤❡✲✢②✳

❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ✐♥

t❤❡ tr❛❝t♦❣r❛♣❤②✳ ❖✉r ❞❛t❛ s❡t ✉s❡❞ ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❤❛s 47, 082, 501 ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ✐t ✇❛s

❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❜❡ ❜✐❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ ❣♦♦❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ✉s❡ 4 ❜②t❡s ✉♥s✐❣♥❡❞

✐♥t❡❣❡rs ❢♦r voxelIC ❛♥❞ fiberIC ❛rr❛②s✱ 4 ❜②t❡s ✢♦❛ts ❢♦r contrIC ❛rr❛② ❛♥❞ 2 ❜②t❡s ✉♥s✐❣♥❡❞

✐♥t❡❣❡rs ❢♦r orienIC ❛rr❛②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 47, 082, 501∗14B ∼= 754MB✱ ✇❤✐❝❤

✐s ❛✛♦rt❛❜❧❡ ♦♥ ❛ ♠♦❞❡r♥ ●P❯✳

✹✳✷✳✷ ❇❧♦❝❦ ▼❛tr✐① ❊❈

❊①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡rs ❛♥❞ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts✳ ■t ❡♥t✐r❡❧②

❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ♦♥❧② st♦r❡ t✇♦ ❛rr❛②s

✭voxelEC✱ orienEC✮✿

✶✳ voxelEC✿ ❚❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ ✈♦①❡❧ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✳

✷✳ orienEC✿ ❚❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡① ♦❢ ❡❛❝❤ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✳

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡s t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②s✳

❋♦r ♦✉r t❡st ❞❛t❛ s❡t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ne = 188, 151✳ ■❢ ✇❡ ✉s❡ 4 ❜②t❡s ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t❡❣❡rs ❢♦r voxelEC ❛♥❞

2 ❜②t❡s ✉♥s✐❣♥❡❞ ✐♥t❡❣❡rs ❢♦r orienEC✱ t❤❡ ♠❡♠♦r② ✉s❛❣❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 188, 151 ∗ 6B ∼= 1.2MB✳

✹✳✷✳✸ ❇❧♦❝❦ ▼❛tr✐① ■❙❖

❚❤✐s ♠❛tr✐① ✐s ❡✈❡♥ s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♣❡r

✈♦①❡❧✱ s♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ✈♦①❡❧ ✐♥❞❡①❡s✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✐s ❛❧s♦ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❞✐✛✉s✐✈✐t②

♠♦❞❡❧ ✭s♣❤❡r❡✮✱ s♦ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ❛♥② ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥❞❡①✳ ■♥ ❜r✐❡❢✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡

t❤✐s ♠❛tr✐① ✐♥ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st♦r❡ ✐s t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡ ✭lutISO✮✳

✹✳✸ Pr❡♣r♦❝❡ss✐♥❣

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❤❛✈❡ st♦r❡❞ ♦✉r ♠❛tr✐① A ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛rr❛②s✿

✷✹
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• ■♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt ✭AIC✮✿ voxelIC✱ fiberIC✱ contrIC✱ orienIC ❛♥❞ lutIC✳

• ❊①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt ✭AEC✮✿ voxelEC✱ orienEC ❛♥❞ lutEC✳

• ■s♦tr♦♣✐❝ ♣❛rt ✭AISO✮✿ lutISO✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty ✐♥ t❤❡ ●P❯✳ ❇✉t ✐♥ ♦r❞❡r t♦

t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❈❯❉❆ ❛♥❞ ◆❱■❉■❆ ●P❯s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ♣r❡♣r♦❝❡ss t❤❡ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ●P❯✳

❋✐rst✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ s♦rt t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❞❛t❛ ❜② ✉s✐♥❣ ✈♦①❡❧ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥

✐♥❞❡①❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣r♦✉♣ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✈♦①❡❧ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❲❡

❝❛♥♥♦t s♦rt ❡❛❝❤ ❛rr❛② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛rr❛②s r❡♣r❡s❡♥t ❛ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥t ♦r

❛♥ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✳ ❙♦✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛ segment ❈ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ s♦rt t❤❡s❡

❛rr❛②s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈ ❝♦❞❡ ♦♥❧② s❤♦✇s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt✱ ❜✉t

t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt ✐s s✐♠✐❧❛r✳

✷✺
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✶ str✉❝t s❡❣♠❡♥t④

✷ ✉✐♥t ✈♦①❡❧❀

✸ ✉✐♥t ❢✐❜❡r❀

✹ ✉s❤♦rt ♦r✐❡♥❀

✺ ❢❧♦❛t ❝♦♥tr❀

✻ ⑥❀

✼

✽ ❜♦♦❧ ✈❝♦♠♣✭❝♦♥st s❡❣♠❡♥t✫ ❛✱ ❝♦♥st s❡❣♠❡♥t✫ ❜✮④

✾ ✐❢ ✭❛✳✈♦①❡❧ ✦❂ ❜✳✈♦①❡❧✮ r❡t✉r♥ ❛✳✈♦①❡❧ ❁ ❜✳✈♦①❡❧❀

✶✵ ❡❧s❡ r❡t✉r♥ ❛✳♦r✐❡♥ ❁ ❜✳♦r✐❡♥❀

✶✶ ⑥

✶✷

✶✸ ✈♦✐❞ ✈s♦rt✭✉✐♥t✯ ✈♦①❡❧■❈ ✱ ✴✴■❈ ❞❛t❛

✶✹ ✉✐♥t✯ ❢✐❜❡r■❈ ✱

✶✺ ✉s❤♦rt✯ ♦r✐❡♥■❈ ✱

✶✻ ❢❧♦❛t✯ ❝♦♥tr■❈ ✱

✶✼ ✐♥t ♥✉♠❴s❡❣♠❡♥ts✮④

✶✽

✶✾ s❡❣♠❡♥t✯ ❞❛t❛ ❂ ✭s❡❣♠❡♥t ✯✮ ♠❛❧❧♦❝✭♥✉♠❴s❡❣♠❡♥ts✯s✐③❡♦❢✭

s❡❣♠❡♥t✮✮❀

✷✵

✷✶ ❢♦r✭✐♥t ✐ ❂ ✵❀ ✐ ❁ ♥✉♠❴s❡❣♠❡♥ts❀ ✐✰✰✮④

✷✷ ❞❛t❛❬✐❪✳ ✈♦①❡❧ ❂ ✈♦①❡❧■❈❬✐❪❀

✷✸ ❞❛t❛❬✐❪✳ ❢✐❜❡r ❂ ❢✐❜❡r■❈❬✐❪❀

✷✹ ❞❛t❛❬✐❪✳ ♦r✐❡♥ ❂ ♦r✐❡♥■❈❬✐❪❀

✷✺ ❞❛t❛❬✐❪✳ ❝♦♥tr ❂ ❝♦♥tr■❈❬✐❪❀

✷✻ ⑥

✷✼

✷✽ s♦rt✭❞❛t❛ ✱ ❞❛t❛ ✰ ♥✉♠❴s❡❣♠❡♥ts ✱ ✈❝♦♠♣✮❀

✷✾

✸✵ ❢♦r✭✐♥t ✐ ❂ ✵❀ ✐ ❁ ♥✉♠❴s❡❣♠❡♥ts❀ ✐✰✰✮④

✸✶ ✈♦①❡❧■❈❬✐❪ ❂ ❞❛t❛❬✐❪✳ ✈♦①❡❧❀

✸✷ ❢✐❜❡r■❈❬✐❪ ❂ ❞❛t❛❬✐❪✳ ❢✐❜❡r❀

✸✸ ♦r✐❡♥■❈❬✐❪ ❂ ❞❛t❛❬✐❪✳ ♦r✐❡♥❀

✸✹ ❝♦♥tr■❈❬✐❪ ❂ ❞❛t❛❬✐❪✳ ❝♦♥tr❀

✸✺ ⑥

✸✻

✸✼ ❢r❡❡✭❞❛t❛✮❀

✸✽ ⑥

❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡ ♦❢ ❛✉①✐❧✐❛r ❛rr❛②s ❢♦r t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt✲

✷✻



✹✳✸✳ P❘❊P❘❖❈❊❙❙■◆● ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ▼❊❚❍❖❉❙ ❆◆❉ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚

♠❡♥ts✳ ❚❤❡s❡ ❛rr❛②s ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ s❡♥s❡ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r ✇❤❡♥ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦

♣❡r❢♦r♠ ❞✐r❡❝t ❛♥❞ tr❛♥s♣♦s❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❥✉st ❝❤❡❝❦ ✇❤❛t ✇❡ st♦r❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛rr❛②✿

✶✳ vsizeIC✿ ❚❤✐s ❛rr❛② ❤❛s s✐③❡ nv✳ ❚❤❡ vt❤ ❡♥tr② ✐♥ t❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r

s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ ✇✐t❤ ✐❞ v✳

✷✳ vstepIC✿ ❚❤✐s ❛rr❛② ❛❧s♦ ❤❛s s✐③❡ nv ❛♥❞ ✐t st♦r❡s t❤❡ ❛❧❧✲♣r❡✜①✲s✉♠s ❬✹✳✹❪ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛②

vsizeIC✳ ❚❤✐s ❛❧❧✲♣r❡✜①✲s✉♠s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❦♥♦✇♥ ❛s scan✳

✸✳ vstepIC✿❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ❛rr❛② ✐s nv ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❧❧✲♣r❡✜①✲s✉♠s ❬✹✳✹❪ ❛rr❛②

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛② vsizeIC✳ ❚❤❡ it❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

i − 1 ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛rr❛②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ vsizeIC = [1, 9, 2]✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ vstepIC =

[0, 1, 10]✳

❚❤❡ ♦t❤❡rs t✇♦ ❛rr❛②s ✭vsizeEC ❛♥❞ vstepEC✮ st♦r❡ t❤❡ s❛♠❡ t❤✐♥❣s✱ ❜✉t t❤❡② ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠

t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❞❛t❛✳ ❆s t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛rt ✐s ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♥♦t st♦r❡❞ ✐♥ ♠❡♠♦r②✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞

t❤❡s❡ ❛✉①✐❧✐❛r ❛rr❛②s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦❞❡ s❤♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❜❡❧♦✇ ②♦✉ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❡

✉s❡ ❢♦r ■❈ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✱ ❜✉t ❊❈ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s✳
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✶ ✈♦✐❞ ♣r❡♣r♦❝❡ss■❈✭✉✐♥t✯ ✈♦①❡❧■❈ ✱ ✴✴ ✈♦①❡❧ ✐♥❞❡①❡s

✷ ✉✐♥t✯ ✈s✐③❡■❈ ✱ ✴✴ ♦✉t♣✉t

✸ ✉✐♥t✯ ✈st❡♣■❈ ✱ ✴✴ ♦✉t♣✉t

✹ ✐♥t ♥✈ ✱ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s

✺ ✐♥t ♥✮④ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✐❜❡r s❡❣♠❡♥ts

✻ ✴✴ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✐❜❡r s❡❣♠❡♥ts ♣❡r ✈♦①❡❧

✼ ✉✐♥t ❝♦✉♥t ❂ ✵❀

✽ ✉✐♥t ❝✉rr❡♥t ❂ ✈♦①❡❧■❈ ❬✵❪❀

✾ ✉✐♥t ♣♦s ❂ ✵❀

✶✵ ❢♦r✭✐♥t ✐ ❂ ✵❀ ✐ ❁ ♥❀ ✐✰✰✮④

✶✶ ✉✐♥t ❛✉① ❂ ✈♦①❡❧■❈❬✐❪❀

✶✷ ✐❢✭❛✉① ✦❂ ❝✉rr❡♥t✮④

✶✸ ✈s✐③❡■❈❬♣♦s❪ ❂ ❝♦✉♥t❀

✶✹ ❝♦✉♥t ❂ ✶❀

✶✺ ♣♦s✰✰❀

✶✻ ❝✉rr❡♥t ❂ ❛✉①❀

✶✼ ⑥

✶✽ ❡❧s❡④

✶✾ ❝♦✉♥t ✰✰❀

✷✵ ⑥

✷✶ ⑥

✷✷ ✈s✐③❡■❈❬♣♦s❪ ❂ ❝♦✉♥t❀

✷✸

✷✹ ✴✴ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛❧❧ ✲♣r❡❢✐① ✲s✉♠s ❢r♦♠ ✈s✐③❡■❈

✷✺ ✈st❡♣■❈ ❬✵❪ ❂ ✵❀

✷✻ ❢♦r✭✐♥t ✐ ❂ ✶❀ ✐ ❁ ♥✈❀ ✐✰✰✮

✷✼ ✈st❡♣■❈❬✐❪ ❂ ✈st❡♣■❈❬✐✲✶❪ ✰ ✈s✐③❡■❈❬✐✲✶❪❀

✷✽ ⑥

✹✳✹ ❖♣❡r❛t✐♦♥ Ax

❚❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r✱ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛rts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞

s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❯s✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸ ✇❡ ❝❛♥ r❡✇r✐t❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✺ ❛s

y =




S1

✳✳✳

Snv


 = Ax =




SIC
1 + SEC

1 + SISO
1

✳✳✳

SIC
nv

+ SEC
nv

+ SISO
nv


 =




SIC
1

✳✳✳

SIC
nv


+




SEC
1

✳✳✳

SEC
nv


+




SISO
1

✳✳✳

SISO
nv


 ∈ R

nvns .

✷✽
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❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ SIC
v ∈ R

ns ✱ SEC
v ∈ R

ns ❛♥❞ SISO
v ∈ R

ns ❢♦r ❡✈❡r② v ∈ {0, . . . , nv − 1}✳

❆s ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❡❛❝❤

❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✳

✹✳✹✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ■❈

❚♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt✱ ✇❡ ❧❛✉♥❝❤ ❛ ❦❡r♥❡❧ ✇✐t❤ nv ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ns ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s✳

❊✈❡r② ❜❧♦❝❦ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈♦①❡❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❡ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r v ❝❛❧❝✉❧❛t❡s

t❤❡ s✐❣♥❛❧ SIC
v ∈ R

ns ✳ ❆s ❛❧❧ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s r✉♥ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ✇❡ ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛❧❧ s✐❣♥❛❧s SIC
v ✐♥

♣❛r❛❧❧❡❧✳ ■♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ns ❡♥tr✐❡s ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ S
IC
v ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜② t❤❡

ns t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❛t ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t❤r❡❛❞ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r k ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦

✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r v ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ SIC
v,k ❛♥❞ ✇r✐t❡s ✐t ✐♥ y✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r AICx✳

❚❤❡r❡ ✐s ♥♦t ♠❡♠♦r② ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❤r❡❛❞s ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s SIC
v,k✳ ❘❡♠❡♠❜❡r✐♥❣

❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t ❡✈❡r② t❤r❡❛❞ ✐s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥

SIC
v,k =

∑

f∈F

na−1∑

j=0

xf
jE

f
v

(
T f
v

(
RIC

j,k

))
∈ R. ✭✹✳✶✮

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛rr❛②s vsizeIC ❛♥❞ vstepIC ❜❡❝♦♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳ ■t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ tr❛✈❡rs❡ ❛❝r♦ss

❛❧❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ F ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ ✜❜❡rs ✐♥ F t❤❛t ❞♦ ♥♦t t♦✉❝❤ t❤❡ ✈♦①❡❧ v✳ ❙♦✱ t❤❡s❡

✜❜❡rs ❤❛✈❡ ③❡r♦ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ v✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛✈♦✐❞ t❤♦s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❇② ✐♥st❡❛❞ tr❛✈❡rs✐♥❣ ❛❧❧

✜❜❡rs ✐♥ F ✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts vsize [v] ❛♥❞ vstep [v]✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r

s❡❣♠❡♥ts ✈♦①❡❧ v ❤❛s t♦ ♣r♦❝❡ss✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❞❛t❛

✇❤❡r❡ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ v st❛rt t♦ ❛♣♣❡❛r✳ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❡①❡❝✉t❡❞

❜② ❛❧❧ t❤❡ t❤r❡❛❞s ✐s s❤♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ kt❤ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ T f
v

(
RIC

j

)
✐s ♥♦t

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦♥✲t❤❡✲✢②✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ t❛❦❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ ■❈ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡✳

✷✾
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✶ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞

✷ ♠✉❧t✐♣❧②■❈❴❞✐r❡❝t✭✉✐♥t✯ ✈♦①❡❧■❈ ✱

✸ ✉✐♥t✯ ❢✐❜❡r■❈ ✱

✹ ✉s❤♦rt✯ ♦r✐❡♥■❈ ✱

✺ ❢❧♦❛t✯ ❝♦♥tr■❈ ✱

✻ ✉✐♥t✯ ✈s✐③❡■❈ ✱

✼ ✉✐♥t✯ ✈st❡♣■❈ ✱

✽ ❢❧♦❛t✯ ❧✉t■❈ ✱

✾ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✱

✶✵ ❞♦✉❜❧❡✯ ②✮④

✶✶ ✉✐♥t ✈ ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳①❀

✶✷ ✉✐♥t ❦ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✶✸ ✉✐♥t st❛rt ❂ ✈st❡♣■❈❬✈❪❀

✶✹ ✉✐♥t ❢✐♥✐s❤ ❂ ✈st❡♣■❈❬✈❪ ✰ ✈s✐③❡■❈❬✈❪❀

✶✺

✶✻ ❞♦✉❜❧❡ ❙✈❦ ❂ ✵✳✵❀

✶✼ ❢♦r✭✐♥t ❢ ❂ st❛rt❀ ❢ ❁ ❢✐♥✐s❤❀ ❢✰✰✮④ ✴✴❧♦♦♣ ❢✐rst s✉♠

✶✽ ❢♦r✭✐♥t ❥ ❂ ✵❀ ❥ ❁ ❣♣✉❴♥❛❀ ❥✰✰✮④ ✴✴❧♦♦♣ s❡❝♦♥❞ s✉♠

✶✾ ✴✴❧♦♦❦ ✲✉♣ t❛❜❧❡ ♦❢❢s❡t

✷✵ ✐♥t ♦❢❢s❡t ❂ ❥✯❣♣✉❴♥♦✯❣♣✉❴♥s ✰ ♦r✐❡♥■❈❬❢❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ ❦❀

✷✶

✷✷ ❙✈❦ ✰❂ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❧✉t■❈❬♦❢❢s❡t ❪✮✯ ✴✴❚✭❘✮

✷✸ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❝♦♥tr■❈❬❢❪✮✯ ✴✴❊✭❚✭❘✮✮

✷✹ ①❬❢✐❜❡r■❈❬❢❪ ✰ ❥✯❣♣✉❴♥❢ ❪❀ ✴✴①✯❊✭❚✭❘✮✮

✷✺ ⑥⑥

✷✻

✷✼ ✴✴ ✇r✐t❡ ❙✈❦

✷✽ ②❬✈♦①❡❧■❈❬st❛rt ❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ ❦❪ ✰❂ ❙✈❦❀

✷✾ ⑥

❚❤❡ ✈❛❧✉❡s gpu❴na✱ gpu❴no✱ gpu❴ns ❛r❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s na✱ no ❛♥❞ ns st♦r❡❞ ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ●P❯ ♠❡♠♦r②✳

❲❡ ❤❛✈❡ t♦ s❡t t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡❢♦r❡ t♦ ❧❛✉♥❝❤ t❤✐s ❦❡r♥❡❧✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❛ss❡❞ ❜②

❛r❣✉♠❡♥t t♦ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❝♦♥st❛♥t ♠❡♠♦r② ❛r❡ ❣❧♦❜❛❧✳

✹✳✹✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❊❈

❚❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt ✐s ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ♣❛rt ✐s s✐♠♣❧❡r t❤❛♥

t❤❡ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt✳ ■♥ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤r❡❛❞s ❛r❡ ❛ss✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②

❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙♦✱ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ✐s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡

❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸

✸✵
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SEC
v,k =

∑

e∈O

nb−1∑

j=0

xe
jT

e
v

(
REC

j,k

)
∈ R.

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❛♣♣❧② ♦♣❡r❛t♦r Ef
v ✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t❡r xEC

✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥ts t♦ t❤❡ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt ✐s s❤♦✇♥ ❜❡❧♦✇✳

✶ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞

✷ ♠✉❧t✐♣❧②❊❈❴❞✐r❡❝t✭✉✐♥t✯ ✈♦①❡❧❊❈ ✱

✸ ✉s❤♦rt✯ ♦r✐❡♥❊❈ ✱

✹ ✉✐♥t✯ ✈s✐③❡❊❈ ✱

✺ ✉✐♥t✯ ✈st❡♣❊❈ ✱

✻ ❢❧♦❛t✯ ❧✉t❊❈ ✱

✼ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✱

✽ ❞♦✉❜❧❡✯ ②✮④

✾ ✉✐♥t ✈ ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳①❀

✶✵ ✉✐♥t ❦ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✶✶

✶✷ ✉✐♥t st❛rt ❂ ✈st❡♣❊❈❬✈❪❀

✶✸ ✉✐♥t ❢✐♥✐s❤ ❂ ✈st❡♣❊❈❬✈❪ ✰ ✈s✐③❡❊❈❬✈❪❀

✶✹

✶✺ ✴✴ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ❊❈ ♣❛rt ♦❢ ❛rr❛② ①

✶✻ ❞♦✉❜❧❡✯ ①❊❈ ❂ ① ✰ ❣♣✉❴♥❢✯❣♣✉❴♥❛ ✰ st❛rt❀

✶✼

✶✽ ❞♦✉❜❧❡ ❙✈❦ ❂ ✵✳✵❀

✶✾ ❢♦r✭✐♥t ❡ ❂ st❛rt❀ ❡ ❁ ❢✐♥✐s❤❀ ❡✰✰✮④ ✴✴❧♦♦♣ ❢✐rst s✉♠

✷✵ ❢♦r✭✐♥t ❥ ❂ ✵❀ ❥ ❁ ❣♣✉❴♥❜❀ ❥✰✰✮④ ✴✴❧♦♦♣ s❡❝♦♥❞ s✉♠

✷✶ ✴✴❧♦♦❦ ✲✉♣ t❛❜❧❡ ♦❢❢s❡t

✷✷ ✐♥t ♦❢❢s❡t ❂ ❥✯❣♣✉❴♥♦✯❣♣✉❴♥s ✰ ♦r✐❡♥❊❈❬❡❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ ❦❀

✷✸

✷✹ ❙✈❦ ✰❂ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❧✉t❊❈❬♦❢❢s❡t ❪✮✯ ✴✴❚✭❘✮

✷✺ ①❊❈❬❡ ✰ ❥✯❣♣✉❴♥❡ ❪❀ ✴✴①✯❚✭❘✮

✷✻ ⑥⑥

✷✼

✷✽ ✴✴ ✇r✐t❡ ❙✈❦

✷✾ ②❬✈♦①❡❧❊❈❬st❛rt ❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ ❦❪ ✰❂ ❙✈❦❀

✸✵ ⑥

✸✶
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✹✳✹✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ■❙❖

❆ss✐❣♥♠❡♥t ♦❢ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ t❤r❡❛❞s ❛r❡ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✳ ❙♦✱ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞

✐s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥

SISO
v,k =

nc−1∑

j=0

xv
jR

ISO
j,k ∈ R ✭✹✳✷✮

✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳ ■s♦tr♦♣✐❝ ♣❛rt ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st ♦♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t

❡✈❡♥ ❤❛✈❡ t♦ ❛♣♣❧② ❛♥② ♦♣❡r❛t♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✈❛r✐❛♥t ❛♥❞

t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣❡r ✈♦①❡❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t❡r xISO ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t

t♦ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ✐s s❤♦✇❡❞ ❜❡❧♦✇✿

✶ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞

✷ ♠✉❧t✐♣❧②■❙❖❴❞✐r❡❝t✭❢❧♦❛t✯ ❧✉t■❙❖ ✱

✸ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✱

✹ ❞♦✉❜❧❡✯ ②✮④

✺ ✉✐♥t ✈ ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳①❀

✻ ✉✐♥t ❦ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✼

✽ ✴✴ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ■❙❖ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ①

✾ ❞♦✉❜❧❡✯ ①■❙❖ ❂ ① ✰ ❣♣✉❴♥❢✯❣♣✉❴♥❛ ✰ ❣♣✉❴♥❡✯❣♣✉❴❣♣✉❴♥❜ ✰ ❦❀

✶✵

✶✶ ❞♦✉❜❧❡ ❙✈❦ ❂ ✵✳✵❀

✶✷ ❢♦r✭✐♥t ❥ ❂ ✵❀ ❥ ❁ ❣♣✉❴♥❝❀ ❥✰✰✮④

✶✸ ✴✴❧♦♦❦ ✲✉♣ t❛❜❧❡ ♦❢❢s❡t

✶✹ ✐♥t ♦❢❢s❡t ❂ ❥✯❣♣✉❴♥s ✰ ❦❀

✶✺

✶✻ ❙✈❦ ✰❂ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❧✉t❬♦❢❢s❡t ❪✮✯ ✴✴❘

✶✼ ①■❙❖❬❥✯❣♣✉❴♥✈ ❪❀ ✴✴①✯❘

✶✽ ⑥

✶✾

✷✵ ✴✴ ✇r✐t❡ ❙✈❦

✷✶ ②❬✈✯❣♣✉❴♥s ✰ ❦❪ ✰❂ ❙✈❦❀

✷✷ ⑥

✹✳✺ ❖♣❡r❛t✐♦♥ Aty

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r A ✐s ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❈❖▼▼■❚ ♠♦❞❡❧✳ ❋♦r

t❤✐s r❡❛s♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♥♦t s♣❡♥❞ t✐♠❡ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ At✳ ❇✉t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞

✸✷
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t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t s♦♠❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳

❲❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ t❤❛t A ∈ R
nvns×m ✐s ❛ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❝♦❧✉♠♥ ♠❛tr✐❝❡s AIC ✱ AEC ❛♥❞

AISO✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ At ∈ R
m×nvns ✐s ❛❧s♦ ❛ ❜❧♦❝❦ ♠❛tr✐①✱ ❜✉t ✐t ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ r♦✇ ♠❛tr✐❝❡s

AtIC ∈ R
nfna×nvns ✱ AtEC ∈ R

nenb×nvns ❛♥❞ AtISO ∈ R
nvnc×nvns ✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡

At =




AtIC

❴

AtEC

❴

AtISO



.

❆s t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❡❛❝❤ ■❈✱ ❊❈ ❛♥❞ ■❙❖ ❝♦♠♣❛rt✲

♠❡♥ts✳

✹✳✺✳✶ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ■❈

❍❛✈✐♥❣ s❡❡♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ AICx✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✇❡ ❤❛❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ t❤❡

s✐❣♥❛❧s SIC
v ❢♦r ❡✈❡r② v ∈ {0, . . . , nv − 1}✳ ❋♦r t❤✐s ❝❛s❡✱ ❛❢t❡r s♦♠❡ ❧❛r❣❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s

✉s✐♥❣ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐①✱ ✇❡ ❣❡t t❤❛t

AtICy =




ZIC
0

✳✳✳

ZIC
nf−1


 ∈ R

nfna , ✭✹✳✸✮

✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ❛❧❧ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ZIC
f ∈ R

na ❢♦r ❡✈❡r② ✜❜❡r f ∈ F t♦ ✜❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✈❡❝t♦rs

ZIC
f =




ZIC
f,0,0 + ZIC

f,0,1 + · · ·+ ZIC
f,0,ns−1

ZIC
f,1,0 + ZIC

f,1,1 + · · ·+ ZIC
f,1,ns−1

✳✳✳

ZIC
f,na−2,0 + ZIC

f,na−2,1 + · · ·+ ZIC
f,na−2,ns−1

ZIC
f,na−1,0 + ZIC

f,na−1,1 + · · ·+ ZIC
f,na−1,ns−1




∈ R
na , ✭✹✳✹✮

✇✐t❤

ZIC
f,j,k =

nv−1∑

v=0

yvjE
f
v

(
T f
v

(
RIC

j,k

))
∈ R. ✭✹✳✺✮

✸✸
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❚♦ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✱ ✇❡ ✉s❡ nf ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ns ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤

✐❞❡♥t✐✜❡r f ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ZIC
f ✳ ■♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦✱ t❤❡ ns ✈❛❧✉❡s ZIC

f,j,k ♦❢ t❤❡ jt❤ r♦✇

❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ns t❤r❡❛❞s ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ AtIC ✳

❙✐♥❝❡ t❤r❡❛❞s 0 t❤r♦✉❣❤ ns − 1 ❝♦♠♣✉t❡✱ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ j ∈ {0, . . . , na − 1} ❛♥❞ f ∈ F ✱ s✐❣♥❛❧s

ZIC
f,j,0 t❤r♦✉❣❤ ZIC

f,j,ns−1
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② t♦ s✉♠ ❛❧❧ t❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❜❡❢♦r❡

✇r✐tt✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ✇❛②s t♦ s✉♠ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s✿

✶✳ ❚♦ ✉s❡ t❤❡ t❤r❡❛❞ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r 0✳ ❚❤✐s t❤r❡❛❞ ❧♦❛❞s ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❢r♦♠ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✱

s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② s✉♠s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❛♥❞ ✇r✐t❡s t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❇✉t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r② ✐♥❡✣❝✐❡♥t

❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ns − 1 r❡♠❛✐♥✐♥❣ t❤r❡❛❞s ❤❛✈❡ t♦ ✇❛✐t ❞♦✐♥❣ ♥♦t❤✐♥❣ ✉♥t✐❧ t❤✐s t❤r❡❛❞ ✜♥✐s❤❡s✳

✷✳ ❚♦ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❬✷✳✻✱ ✹✳✹❪✳ ■♥ s❤♦rt✱ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡s ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡

t❤r❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s✉❧t✳ ❊✈❡r② t❤r❡❛❞ ✐s ❛ss✐❣♥❡❞ t♦ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛rr❛② ✭✐❢ ✐t

✐s ♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ❧♦❛❞s t❤♦s❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ✇r✐t❡s ❜❛❝❦ t♦ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②✳

❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s r❡♣❡❛t❡❞ ✉♥t✐❧ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ s❤♦✇s

❛ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡ss✳

✸✹
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❙t❡♣s ♦❢ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♦r❛♥❣❡ ❝✐r❝❧❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❛
t❤r❡❛❞✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ◆❱■❉■❆ ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥✳

❇❡❢♦r❡ s❡❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤✐s ♣❛rt✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ s❛② t❤❛t t❤❡ ❛rr❛②s voxelIC✱ fiberIC✱

orienIC ❛♥❞ contrIC ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ s♣❛rs❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ A ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡✲s♦rt❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r

✐♥❞❡①✳ ❚❤✐s ❤❡❧♣s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❙♦✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♥❡✇ t✉♣❧❡ ✭voxeltIC✱

fibertIC✱ orientIC ❛♥❞ contrtIC✮ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ s♣❛rs❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ AtIC ✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ t♦ s♦rt t❤❡s❡

❛rr❛②s ✐s t❤❡ s❛♠❡ ✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r

t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥❡✿

✶ ❜♦♦❧ ❢❝♦♠♣✭❝♦♥st s❡❣♠❡♥t✫ ❛✱ ❝♦♥st s❡❣♠❡♥t✫ ❜✮④

✷ ✐❢ ✭❛✳❢✐❜❡r ✦❂ ❜✳❢✐❜❡r✮ r❡t✉r♥ ❛✳❢✐❜❡r ❁ ❜✳❢✐❜❡r❀

✸ ❡❧s❡ r❡t✉r♥ ❛✳♦r✐❡♥ ❁ ❜✳♦r✐❡♥❀

✹ ⑥

▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✹✳✺ ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞✳ ❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❛t ❡✈❡r② ✜❜❡r f ✐s tr❛✈❡rs✐♥❣

❛❧❧ t❤❡ nv ✈♦①❡❧s✳ ❋♦r r❡❛❧ ❞❛t❛ t❤✐s ✐s ♥♦t tr✉❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✜❜❡rs ❥✉st tr❛✈❡rs❡ ❛ ❢❡✇ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✈♦①❡❧s✳

■❢ ❛ ✜❜❡r f ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡rs❡❝t ❛ ✈♦①❡❧ v✱ t❤✐s ✈♦①❡❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡s ✇✐t❤ ❛ ③❡r♦✲s✐❣♥❛❧✳ ❙♦✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t

♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ ♣r❡❝❛❧❝✉❧❛t❡ t✇♦ ❡①tr❛ ❛✉①✐❧✐❛r ❛rr❛②s ✭fsizetIC ❛♥❞ fsteptIC✮✳

✶✳ fsizetIC✿ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ❛rr❛② ✐s nf ✳ ❚❤❡ ft❤ ❡♥tr② ✐♥ t❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢

✈♦①❡❧s ✐♥t❡rs❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✜❜❡r f ✳

✷✳ fsteptIC✿ ❚❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤✐s ❛rr❛② ✐s nf ❛♥❞ ✐t ✐s t❤❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡ ❛❧❧✲♣r❡✜①✲s✉♠s ❬✹✳✹❪ ❛rr❛②

❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛rr❛② fsizetIC✳ ❚❤❡ it❤ ❡♥tr② ♦❢ t❤✐s ❛rr❛② st♦r❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s

i − 1 ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛rr❛②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ fsizetIC = [1, 9, 2]✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ fsteptIC =

[0, 1, 10]✳

✸✺
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❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡s❡ ❛rr❛②s ❛r❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡ ❛rr❛②s vsizeIC ❛♥❞ vstepIC✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦❞❡

t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡♠ ✐s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❜❡❝❛✉s❡ ②♦✉ ♦♥❧② ❤❛✈❡ t♦ s✇❛♣ voxelIC ❢♦r fiberIC ❛♥❞ nv

❢♦r nf ✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ preprocessIC(. . .) s❤♦✇❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❜❡❧♦✇ ✐s

t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ AtICy✿

✸✻
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✶ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞

✷ ♠✉❧t✐♣❧②■❈❴tr❛♥s♣✭✉✐♥t✯ ✈♦①❡❧t■❈ ✱

✸ ✉✐♥t✯ ❢✐❜❡rt■❈ ✱

✹ ✉s❤♦rt✯ ♦r✐❡♥t■❈ ✱

✺ ❢❧♦❛t✯ ❝♦♥trt■❈ ✱

✻ ✉✐♥t✯ ❢s✐③❡t■❈ ✱

✼ ✉✐♥t✯ ❢st❡♣t■❈ ✱

✽ ❢❧♦❛t✯ ❧✉t■❈ ✱

✾ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✱

✶✵ ❞♦✉❜❧❡✯ ②✮④

✶✶ ❴❴s❤❛r❡❞❴❴ ❞♦✉❜❧❡ s❤s✉♠ ❬✺✶✷❪❀

✶✷

✶✸ ✉✐♥t ❢ ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳①❀

✶✹ ✉✐♥t ❦ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✶✺

✶✻ ✉✐♥t st❛rt ❂ ❢st❡♣t■❈❬❢❪❀

✶✼ ✉✐♥t ❢✐♥✐s❤ ❂ ❢st❡♣t■❈❬❢❪ ✰ ❢s✐③❡t■❈❬❢❪❀

✶✽

✶✾ ❢♦r✭✐♥t ❥ ❂ ✵❀ ❥ ❁ ❣♣✉❴♥❛❀ ❥✰✰✮④

✷✵ ❞♦✉❜❧❡ ❩❢❥❦ ❂ ✵✳✵❀

✷✶ ❢♦r✭✐♥t ✈ ❂ st❛rt❀ ✈ ❁ ❢✐♥✐s❤❀ ✈✰✰✮④

✷✷ ✴✴❧♦♦❦ ✲✉♣ t❛❜❧❡ ♦❢❢s❡t

✷✸ ✐♥t ♦❢❢s❡t ❂ ❥✯❣♣✉❴♥♦✯❣♣✉❴♥s ✰ ♦r✐❡♥t■❈❬✈❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ ❦❀

✷✹ ❩❢❥❦ ✰❂ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❧✉t■❈❬♦❢❢s❡t ❪✮✯ ✴✴❚✭❘✮

✷✺ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❝♦♥trt■❈❬✈❪✮✯ ✴✴❊✭❚✭❘✮✮

✷✻ ②❬✈♦①❡❧t■❈❬✈❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ ❦❪❀ ✴✴②✯❊✭❚✭❘✮✮

✷✼ ⑥

✷✽ ✴✴❡❛❝❤ t❤r❡❛❞ ✇r✐t❡ ✐ts ❩❢❥❦ ✈❛❧✉❡

✷✾ s❤s✉♠❬❦❪ ❂ ❩❢❥❦❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✵

✸✶ ✐❢✭❦ ❁✷✺✻✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰✷✺✻❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✷ ✐❢✭❦ ❁✶✷✽✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰✶✷✽❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✸ ✐❢✭❦❁ ✻✹✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✻✹❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✹ ✐❢✭❦❁ ✸✷✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✸✷❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✺ ✐❢✭❦❁ ✶✻✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✶✻❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✻ ✐❢✭❦❁ ✽✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✽❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✼ ✐❢✭❦❁ ✹✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✹❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✽ ✐❢✭❦❁ ✷✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✷❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✾

✹✵ ✐❢✭❦❂❂✵✮ ①❬❥✯❣♣✉❴♥❢ ✰ ❢✐❜❡rt■❈❬st❛rt ❪❪ ❂ s❤s✉♠ ❬✵❪✰ s❤s✉♠ ❬✶❪❀

✹✶ ⑥⑥
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✹✳✺✳✷ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ❊❈

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✜❜❡rs ✭✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✮✱ ❡❛❝❤ ❡①tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✐s ♦♥❧②

❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧✳ ■♥ t❤✐s ♠❛♥♥❡r✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ r❡✲s♦rt t❤❡ s♣❛rs❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢

AEC ✭❛rr❛②s voxelEC ❛♥❞ orienEC✮✳ ❚❤✉s✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉t❡ AtECy ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❦❡r♥❡❧

t♦ t❤❡ ❞✐r❡❝t ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ ✇❡ ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ ✈❡rs✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡

t❤❡ ♦r❞❡r ✐♥ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❡ ✉s❡ t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ AtECy ✐s ✐♥

t❤❡ ❜♦① ❜❡❧♦✇✿

✸✽



✹✳✺✳ ❖P❊❘❆❚■❖◆ ATY ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ▼❊❚❍❖❉❙ ❆◆❉ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚

✶ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞

✷ ♠✉❧t✐♣❧②❊❈❴tr❛♥s♣✭✉✐♥t✯ ✈♦①❡❧❊❈ ✱

✸ ✉s❤♦rt✯ ♦r✐❡♥❊❈ ✱

✹ ✉✐♥t✯ ✈s✐③❡❊❈ ✱

✺ ✉✐♥t✯ ✈st❡♣❊❈ ✱

✻ ❢❧♦❛t✯ ❧✉t❊❈ ✱

✼ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✱

✽ ❞♦✉❜❧❡✯ ②✮④

✾ ❴❴s❤❛r❡❞❴❴ ❞♦✉❜❧❡ s❤s✉♠ ❬✺✶✷❪❀

✶✵

✶✶ ✉✐♥t ✈ ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳①❀

✶✷ ✉✐♥t ❦ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✶✸

✶✹ ✉✐♥t st❛rt ❂ ✈st❡♣❬✈❪❀

✶✺ ✉✐♥t ❢✐♥✐s❤ ❂ ✈st❡♣❬✈❪ ✰ ✈s✐③❡❬✈❪❀

✶✻

✶✼ ❞♦✉❜❧❡✯ ①❊❈ ❂ ① ✰ ❣♣✉❴♥❢✯❣♣✉❴♥❛❀

✶✽

✶✾ ❢♦r✭✐♥t ❥ ❂ ✵❀ ❥ ❁ ❣♣✉❴♥❜❀ ❥✰✰✮④

✷✵ ❢♦r✭✐♥t ❡ ❂ st❛rt❀ ❡ ❁ ❢✐♥✐s❤❀ ❡✰✰✮④

✷✶ ✴✴❧♦♦❦ ✲✉♣ t❛❜❧❡ ♦❢❢s❡t

✷✷ ✐♥t ♦❢❢s❡t ❂ ❥✯❣♣✉❴♥♦✯❣♣✉❴♥s ✰ ♦r✐❡♥❊❈❬❡❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ ❦❀

✷✸

✷✹ ✴✴ ❝♦♠♣✉t❡ ❙✈❦ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ✐t t♦ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②

✷✺ s❤s✉♠❬❦❪ ❂ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❧✉t❊❈❬♦❢❢s❡t ❪✮✯ ✴✴❚✭❘✮

✷✻ ②❬✈♦①❡❧❊❈❬st❛rt ❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ ❦❪❀ ✴✴②✯❚✭❘✮

✷✼ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✽

✷✾ ✐❢✭❦ ❁✷✺✻✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰✷✺✻❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✵ ✐❢✭❦ ❁✶✷✽✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰✶✷✽❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✶ ✐❢✭❦❁ ✻✹✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✻✹❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✷ ✐❢✭❦❁ ✸✷✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✸✷❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✸ ✐❢✭❦❁ ✶✻✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✶✻❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✹ ✐❢✭❦❁ ✽✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✽❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✺ ✐❢✭❦❁ ✹✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✹❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✻ ✐❢✭❦❁ ✷✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✷❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✼

✸✽ ✐❢✭❦❂❂✵✮ ①❊❈❬❥✯❣♣✉❴♥❡ ✰ ❡❪ ✰❂ s❤s✉♠ ❬✵❪✰ s❤s✉♠ ❬✶❪❀

✸✾ ⑥⑥

✹✵ ⑥

✸✾
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✹✳✺✳✸ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ■❙❖

❯♥❞♦✉❜t❡❞❧②✱ t❤❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣❛rt ✐s ❡✈❡♥ s✐♠♣❧❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t

♣❡r ✈♦①❡❧✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♣♦s❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ✉s❡ t❤❡

♣❛r❛❧❧❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳

✶ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞

✷ ♠✉❧t✐♣❧②■❙❖❴tr❛♥s♣✭❢❧♦❛t✯ ❧✉t ✱

✸ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✱

✹ ❞♦✉❜❧❡✯ ②✮④

✺ ❴❴s❤❛r❡❞❴❴ ❞♦✉❜❧❡ s❤s✉♠ ❬✺✶✷❪❀

✻

✼ ✉✐♥t ✈ ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳①❀

✽ ✉✐♥t ❦ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✾

✶✵ ✴✴ ♣♦✐♥t❡r t♦ t❤❡ ■❙❖ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r ①

✶✶ ❞♦✉❜❧❡✯ ①■❙❖ ❂ ① ✰ ❣♣✉❴♥❢✯❣♣✉❴♥❛ ✰ ❣♣✉❴♥❡✯❣♣✉❴♥❜❀

✶✷

✶✸ ❢♦r✭✐♥t ❥ ❂ ✵❀ ❥ ❁ ❣♣✉❴♥❝❀ ❥✰✰✮④

✶✹ ✴✴❧♦♦❦ ✲✉♣ t❛❜❧❡ ♦❢❢s❡t

✶✺ ✐♥t ♦❢❢s❡t ❂ ❥✯❣♣✉❴♥s ✰ ❦❀

✶✻

✶✼ ✴✴ ❝♦♠♣✉t❡ ❙✈❦ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ✐t s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②

✶✽ s❤s✉♠❬❦❪ ❂ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❧✉t❬♦❢❢s❡t ❪✮✯ ✴✴❘

✶✾ ②❬❜✐❞✯❣♣✉❴♥s ✰ ❦❪❀ ✴✴②✯❘

✷✵ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✶

✷✷ ✐❢✭❦ ❁✷✺✻✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰✷✺✻❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✸ ✐❢✭❦ ❁✶✷✽✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰✶✷✽❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✹ ✐❢✭❦❁ ✻✹✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✻✹❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✺ ✐❢✭❦❁ ✸✷✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✸✷❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✻ ✐❢✭❦❁ ✶✻✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✶✻❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✼ ✐❢✭❦❁ ✽✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✽❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✽ ✐❢✭❦❁ ✹✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✹❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✷✾ ✐❢✭❦❁ ✷✮ s❤s✉♠❬❦❪ ✰❂ s❤s✉♠❬❦✰ ✷❪❀ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✵

✸✶ ✐❢✭❦❂❂✵✮ ①■❙❖❬❥✯❣♣✉❴♥✈ ✰ ✈❪ ✰❂ s❤s✉♠ ❬✵❪✰ s❤s✉♠ ❬✶❪❀

✸✷ ⑥

✸✸ ⑥

✹✵
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✹✳✻ ■♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ ❙♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ Ax ♦♣❡r❛t✐♦♥

❚❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ AICx ✭t❤❡ ■❈ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✮ ❤❛s ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦✳

■♥ t❤❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❡✈❡r② ✜❜❡r s❡❣♠❡♥t ✐♥s✐❞❡ ✐ts

❛ss✐❣♥❡❞ ✈♦①❡❧✳ ❇✉t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r

♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ♣❡r ✈♦①❡❧ ✐s ✈❡r② ✉♥❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ✈♦①❡❧s ✇✐t❤ ❧❡ss t❤❛♥ 10 ✜❜❡r

s❡❣♠❡♥ts ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡rs ❤❛✈✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ 12, 000 ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts✳ ❙♦✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❈❯❉❆

❜❧♦❝❦s ✜♥✐s❤✐♥❣ q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♦♥❧②

✜♥✐s❤❡s ✇❤❡♥ ❛❧❧ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ✜♥✐s❤ t❤❡✐r ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❦❡r♥❡❧ ❡①❡❝✉t✐♦♥ t✐♠❡ ❢♦r AICx ✐s

❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❧♦✇❡r ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r

s❡❣♠❡♥ts✳

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ AICx ✇❤✐❝❤ ❛tt❡♠♣ts t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡

♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❡✈❡r② ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ 4.4.1 ✐s

❧❛✉♥❝❤❡❞ ✇✐t❤ nv ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ ns ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s✳ ◆♦✇✱ t❤✐s ♥❡✇ ❦❡r♥❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞

✇✐t❤ nv ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛♥❞ 2ns ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s✳ ❲❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ✈♦①❡❧ ✐♥t♦ t✇♦

❣r♦✉♣s✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❡✈❡r② ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ✐❞❡♥t✐✜❡r v t❤❡ ✜rst ns ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s ❝♦♠♣✉t❡ SIC
v,k ❢♦r

t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✈♦①❡❧ v ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ns ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s ❝♦♠♣✉t❡ SIC
v,k

❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❤❛❧❢✳ ❲❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r② t♦ st♦r❡ t❤❡s❡ t✇♦ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r ✈❛❧✉❡s ❜❡❢♦r❡ t♦

✇r✐t❡ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈❡❝t♦r y✳ ❚❤❡ ❝♦❞❡ ❜♦① ❜❡❧♦✇ s❤♦✇s t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤✐s ♥❡✇ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
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✶ ❴❴❣❧♦❜❛❧❴❴ ✈♦✐❞

✷ ♠✉❧t✐♣❧②■❈❴❞✐r❡❝t✭✉✐♥t✯ ✈♦①❡❧■❈ ✱

✸ ✉✐♥t✯ ❢✐❜❡r■❈ ✱

✹ ✉s❤♦rt✯ ♦r✐❡♥■❈ ✱

✺ ❢❧♦❛t✯ ❝♦♥tr■❈ ✱

✻ ✉✐♥t✯ ✈s✐③❡■❈ ✱

✼ ✉✐♥t✯ ✈st❡♣■❈ ✱

✽ ❢❧♦❛t✯ ❧✉t■❈ ✱

✾ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✱

✶✵ ❞♦✉❜❧❡✯ ②✮④

✶✶ ❴❴s❤❛r❡❞❴❴ ❞♦✉❜❧❡ s❤♠❡♠ ❬✶✵✷✹❪❀

✶✷

✶✸ ✉✐♥t ✈ ❂ ❜❧♦❝❦■❞①✳①❀

✶✹ ✉✐♥t ❦ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳①❀

✶✺ ✉✐♥t ❣✐❞ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳① ✴ ❣♣✉❴♥s❀ ✴✴ ❣r♦✉♣ ✐❞ ✭✵ ♦r ✶✮

✶✻ ✉✐♥t s✐❞ ❂ t❤r❡❛❞■❞①✳① ✲ ❣♣✉❴♥s✯❣✐❞❀ ✴✴ s❛♠♣❧❡ ✐❞

✶✼ ✉✐♥t st❛rt ❂ ✈st❡♣■❈❬✈❪ ✰ ✭✈s✐③❡■❈❬✈❪✴✷✮✯❣✐❞❀

✶✽ ✉✐♥t ❢✐♥✐s❤ ❂ st❛rt ✰ ✈s✐③❡■❈❬✈❪✴✷ ✰ ✭✈s✐③❡■❈❬✈❪✪✷✮✯❣✐❞❀

✶✾

✷✵ ❞♦✉❜❧❡ ❙✈❦ ❂ ✵✳✵❀

✷✶ ❢♦r✭✐♥t ❢ ❂ st❛rt❀ ❢ ❁ ❢✐♥✐s❤❀ ❢✰✰✮④ ✴✴❧♦♦♣ ❢✐rst s✉♠

✷✷ ❢♦r✭✐♥t ❥ ❂ ✵❀ ❥ ❁ ❣♣✉❴♥❛❀ ❥✰✰✮④ ✴✴❧♦♦♣ s❡❝♦♥❞ s✉♠

✷✸ ✴✴❧♦♦❦ ✲✉♣ t❛❜❧❡ ♦❢❢s❡t

✷✹ ✐♥t ♦❢❢s❡t ❂ ❥✯❣♣✉❴♥♦✯❣♣✉❴♥s ✰ ♦r✐❡♥■❈❬❢❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ s✐❞❀

✷✺

✷✻ ❙✈❦ ✰❂ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❧✉t■❈❬♦❢❢s❡t ❪✮✯ ✴✴ ❚✭❘✮

✷✼ ✭❞♦✉❜❧❡✮✭❝♦♥tr■❈❬❢❪✮✯ ✴✴ ❊✭❚✭❘✮✮

✷✽ ①❬❢✐❜❡r❬❢❪ ✰ ❥✯❣♣✉❴♥❢ ❪❀ ✴✴ ①✯❊✭❚✭❘✮✮

✷✾ ⑥⑥

✸✵

✸✶ ✴✴ ❡✈❡r② t❤r❡❛❞ ❧♦❛❞ ❙✈❦ t♦ s❤❛r❡❞ ♠❡♠♦r②

✸✷ s❤♠❡♠❬❦❪ ❂ ❙✈❦❀

✸✸ ❴❴s②♥❝t❤r❡❛❞s ✭✮❀

✸✹

✸✺ ✴✴♦♥❧② t❤❡ ❢✐rst ❣r♦✉♣ ✇r✐t❡ t❤❡ ❢✐♥❛❧ ✈❛❧✉❡

✸✻ ✐❢✭❣✐❞ ❂❂ ✵✮

✸✼ ②❬✈♦①❡❧❬st❛rt ❪✯ ❣♣✉❴♥s ✰ s✐❞❪ ❂ ❙✈❦ ✰ s❤♠❡♠❬❦✰❣♣✉❴♥s ❪❀

✸✽ ⑥

❚❤✐s ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ AICx ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❜❡r

s❡❣♠❡♥ts ♣❡r ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ ❤❛❧❢✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ t❤❡ ❤✐❣❤❡st
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♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ AICx✳

❲❡ ❝♦✉❧❞ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✐❞❡❛ t♦ s✉♣♣♦rt ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱

✇❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡

◆❱■❉■❆ ❤❛r❞✇❛r❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❞❛t❛ s❡t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ r✐❣❤t ♥♦✇ ❤❛s ns = 512✳ ❙♦✱ ✐❢

✇❡ ✉s❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❣r♦✉♣s ♦❢ ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦✈❡r✢♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈❯❉❆

t❤r❡❛❞s ♣❡r♠✐tt❡❞ ✐♥ ❛ ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦ ✇❤✐❝❤ ✐s 1024✳

✹✳✼ ■♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❈❖▼▼■❚

❲❡ ❝♦✉❧❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty ✐♥ s♦♠❡ ♣②t❤♦♥ ❝✉❞❛ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❦❡ P②❈❯❉❆✳ ❇✉t ✐♥

♦r❞❡r t♦ ❣❛✐♥ ❛s ♠✉❝❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❦❡❡♣ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈❯❉❆

❈✰✰ ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ctypes ♣②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ t♦ ❧❛✉♥❝❤ ❈❯❉❆ ❈✰✰ ❝♦❞❡ ❢r♦♠ ♣②t❤♦♥✳ ❝t②♣❡s

❛❧❧♦✇s t♦ ❝❛❧❧ ❢♦r❡✐❣♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐♥ ❉▲▲s ♦r s❤❛r❡❞ ❧✐❜r❛r✐❡s ❛♥❞ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❈ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❞❛t❛ t②♣❡s

❬✹✳✸❪✳ ■♥ ❝t②♣❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦t ❈❯❉❆ s♣❡❝✐✜❝ ❞❛t❛ t②♣❡s✳ ❇✉t ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❈❯❉❆ ❛♥❞ ❈

♣♦✐♥t❡rs ❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ❛s ✇❡ s❛✇ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r 2 ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t✳ ❙♦✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❝✉st♦♠

❈❯❉❆ ♠♦❞✉❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ ctypes✳ ❲❡ ❝❛❧❧❡❞ t❤✐s ♠♦❞✉❧❡ cudac✳ ❚❤✐s ♠♦❞✉❧❡ ✐♥❝❧✉❞❡s ❢✉♥❝t✐♦♥s

t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ❛♥❞ tr❛❝❦ ❈❯❉❆ ♠❡♠♦r② ♣♦✐♥t❡rs ❢r♦♠ ♣②t❤♦♥✳ ❚❤❡ ❦❡r♥❡❧s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞

♣r❡♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧s♦ ♣❛❝❦❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝✉❞❛❝ ♠♦❞✉❧❡✳

❲❡ ❛r❡ ♥♦t ❣♦✐♥❣ t♦ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❈❖▼▼■❚ ✐♥ ❈P❯✳ ❇✉t ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ s❤♦✇

❤♦✇ ❈❖▼▼■❚ ✇♦r❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ t❛❧❦ ❛❜♦✉t ✇❤✐❝❤ ♣❛rts ♦❢ ❈❖▼▼■❚ ✇❡ ♠♦❞✐✜❡❞✳ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ s❤♦✇s

❛ ❝♦♠♠♦♥ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ✉s✐♥❣ ❈❖▼▼■❚✳ ■t ❞♦❡s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣s

t♦ r✉♥ t❤❡ ✜tt✐♥❣✱ ❜✉t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❉✐❛❣r❛♠ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ✉s✐♥❣ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❈✉r❧② ❜r❛❝❦❡ts s❤♦✇
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥s✐❞❡ ❜❧♦❝❦s✳

❚❤❡ ✜rst ❝❤❛♥❣❡ ✇❛s t♦ ❛❞❞ ❛ ✏cuda flag✑✳ ■❢ t❤✐s ✢❛❣ ✐s s❡t t♦ 1✱ ❈❖▼▼■❚ ✇✐❧❧ ✉s❡ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❯❉❆ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ t❤✐s ✢❛❣

✐s ❡q✉❛❧ t♦ 0✱ ❈❖▼▼■❚ ✇✐❧❧ ♥♦r♠❛❧❧② ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❝✉❞❛ ✢❛❣

❦❡❡♣s ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❖▼▼■❚ ♣②t❤♦♥ s❝r✐♣ts✳

❆♥♦t❤❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❝❤❛♥❣❡ ✇❛s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❜❧♦❝❦ ✏s❡t t❤r❡❛❞s✑✳ ■♥ t❤✐s ❜❧♦❝❦✱ ✇❡ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛♥❞ ❝♦♣②

❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ●P❯ ♠❡♠♦r②✱ s❡❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❜♦① ❜❡❧♦✇✳ P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t

t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✇r❛♣♣❡❞ ❜② extern ”C” ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❡①❡❝✉t❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢r♦♠ P②t❤♦♥ ❜②

✉s✐♥❣ ctypes✳

✹✹
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✶ ❡①t❡r♥ ✧❈✧ ④

✷ ✈♦✐❞ s❡t❴❣❧♦❜❛❧s✭✐♥t ♥✉♠❴s❡❣♠❡♥ts ✱

✸ ✐♥t ♥✉♠❴✈♦①❡❧s ✱

✹ ✐♥t ♥✉♠❴❢✐❜❡rs ✱

✺ ✐♥t ♥✉♠❴❡①❝♦♠♣ ✱

✻ ✐♥t ♥✉♠❴♦r✐❡♥t ✱

✼ ✐♥t ♥✉♠❴s❛♠♣❧❡s ✱

✽ ✐♥t ♥✉♠❴r❡s❢✉♥✐❝ ✱

✾ ✐♥t ♥✉♠❴r❡s❢✉♥❡❝ ✱

✶✵ ✐♥t ♥✉♠❴r❡s❢✉♥✐s ✱

✶✶ ✐♥t ♥✉♠❴r♦✇s ✱

✶✷ ✐♥t ♥✉♠❴❝♦❧s✮④

✶✸

✶✹ ✴✴ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❈P❯

✶✺ ♥ ❂ ♥✉♠❴s❡❣♠❡♥ts❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✐❜❡r s❡❣♠❡♥ts

✶✻ ♥✈ ❂ ♥✉♠❴✈♦①❡❧s❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✈♦①❡❧s

✶✼ ♥❢ ❂ ♥✉♠❴❢✐❜❡rs❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✐❜❡rs

✶✽ ♥❡ ❂ ♥✉♠❴❡①❝♦♠♣❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❈ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts

✶✾ ♥♦ ❂ ♥✉♠❴♦r✐❡♥t❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s

✷✵ ♥s ❂ ♥✉♠❴s❛♠♣❧❡s❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐r❡❝t✐♦♥ s❛♠♣❧❡s

✷✶ ♥❛ ❂ ♥✉♠❴r❡s❢✉♥✐❝❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ■❈ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝✳

✷✷ ♥❜ ❂ ♥✉♠❴r❡s❢✉♥❡❝❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❊❈ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝✳

✷✸ ♥❝ ❂ ♥✉♠❴r❡s❢✉♥✐s❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ■❙❖ r❡s♣♦♥s❡ ❢✉♥❝✳

✷✹ ♥r♦✇s ❂ ♥✉♠❴r♦✇s❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r♦✇s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❆

✷✺ ♥❝♦❧s ❂ ♥✉♠❴❝♦❧s❀ ✴✴ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦❧s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ❆

✷✻

✷✼ ✴✴ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ●P❯ ❝♦♥st❛♥t ♠❡♠♦r②

✷✽ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭❣♣✉❴♥ ✱ ✫♥✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✷✾ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭❣♣✉❴♥✈ ✱ ✫♥✈ ✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✸✵ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭❣♣✉❴♥❢ ✱ ✫♥❢ ✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✸✶ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭❣♣✉❴♥❡ ✱ ✫♥❡ ✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✸✷ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭❣♣✉❴♥♦ ✱ ✫♥♦ ✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✸✸ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭❣♣✉❴♥s ✱ ✫♥s ✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✸✹ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭❣♣✉❴♥❛ ✱ ✫♥❛ ✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✸✺ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭❣♣✉❴♥❜ ✱ ✫♥❜ ✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✸✻ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❚♦❙②♠❜♦❧✭❣♣✉❴♥❝ ✱ ✫♥❝ ✱ s✐③❡♦❢✭✐♥t✮✮❀

✸✼ ⑥⑥

■♥ t❤❡ s❛♠❡ ❜❧♦❝❦ ✇❡ ♣r❡♣r♦❝❡ss t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ❜❧♦❝❦s ♠❛tr✐❝❡s AIC ✱ AEC ❛♥❞ AISO ❛♥❞ ✇❡ ❝r❡❛t❡

❛❧❧ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r ❛rr❛②s ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❡❛r❧✐❡r ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡

t♦ tr❛♥s❢❡r t❤✐s ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ●P❯✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ♣♦✐♥t❡rs t♦ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ●P❯ ✐s

✹✺
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❡ss❡♥t✐❛❧ t♦ ❣❡t ❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ♣r❡✈❡♥t t♦ ❝♦♣② ❛❧❧ t❤✐s ❞❛t❛ ✐♥ ❡✈❡r② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty✳ ❖✉r cudac ♠♦❞✉❧❡ ❤❛s ❛♥ ♦❜❥❡❝t ❝❛❧❧❡❞ DeviceMemory✳

❚❤✐s ♦❜❥❡❝t st♦r❡s✱ tr❛❝❦s ❛♥❞ ❦❡❡♣s t♦❣❡t❤❡r ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥t❡rs t♦ t❤❡ s♣❛rs❡ str✉❝t✉r❡s✱ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s

❛♥❞ ❛✉①✐❧✐❛r ✈❡❝t♦rs✳ ❆❢t❡r t❤✐s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ♣r♦❝❡ss ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡

✹✳✼✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ s❤♦✇✐♥❣ ❛ ✜tt✐♥❣ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❈❖▼▼■❚✳ ❈✉r❧② ❜r❛❝❦❡ts s❤♦✇
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐♥s✐❞❡ ❡❛❝❤ ❜❧♦❝❦✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t DeviceMemory ❛❧s♦ st♦r❡s t✇♦ ❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♣♦✐♥t❡rs✳ ❚❤❡s❡ ♣♦✐♥t❡rs ♣♦✐♥t t♦ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s

✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈ ✇❤✐❝❤ ❧❛✉♥❝❤ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty ✐♥ t❤❡ ●P❯✳ ❊✈✐❞❡♥t❧②✱ ❜♦t❤ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡

t❤❡ ❦❡r♥❡❧s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡ ❢♦r t❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✐s s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡

❜♦① ❜❡❧♦✇✿

✹✻
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✶ ❡①t❡r♥ ✧❈✧ ④

✷ ✈♦✐❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❆❳✭

✸ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈♦①❡❧■❈ ✱ ✴✴■❈ ❞❛t❛

✹ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴❢✐❜❡r■❈ ✱

✺ ✉s❤♦rt✯ ❣♣✉❴♦r✐❡♥■❈ ✱

✻ ❢❧♦❛t✯ ❣♣✉❴❝♦♥tr■❈ ✱

✼ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈s✐③❡■❈ ✱

✽ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈st❡♣■❈ ✱

✾ ❢❧♦❛t✯ ❣♣✉❴❧✉t■❈ ✱

✶✵ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈♦①❡❧❊❈ ✱ ✴✴❊❈ ❞❛t❛

✶✶ ✉s❤♦rt✯ ❣♣✉❴♦r✐❡♥❊❈ ✱

✶✷ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈s✐③❡❊❈ ✱

✶✸ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈st❡♣❊❈ ✱

✶✹ ❢❧♦❛t✯ ❣♣✉❴❧✉t❊❈ ✱

✶✺ ❢❧♦❛t✯ ❣♣✉❴❧✉t■❙❖ ✱ ✴✴■❙❖ ❞❛t❛

✶✻ ❞♦✉❜❧❡✯ ❣♣✉❴① ✱ ✴✴ ✈❡❝t♦r ① ✐♥ ❣♣✉

✶✼ ❞♦✉❜❧❡✯ ❣♣✉❴② ✱ ✴✴ ✈❡❝t♦r ② ✐♥ ❣♣✉

✶✽ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✱ ✴✴ ✈❡❝t♦r ① ✐♥ ❝♣✉

✶✾ ❞♦✉❜❧❡✯ ②✮④ ✴✴ ✈❡❝t♦r ② ✐♥ ❝♣✉

✷✵

✷✶ ✴✴❝♦♣② ✈❡❝t♦r ① t♦ ❣♣✉

✷✷ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②✭❣♣✉❴① ✱ ①✱ ♥❝♦❧s✯s✐③❡♦❢✭❞♦✉❜❧❡✮✱

❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❍♦st❚♦❉❡✈✐❝❡✮❀

✷✸

✷✹ ✴✴ ♣❡r❢♦r♠ ② ✰❂ ❆❫■❈✯① ✐♥ t❤❡ ❣♣✉

✷✺ ♠✉❧t✐♣❧②■❈❴❞✐r❡❝t ❁❁❁♥✈✱ ♥s ❃❃❃✭❣♣✉❴✈♦①❡❧■❈ ✱ ❣♣✉❴❢✐❜❡r■❈ ✱

❣♣✉❴♦r✐❡♥■❈ ✱ ❣♣✉❴❝♦♥tr■❈ ✱ ❣♣✉❴✈s✐③❡■❈ ✱ ❣♣✉❴✈st❡♣■❈ ✱

❣♣✉❴❧✉t■❈ ✱ ❣♣✉❴① ✱ ❣♣✉❴②✮❀

✷✻

✷✼ ✴✴ ♣❡r❢♦r♠ ② ✰❂ ❆❫❊❈✯① ✐♥ t❤❡ ❣♣✉

✷✽ ♠✉❧t✐♣❧②❊❈❴❞✐r❡❝t ❁❁❁♥✈✱ ♥s ❃❃❃✭❣♣✉❴✈♦①❡❧❊❈ ✱ ❣♣✉❴♦r✐❡♥❊❈ ✱

❣♣✉❴✈s✐③❡❊❈ ✱ ❣♣✉❴✈st❡♣❊❈ ✱ ❣♣✉❴❧✉t❊❈ ✱ ❣♣✉❴① ✱ ❣♣✉❴②✮❀

✷✾

✸✵ ✴✴ ♣❡r❢♦r♠ ② ✰❂ ❆❫■❙❖✯① ✐♥ t❤❡ ❣♣✉

✸✶ ♠✉❧t✐♣❧②■❙❖❴❞✐r❡❝t ❁❁❁♥✈ ✱ ♥s ❃❃❃✭❣♣✉❴❧✉t■❙❖ ✱ ❣♣✉❴① ✱ ❣♣✉❴②✮❀

✸✷

✸✸ ✴✴❝♦♣② ❜❛❝❦ r❡s✉❧t t♦ ❝♣✉

✸✹ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②✭②✱ ❣♣✉❴② ✱ ♥r♦✇s✯s✐③❡♦❢✭❞♦✉❜❧❡✮✱

❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❉❡✈✐❝❡❚♦❍♦st✮❀

✸✺ ⑥⑥

✹✼



✹✳✼✳ ■◆❚❊●❘❆❚■❖◆ ❲■❚❍ ❈❖▼▼■❚ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ▼❊❚❍❖❉❙ ❆◆❉ ❉❊❱❊▲❖P▼❊◆❚

✶ ❡①t❡r♥ ✧❈✧ ④

✷ ✈♦✐❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥❆❚❳✭

✸ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈♦①❡❧t■❈ ✱ ✴✴■❈ ❞❛t❛

✹ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴❢✐❜❡rt■❈ ✱

✺ ✉s❤♦rt✯ ❣♣✉❴♦r✐❡♥t■❈ ✱

✻ ❢❧♦❛t✯ ❣♣✉❴❝♦♥trt■❈ ✱

✼ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴❢s✐③❡t■❈ ✱

✽ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴❢st❡♣t■❈ ✱

✾ ❢❧♦❛t✯ ❣♣✉❴❧✉t■❈ ✱

✶✵ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈♦①❡❧❊❈ ✱ ✴✴❊❈ ❞❛t❛

✶✶ ✉s❤♦rt✯ ❣♣✉❴♦r✐❡♥❊❈ ✱

✶✷ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈s✐③❡❊❈ ✱

✶✸ ✉✐♥t✯ ❣♣✉❴✈st❡♣❊❈ ✱

✶✹ ❢❧♦❛t✯ ❣♣✉❴❧✉t❊❈ ✱

✶✺ ❢❧♦❛t✯ ❣♣✉❴❧✉t■❙❖ ✱ ✴✴■❙❖ ❞❛t❛

✶✻ ❞♦✉❜❧❡✯ ❣♣✉❴① ✱ ✴✴ ✈❡❝t♦r ① ✐♥ ❣♣✉

✶✼ ❞♦✉❜❧❡✯ ❣♣✉❴② ✱ ✴✴ ✈❡❝t♦r ② ✐♥ ❣♣✉

✶✽ ❞♦✉❜❧❡✯ ①✱ ✴✴ ✈❡❝t♦r ① ✐♥ ❝♣✉

✶✾ ❞♦✉❜❧❡✯ ②✮④ ✴✴ ✈❡❝t♦r ② ✐♥ ❝♣✉

✷✵

✷✶ ✴✴❝♦♣② ✈❡❝t♦r ② t♦ ❣♣✉

✷✷ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②✭❣♣✉❴② ✱ ②✱ ♥r♦✇s✯s✐③❡♦❢✭❞♦✉❜❧❡✮✱

❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❍♦st❚♦❉❡✈✐❝❡✮❀

✷✸

✷✹ ✴✴ ♣❡r❢♦r♠ ① ✰❂ ❆❫t■❈✯② ✐♥ t❤❡ ❣♣✉

✷✺ ■❈❴♠✉❧t✐♣❧②❴tr❛♥s♣ ❁❁❁♥❢ ✱ ♥s ❃❃❃✭❣♣✉❴✈♦①❡❧t■❈ ✱ ❣♣✉❴❢✐❜❡rt■❈ ✱

❣♣✉❴♦r✐❡♥t■❈ ✱ ❣♣✉❴❝♦♥trt■❈ ✱ ❣♣✉❴❢s✐③❡t■❈ ✱ ❣♣✉❴❢st❡♣t■❈ ✱

❣♣✉❴❧✉t■❈ ✱ ❣♣✉❴① ✱ ❣♣✉❴②✮❀

✷✻

✷✼ ✴✴ ♣❡r❢♦r♠ ① ✰❂ ❆❫t❊❈✯② ✐♥ t❤❡ ❣♣✉

✷✽ ❊❈❴♠✉❧t✐♣❧②❴tr❛♥s♣ ❁❁❁♥✈ ✱ ♥s ❃❃❃✭❣♣✉❴✈♦①❡❧❊❈ ✱ ❣♣✉❴♦r✐❡♥❊❈ ✱

❣♣✉❴✈s✐③❡❊❈ ✱ ❣♣✉❴✈st❡♣❊❈ ✱ ❣♣✉❴❧✉t❊❈ ✱ ❣♣✉❴① ✱ ❣♣✉❴②✮❀

✷✾

✸✵ ✴✴ ♣❡r❢♦r♠ ① ✰❂ ❆❫t■❙❖✯② ✐♥ t❤❡ ❣♣✉

✸✶ ■❙❖❴♠✉❧t✐♣❧②❴tr❛♥s♣ ❁❁❁♥✈✱ ♥s ❃❃❃✭❣♣✉❴❧✉t■❙❖ ✱ ❣♣✉❴① ✱ ❣♣✉❴②✮❀

✸✷

✸✸ ✴✴❝♦♣② ❜❛❝❦ r❡s✉❧t t♦ ❝♣✉

✸✹ ❝✉❞❛▼❡♠❝♣②✭①✱ ❣♣✉❴① ✱ ♥❝♦❧s✯s✐③❡♦❢✭❞♦✉❜❧❡✮✱

❝✉❞❛▼❡♠❝♣②❉❡✈✐❝❡❚♦❍♦st✮❀

✸✺ ⑥⑥

✹✽



❈❍❆P❚❊❘ ✺

❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙ ❆◆❉ ❘❊❙❯▲❚❙

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t❤❛t ✇❡r❡ r✉♥ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥

t❤❡ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ❛♥❞ ♦✉r ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❯❉❆✳ ❚❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡ss✳

❋♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty ✇❡ ✉s❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs x ❛♥❞ y✳ ❋♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ✇❡ ✉s❡

r❡❛❧ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❞❛t❛ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❉r✳ ❆❧❡ss❛♥❞r♦ ❉❛❞✉❝❝✐ ❛♥❞ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❤✐s ❧❛❜♦r❛t♦r②

✐♥ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❱❡r♦♥❛✳ ❚❤❡ ✇♦r❦st❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐s ❡q✉✐♣❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❆▼❉

❚❤r❡❛❞r✐♣♣❡r ✶✾✺✵① ✇✐t❤ ✸✷●❇ ❉❉❘✹ ♠❡♠♦r② ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ◆❱■❉■❆ ◗✉❛❞r♦ P✻✵✵✵ ✇✐t❤ ✷✹●❇

●❉❉❘✺❳ ♠❡♠♦r②✳

✺✳✶ ❖♣❡r❛t✐♦♥ Ax

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈❤❛♣t❡r 4✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ❝♦❞❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛❧❧♦✇s

❢♦r ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ❈❖▼▼■❚ ♣②t❤♦♥ s❝r✐♣ts✳ ❚❤✉s✱ t♦ t❡st ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ✇❡ ❡①❡❝✉t❡

t❤❡ s❛♠❡ s❝r✐♣t ❢♦r ❜♦t❤ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯ ✈❡rs✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t N ✐♥ t❤❡

♠❡♠❜❡r set❴threads(N) ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❧✐♥❡ 22 ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ ❜♦① ❜❡❧♦✇✳ ❚❤✐s N ✈❛❧✉❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s ❤♦✇

♠❛♥② ❈P❯ t❤r❡❛❞s ❈❖▼▼■❚ ✇✐❧❧ ✉s❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✳ ■❢ 0 < N < 255 ❈❖▼▼■❚

✇✐❧❧ ✉s❡ ✭✐❢ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✮ N t❤r❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✳ ■❢ set❴threads() r❡❝❡✐✈❡s ❛ ♥✉❧❧

❛r❣✉♠❡♥t✱ ❈❖▼▼■❚ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❈P❯ t❤r❡❛❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ Ax✳ ❇✉t✱ ✐❢ ✇❡ s❡t N = 0✱

✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ❈❖▼▼■❚ ✇✐❧❧ ✉s❡ 0 ❈P❯ t❤r❡❛❞s✱ ✐✳❡✳ ✐t ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✉s❡ ♦✉r ❈❯❉❆ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✳ ❲❤❡♥ ✇❡ s❡t N = 0✱ ❈❖▼▼■❚ s❡t t❤❡ ✏cuda flag✑ t♦ 1✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✳ ■♥

❛❞❞✐t✐♦♥✱ t♦ t❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ✇❡ ✉s❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs x ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡

random ♣②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ✈❡❝t♦r ❤❛s ✢♦❛t ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ 0 ❛♥❞ 1✳

✹✾



✺✳✶✳ ❖P❊❘❆❚■❖◆ AX ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙ ❆◆❉ ❘❊❙❯▲❚❙

✶ ✐♠♣♦rt ❝♦♠♠✐t

✷ ✐♠♣♦rt ♥✉♠♣② ❛s ♥♣

✸

✹ ❝♦♠♠✐t✳❝♦r❡✳s❡t✉♣ ✭✮

✺ ♠✐t ❂ ❝♦♠♠✐t✳❊✈❛❧✉❛t✐♦♥✭✬✳✬✱ ✬✳✬✮

✻ ♠✐t✳s❡t❴❝♦♥❢✐❣✭✬❞♦▼❡r❣❡❇✵ ✬✱ ❋❛❧s❡✮

✼ ♠✐t✳s❡t❴❝♦♥❢✐❣✭✬❞♦◆♦r♠❛❧✐③❡❑❡r♥❡❧s ✬✱ ❚r✉❡✮

✽ ♠✐t✳s❡t❴❝♦♥❢✐❣✭✬❞♦◆♦r♠❛❧✐③❡❙✐❣♥❛❧ ✬✱ ❚r✉❡✮

✾ ♠✐t✳❧♦❛❞❴❞❛t❛✭✬❡♠♣t②✳♥✐✐✳❣③✬✱ ✬❞✇✐✳s❝❤❡♠❡ ✬✮

✶✵

✶✶ ★ s❡t ♠♦❞❡❧

✶✷ ♠✐t✳s❡t❴♠♦❞❡❧✭✬❈②❧✐♥❞❡r❩❡♣♣❡❧✐♥❇❛❧❧ ✬✮

✶✸ ♠✐t✳♠♦❞❡❧✳s❡t ✭✶✳✼❊✲✸✱ ♥♣✳❧✐♥s♣❛❝❡ ✭✶✱✺✳✵✱✾✮✯✶❊✲✻✱ ♥♣✳❛r❛♥❣❡

✭✵✳✹ ✱✵✳✽ ✱✵✳✶✮✱ ♥♣✳❛rr❛② ✭❬✸✳✵❊✲✸✱ ✼✳✵❊✲✸❪✮✮

✶✹

✶✺ ★ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ❧♦♦❦ ✲✉♣ t❛❜❧❡s

✶✻ ♠✐t✳❣❡♥❡r❛t❡❴❦❡r♥❡❧s✭r❡❣❡♥❡r❛t❡❂❋❛❧s❡✮

✶✼ ♠✐t✳❧♦❛❞❴❦❡r♥❡❧s ✭✮

✶✽

✶✾ ♠✐t✳❧♦❛❞❴❞✐❝t✐♦♥❛r②✭✬❈♦♠♠✐t❖✉t♣✉t ✬✮

✷✵

✷✶ ★ s❡tt✐♥❣ ✵ t❤r❡❛❞s ♠❡❛♥s ✇❡ ❛r❡ ✉s✐♥❣ ❣♣✉

✷✷ ♠✐t✳s❡t❴t❤r❡❛❞s ✭✵✮

✷✸

✷✹ ★ ❜✉✐❧❞ ♦♣❡r❛t♦r ❆

✷✺ ♠✐t✳❜✉✐❧❞❴♦♣❡r❛t♦r ✭✮

✷✻

✷✼ ★ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❡sts

✷✽ ♥✉♠❴t❡sts ❂ ✺✵

✷✾ ❢♦r ✐ ✐♥ ①r❛♥❣❡✭✵✱ ♥✉♠❴t❡sts✮✿

✸✵ ① ❂ ♥♣✳r❛♥❞♦♠✳r❛♥❞✭❆✳s❤❛♣❡ ❬✶❪✮✳❛st②♣❡✭✬❢❧♦❛t✻✹ ✬✮

✸✶ st❛rt ❂ t✐♠❡✳t✐♠❡✭✮

✸✷ ② ❂ ❆✳❞♦t✭①✮

✸✸ ❢✐♥✐s❤ ❂ t✐♠❡✳t✐♠❡✭✮

✸✹ ♣r✐♥t ✬❖♣❡r❛t✐♦♥✥❆①✥t✐♠❡✿✥✬✱ ✭❢✐♥✐s❤ ✲ st❛rt✮

❚❤❡ ❆▼❉ ❚❤r❡❛❞r✐♣♣❡r ✶✾✺✵① ❤❛s 32 t❤r❡❛❞s r✉♥♥✐♥❣ ❛t 3.4●❍③✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡

♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ❈❯❉❆ ✈❡rs✐♦♥ ✈❡rs✉s t❤❡ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ 1✱ 2✱ 4✱ 8✱ 16 ❛♥❞ 32 ❈P❯

t❤r❡❛❞s✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳ ■♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡s ♦❢ 50 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ s❤♦✇❡❞✳

✺✵



✺✳✶✳ ❖P❊❘❆❚■❖◆ AX ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙ ❆◆❉ ❘❊❙❯▲❚❙

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ✉s✐♥❣ 1✱ 2✱ 4✱ 8✱ 16 ❛♥❞ 32 ❈P❯
t❤r❡❛❞s✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈P❯ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ✐♥ s❡❝♦♥❞s ♦❢ t❤❡ 50 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ✐♥
t❤❡ 50 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ●P❯ ✈❡rs✐♦♥✳ ●r❡❡♥ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ ●P❯
✈❡rs✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ■❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ 4.6✳

◆✳ ❚❤r❡❛❞s 1 2 4 8 16 32 ❈❯❉❆ ■♠♣r♦✈❡❞ ❈❯❉❆

❚✐♠❡ ✭s❡❝♦♥❞s✮ 86.3 62.97 39.67 41.63 50.23 45.44 3.62 2.35

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ❆✈❡r❛❣❡ t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr♦❜❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ✐s ❝♦rr❡❝t✱ ✇❡ s❡t t❤❡ s❛♠❡ s❡❡❞

❢♦r t❤❡ ❈P❯ ❛♥❞ ●P❯✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r y ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●P❯ ✈❡rs✐♦♥

✈❡rs✉s t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r y ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ s❤♦✇s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r

‖ygpu − ycpu‖ / ‖ygpu‖✳ ❋♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ‖ygpu − ycpu‖ / ‖ygpu‖ ✐s ✈✐r✉t❛❧❧② ③❡r♦

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ✐♥ ❈❯❉❆ ❣✐✈❡s ❛❝❝✉r❛t❡ r❡s✉❧ts✳

❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r✿
‖ycpu−ygpu‖

‖ygpu‖

1 t❤r❡❛❞ 2.06 ∗ 10−15

2 t❤r❡❛❞s 2.06 ∗ 10−15

4 t❤r❡❛❞s 2.06 ∗ 10−15

8 t❤r❡❛❞s 2.06 ∗ 10−15

16 t❤r❡❛❞s 2.06 ∗ 10−15

32 t❤r❡❛❞s 2.06 ∗ 10−15

❚❛❜❧❡ ✺✳✷✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs ygpu ❛♥❞ ycpu✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ygpu r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t♣✉t
✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ❛♥❞ ycpu r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Ax✳

❆s ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ 3.4✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❈❖▼▼■❚ ♣r♦♠♦t❡s t❤❡ s♣❛rs✐t②

✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✳ ❚❤✐s ❛s♣❡❝t ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❈P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✳ ❙♦✱

✺✶



✺✳✷✳ ❖P❊❘❆❚■❖◆ ATY ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙ ❆◆❉ ❘❊❙❯▲❚❙

t❤❡ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❈❖▼▼■❚ ❝❤❡❝❦s ❢♦r ③❡r♦ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✳ ❲❤❡♥ ❛ ③❡r♦ ✈❛❧✉❡ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞✱

❈❖▼▼■❚ s❦✐♣s ❛♥ ❡♥t✐r❡ ❜❧♦❝❦ ✐♥ t❤❡ ♠❛tr✐① A✳ ❚❤✐s ❧✐tt❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤❡ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡

❈P❯ ✈❡rs✐♦♥✳ ❘❡s✉❧ts s❤♦✇❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs ✇✐t❤

♥♦♥✲③❡r♦ ✈❛❧✉❡s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✇♦rst ❝❛s❡✳

❚♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❈P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥✲

t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♠❛❞❡ ❛ s❡r✐❡ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ 1 ❈P❯ t❤r❡❛❞✳ ❚❤✐s t✐♠❡ ✇❡ ✈❛r✐❡❞ t❤❡ s♣❛rs✐t②

✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❚❤❡ s♣❛rs✐t② ✐♥❞❡① ♦❢ x ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ③❡r♦✲✈❛❧✉❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts

✐♥ x ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ s✐③❡ ♦❢ x✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ t❤❡ s♣❛rs✐t② ✐♥❞❡① ♦❢ x ✐s 0.1✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ 10%

♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ✐♥ x ❛r❡ ③❡r♦✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❘❡q✉✐r❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ✐♥ ❈P❯ ❜② ✈❛r②✐♥❣ t❤❡
s♣❛rs✐t② ✐♥❞❡① ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✳

✺✳✷ ❖♣❡r❛t✐♦♥ Aty

❚❤❡ ♣②t❤♦♥ s❝r✐♣t ✉s❡❞ t♦ r✉♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Aty ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ s❝r✐♣t ✇❡

✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✳ ❲❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦❞❡ ❢r♦♠ ❧✐♥❡ 28 t♦ 34 ❢♦r t❤❡ ❝♦❞❡ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡

r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ r❡♠❛✐♥s t❤❡ s❛♠❡✳ ❘❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs ✇❡r❡ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✳

✶ ♥✉♠❴t❡sts ❂ ✺✵

✷ ❢♦r ✐ ✐♥ ①r❛♥❣❡✭✵✱ ♥✉♠❴t❡sts✮✿

✸ ② ❂ ♥♣✳r❛♥❞♦♠✳r❛♥❞✭❆✳s❤❛♣❡ ❬✵❪✮✳❛st②♣❡✭✬❢❧♦❛t✻✹ ✬✮

✹ st❛rt ❂ t✐♠❡✳t✐♠❡✭✮

✺ ① ❂ ❆✳❚✳❞♦t✭②✮

✻ ❢✐♥✐s❤ ❂ t✐♠❡✳t✐♠❡✭✮

✼ ♣r✐♥t ✬❖♣❡r❛t✐♦♥✥❆t①✥t✐♠❡✿✥✬✱ ✭❢✐♥✐s❤ ✲ st❛rt✮

✺✷



✺✳✸✳ ▼❖❉❊▲ ❋■❚❚■◆● ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊❳P❊❘■▼❊◆❚❙ ❆◆❉ ❘❊❙❯▲❚❙

▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ t✐♠❡ ❢♦r t❤✐s ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r y ❞♦❡s ♥♦t ❜❡❝♦♠❡ s♣❛rs❡✳ ❲❡

r❛♥ t❤❡ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ 1✱ 2✱ 4✱ 8✱ 16 ❛♥❞ 32 ❈P❯ t❤r❡❛❞s ❛s ✇❡❧❧✳ ❲❡ ♣❧♦tt❡❞ t❤❡ r❡s✉❧ts

❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ●P❯ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✉r❡s ✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✸✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Aty ✉s✐♥❣ 1✱ 2✱ 4✱ 8✱ 16 ❛♥❞ 32 ❈P❯
t❤r❡❛❞s✳ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❈P❯ t❤r❡❛❞s ❛♥❞ ✈❡rt✐❝❛❧ ❛①✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡
❛✈❡r❛❣❡ t✐♠❡ ♦❢ 50 ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✐♥ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ❜❧✉❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ 50
❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ s❤♦✇s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ♦✉r ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ ❈❯❉❆✳

❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r✿
‖xcpu−xgpu‖

‖xgpu‖

1 t❤r❡❛❞ 3.06 ∗ 10−11

2 t❤r❡❛❞ 3.06 ∗ 10−11

4 t❤r❡❛❞ 3.06 ∗ 10−11

8 t❤r❡❛❞ 3.06 ∗ 10−11

16 t❤r❡❛❞ 3.06 ∗ 10−11

32 t❤r❡❛❞ 3.06 ∗ 10−11

❚❛❜❧❡ ✺✳✸✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ✈❡❝t♦rs xgpu ❛♥❞ xcpu✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r xgpu r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t♣✉t
✈❡❝t♦r ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Aty ❛♥❞ xcpu r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♦✉t♣✉t ✈❡❝t♦r
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ Aty✳

✺✳✸ ▼♦❞❡❧ ❋✐tt✐♥❣

❋♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇❡ ✉s❡ r❡❛❧ ❤✉♠❛♥ ❜r❛✐♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ s❝r✐♣t t♦ ❡①❡❝✉t❡

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝r✐♣t ♣r❡s❡♥t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ ❢r♦♠

❧✐♥❡ 28 t♦ t❤❡ ❧✐♥❡ 34 ✐♥ t❤❡ s❝r✐♣t ❢♦r t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦❞❡ ✐♥ t❤❡ ❜♦① ❜❡❧♦✇✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧

✜tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❧❛✉♥❝❤❡❞✳

✺✸
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✶ ❢✐❧❡ ❂ ♦♣❡♥✭✬❨✬✱ ✬r❜✬✮

✷ ♦❜❥❡❝t❴❢✐❧❡ ❂ ♣✐❝❦❧❡✳❧♦❛❞✭❢✐❧❡✮

✸ ❨ ❂ ♦❜❥❡❝t❴❢✐❧❡ ❬✵❪

✹

✺ st❛rt ❂ t✐♠❡✳t✐♠❡✭✮

✻ ♠✐t✳① ❂ ❝♦♠♠✐t✳s♦❧✈❡rs✳s♦❧✈❡✭❨✱ ♠✐t✳❆✱ ♠✐t✳❆✳❚✱ t♦❧❴❢✉♥ ❂ ✶❡✲✺✱

t♦❧❴① ❂ ✶❡✲✻✱ ♠❛①❴✐t❡r ❂ ✶✵✵✵✵ ✱ ✈❡r❜♦s❡ ❂ ✶✱ ①✵ ❂ ◆♦♥❡ ✱

r❡❣✉❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❂ ◆♦♥❡✮

✼ ❡♥❞ ❂ t✐♠❡✳t✐♠❡✭✮

✽

✾ ♣r✐♥t ✧❋✐tt✐♥❣✥t✐♠❡✥❂✥✪❢✥❤♦✉rs✧ ✪ ✭❡♥❞ ✲st❛rt✮✴✸✻✵✵✳✵

✶✵

✶✶ ♠✐t✳s❛✈❡❴r❡s✉❧ts ✭✮

✶✷ ♠✐t✳❣♣✉♠❡♠✳❢r❡❡✭✮

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t❤❡ ❚❛❜❧❡ ✺✳✹✳ ❚❤❡ ✜tt✐♥❣

♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦♦❦ 2136 ✐t❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ●P❯ ❛♥❞ ❈P❯✱ ❛♥❞ t❤❡ st♦♣♣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✇❛s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡

t♦❧❡r❛♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳

❈P❯ ❱❡rs✐♦♥ ✭1 t❤r❡❛❞✮ ●P❯ ❱❡rs✐♦♥ ✭❈❯❉❆✮ ■♠♣r♦✈❡❞ ●P❯ ❱❡rs✐♦♥ ✭❈❯❉❆✮

❚✐♠❡ ✭❤♦✉rs✮ 65.5 7.1 5.5

❚❛❜❧❡ ✺✳✹✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ✇✐t❤ ✶ ❈P❯ t❤r❡❛❞ ✈❡rs✉s
♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ●P❯ ✇✐t❤ ❈❯❉❆✳

✺✹



❈❍❆P❚❊❘ ✻

❈❖◆❈▲❯❙■❖◆❙ ❆◆❉ ❋❯❚❯❘❊ ❲❖❘❑

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

■♥ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❜r✐❡❢ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❖▼▼■❚ ♠♦❞❡❧ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ s♦♠❡

◆❱■❉■❆ ❈❯❉❆ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ❡❧❛❜♦r❛t✐♦♥

♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ♠❛❞❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✿

• ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛ ♣②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ●P❯ ♠❡♠♦r② ❢r♦♠ ♣②t❤♦♥✿

❚❤✐s ♣②t❤♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❛♥❞ ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❡❛s② t♦♦❧s

t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡✱ ❝♦♣② ❛♥❞ tr❛❝❦ ●P❯ ♠❡♠♦r②✳ ❙♦✱ ❢✉t✉r❡ ✉s❡rs ✇✐❧❧ ♥♦t ♥❡❡❞ ❈❯❉❆ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣

❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ●P❯ ♠❡♠♦r② ❢r♦♠ ♣②t❤♦♥✳

• ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ✈❡rs✐♦♥✿ ❖✉r ●P❯ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t

✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ❡①✐st✐♥❣ s❝r✐♣ts ❢♦r t❤❡ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ P❡♦♣❧❡ ✇✐t❤ ❛ ◆❱■❉■❆

●P❯ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ ●P❯ s✉♣♣♦rt✱ ❜✉t ✉s❡rs ✇✐t❤♦✉t ◆❱■❉■❆ ●P❯s ❞♦ ♥♦t

❤❛✈❡ t♦ ✇♦rr② ❛❜♦✉t ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②✳

• ❙t❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✿ ❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ❛♥❞ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ♦✉r ●P❯

✈❡rs✐♦♥ ✐♥ ✈❡r② st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s♣❛rs✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦r x✳

• ■♠♣r♦✈❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✿ ❖✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ●P❯ ✇✐t❤ ❈❯❉❆ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦✉t♣❡r❢♦r♠s

t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥✳ ❲❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛r♦✉♥❞ 12 t✐♠❡s❀ ♥♦✇ t❤❡

✜tt✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ t❛❦❡s ❛ ❢❡✇ ❤♦✉rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ s♦♠❡ ❞❛②s✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty ❛r❡ ♥♦✇

❢❛st❡r t❤❛♥ t❤❡ ❈P❯ ✈❡rs✐♦♥✳ ❚❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❢✉t✉r❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❖▼▼■❚

❢r❛♠❡✇♦r❦✳

✺✺
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✻✳✷ ❆r❡❛s ♦❢ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥t ❛♥❞ ❋✉t✉r❡ ❲♦r❦

❚❤✐s t❤❡s✐s ✇♦r❦ ❤❛❞ t✐♠❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♠❛♥② r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢❡❛t✉r❡s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t

t❤❛t ✇❡ ✇❡r❡ ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ ❞♦ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ t✐♠❡ ❧✐♠✐ts✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛ ❧✐st ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦ t♦ ❞♦✿

To UseTexture Memory✿ ■♥ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s Ax ❛♥❞ Aty✱ ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s

❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s s❡✈❡r❛❧ t✐♠❡s✳ ❆s ✇❡ s❛✇✱ t❤❡s❡ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s ❛r❡ ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❣❧♦❜❛❧

♠❡♠♦r②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ②♦✉ s❤♦✉❧❞ ♥♦t❡ t❤❛t ✇❡ ♥❡✈❡r ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ ❧♦♦❦✲✉♣ t❛❜❧❡s✳ ❙♦✱ ✇❡

❝❛♥ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ t❡①t✉r❡ ♠❡♠♦r②✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ ❝♦♥st❛♥t ♠❡♠♦r②✱ t❡①t✉r❡ ♠❡♠♦r② ✐s ❝❛❝❤❡❞

♦♥ ❝❤✐♣ ❬✻✳✶❪✳ ❚❤❡ t❡①t✉r❡ ♠❡♠♦r② ✐s r❡❛❞✲♦♥❧②✱ t❤✉s ✐t ✐s ❢❛st❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❣❧♦❜❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ✐t

♣r♦✈✐❞❡s ❤✐❣❤❡r ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐♥ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❡①t✉r❡ ❝❛❝❤❡ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❝❛s❡s ✇❤❡r❡

t❤r❡❛❞s r❡❛❞ ✷❉ ❞❛t❛ ❛❞❞r❡ss❡s ♥❡❛r t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❚❤r❡❛❞s ❛❝❝❡ss✐♥❣ ♥❡❛r ❛❞❞r❡ss❡s ✐♥ ❛ ✷❉ t❡①t✉r❡ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ✐♠❛❣❡ ✐s ♣r♦♣❡rt② ♦❢
◆❱■❉■❆ ❈♦r♣♦r❛t✐♦♥✳

Avoiding Bottleneck Associated with the Number of Fiber Segments per Voxel✿ ■♥ t❤❡

s❡❝t✐♦♥ 4.6 ♦❢ t❤✐s ❞♦❝✉♠❡♥t ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❜♦tt❧❡♥❡❝❦ ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❱♦①❡❧s ✇✐t❤

t❤❡ ❤✐❣❤❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ❞❡t❡r♠✐♥❛t❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t✐♠❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ Ax✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷

s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ❥✉st ❛ ❢❡✇ ✈♦①❡❧s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ❛♥❞ ❛ ❧♦t ♦❢ ✈♦①❡❧s ✇✐t❤

❛ ❧♦✇ ❝♦✉♥t ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦✉r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❝❡✐✈❡s

❤✐❣❤ ✐♠♣❛❝t ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❇✉t ✇❡ ❝♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❛t t♦ ❞❡s✐❣♥ ♥❡✇ s♣❡❝✐✜❝ ❦❡r♥❡❧s

❢♦r t❤❡ ✈♦①❡❧s ✇✐t❤ ❛ ❧♦t ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts✳
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❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❍✐st♦❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ♣❡r ✈♦①❡❧✳

Multi−GPU Support✿ ❚❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ 4.4.1 ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ s✐❣♥❛❧s

SIC
v ❢♦r ❡✈❡r② v ∈ {0, . . . , nv − 1} ✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✳ ❚❤❡s❡ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s♦ ✇❡ ❝❛♥

❞✐str✐❜✉t❡ t❤❡♠ ✐♥t♦ ♠❛♥② ◆❱■❉■❆ ●P❯s t♦ ❛❝❝❡❧❡r❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ Ax✳

Sample Depending Kernels✿ ■♥ t❤❡ ❙❡❝t✐♦♥ 4.6 ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥ ✐❞❡❛ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡s✱ ✐♥ ❡✈❡r②

✈♦①❡❧✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✜❜❡r s❡❣♠❡♥ts ✐♥ ❣r♦✉♣s✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛ ✇❛s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t✇♦ ❣r♦✉♣s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡

♠❛①✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ns ✐s 512 ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥♥♦t ❧❛✉♥❝❤ ❦❡r♥❡❧s ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ 1024 t❤r❡❛❞s✳ ❇✉t ✇✐t❤

❛ ❞❛t❛ s❡t ✇❤❡r❡ ns = 128✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❡✐❣❤t ❣r♦✉♣s ♦❢ ❈❯❉❆ t❤r❡❛❞s ✐♥ ❡✈❡r② ❈❯❉❆ ❜❧♦❝❦

❜❡❝❛✉s❡ 128 ∗ 8 = 1024 ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ t❤r❡❛❞s ❧✐♠✐t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s✐❣♥ ❛ ❦❡r♥❡❧

✇❤✐❝❤ ❞❡❝✐❞❡s ❤♦✇ ♠❛♥② t❤r❡❛❞s ❣r♦✉♣s t♦ ✉s❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ns✳
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❆✳✶ ■♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ▼♦❞❡❧s

❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ▼❘■ s✐❣♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐♥tr❛✲❝❡❧❧✉❧❛r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❆♥② ♦❢

t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈❖▼▼■❚ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜❡❝❛✉s❡ ❈❖▼▼■❚ ✐s ✈❡r② ✢❡①✐❜❧❡✳ ❚❤❡s❡

♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦rt❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❞♦✇♥ ❜❡❧♦✇✿

✶✳ ❚❤❡ ❇❡❤r❡♥s ✏st✐❝❦✑ ♠♦❞❡❧ ❬❆✳✶❪ ✐s ❛ ✈❡r② ❝♦♠♠♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❧✐❣❤t✇❡✐❣❤t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s

♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧✐s❡❞ ❝②❧✐♥❞❡r ✇✐t❤ ③❡r♦ r❛❞✐✉s ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠♣❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥

ni ∈ R
3 ✇✐t❤ 1 ≤ i ≤ ns ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈✐t② ❝♦❡✜❝✐❡♥t d ∈ R+ ❛s ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❙♦✱ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢

t❤❡ s✐❣♥❛❧ R ∈ R
ns ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡

Ri = exp
(
−bd (ni ·G)

2
)
, 1 ≤ i ≤ ns ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ b = (∆− δ/3) (γδ ‖G‖)
2
✳ ❚❤❡ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♥s❡ts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣✉❧s❡s ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞

❜② ∆✱ δ ✐s t❤❡ ♣✉❧s❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❞✉r❛t✐♦♥✱ γ ✐s t❤❡ ❣②r♦♠❛❣♥❡t✐❝ r❛t✐♦ ❛♥❞ G ✐s t❤❡ ❣r❛❞✐❡♥t

✈❡❝t♦r✳

✷✳ ❚❤❡ ✏❝②❧✐♥❞❡r✑ ♠♦❞❡❧ ❬❆✳✷✱ ❆✳✸❪ ❞❡s❝r✐❜❡s ❞✐✛✉s✐♦♥ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲③❡r♦ r❛❞✐✉s ❝②❧✐♥❞❡r✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧

✐s ❧✐❦❡ ❛♥ ❡①♣❛♥t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✉s❡s ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥

❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ρ✱ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛①♦♥ r❛❞✐✉s✳ ❊❛❝❤ ❡♥tr② Ri ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧ R ∈ R
ns ❢♦r

t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛❧s ♣❛r❛❧❧❡❧ ❛♥❞ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r t♦ t❤❡

❝②❧✐♥❞❡r ❛①✐s ni ❬✸✳✺❪✱ s♦

Ri = S
f

i S
⊥
i ✭❆✳✷✮
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✇❤❡r❡ S
f

i r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ S⊥
i r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❡r♣❡♥❞✐❝✉❧❛r s✐❣♥❛❧✳ ◆♦✇✱ ✇❡

s❤❛❧❧ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ❝②❧✐♥❞❡r ✇❛t❡r ♣❛rt✐❝✉❧❡s ♠♦✈❡ ❢r❡❡❧②✳ ❚❤❡♥

S
f

i ✐s t❤❡ s❛♠❡ s✐❣♥❛❧ ❛s ❆✳✶✳ ❋♦r t❤❡ s✐❣♥❛❧ S⊥
i ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❢♦r♠

S⊥
i = exp

(
L
(
G ·G− (G · ni)

2
))

✭❆✳✸✮

✇❤❡r❡

L = −2γ2

∞∑

m=1

2dβ2
mδ + 2Y (δ) + 2Y (∆)− Y (∆− δ)− Y (∆ + δ)− 2

d2β6
m

(
(α/2)

2
β2
m − 1

) . ✭❆✳✹✮

❚❤❡ ✈❛❧✉❡ βm ✐s t❤❡ mt❤ r♦♦t ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ∂J
∂β

(βα/2) = 0 ✇❤❡r❡ ∂J
∂β

✐s t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r

❞❡r✐✈❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ Y (x) = exp
(
dβ2

mx
)
✳

✸✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✏●❉❘❈②❧✐♥❞❡rs✑ ❛♥❞ ✐t ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ s❛♠❡ ❝②❧✐♥❞❡r ♠♦❞❡❧✳ ❇✉t t❤✐s

♠♦❞❡❧ ✉s❡s ❛ ❣❛♠♠❛✲❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛❞✐✉s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✸✳✷❪✳ ❙♦✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r

ρ ∈ R✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ρ ∼ Gamma (α, β)✳ ❆s ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇❡

❤❛✈❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α ❛♥❞ t❤❡ s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡r β✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ρ

✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

fρ (r; α, β) =
rα−1exp (−r/β)

Γ (α)βα
. ✭❆✳✺✮

P❧❡❛s❡ ♥♦t❡ t❤❛t αβ ✐s t❤❡ ♠❡❛♥ ❛♥❞ αβ2 ✐s t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✳

✺✾
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