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PRESENTA:

Ing. Fernando Tomás Pérez Zamudio
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ustedes, que son a quiénes yo más quiero en esta vida.

iii
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subálgebra tu1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
5.2.3 Śıntesis de un par cinemático de tornillo, S, 1DOC o 5DOF, que genere la

subálgebra hP,u1,p, helicoidal. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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, ciĺındrico. . . . . . . 97

5.21 Mecanismo flexible en paralelo que genera la subálgebra CP,u1
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Caṕıtulo 1

Introducción.

Este caṕıtulo presenta una introducción al tema del presente trabajo, una breve reseña del
estado del arte y una gúıa para el contenido del resto de los caṕıtulos del presente trabajo.

1.1. Desarrollo histórico.

Es interesante notar que algunas de las máquinas hechas por el hombre desde los inicios eran
mecanismos flexibles. Un ejemplo de ello es la milenaria historia del arco, hecho de huesos, madera
y tendón; aprovechando la flexibilidad de sus extremidades para almacenar enerǵıa. Los dispositivos
de posicionamiento flexible se han utilizado desde hace varios siglos, aśı lo demuestran los esquemas
de Leonardo da Vinci [1], incluso uno de los grandes logros de la ingenieŕıa como lo es el avión, tuvo
sus inicios en los mecanismos flexibles realizados por los hermanos Wright [2]. Con estos comentarios
iniciales es posible proponer una definición de mecanismos flexibles:

Mecanismo flexible. Si algo se dobla para hacer lo que está destinado a hacer, entonces es
flexible. Si la flexibilidad que le permite doblarse también le ayuda a lograr algo útil, entonces es
un mecanismo flexible, Howell [3].

Tradicionalmente cuando se necesitaba diseñar una máquina, para que efectúe una tarea espećıfi-
ca, comúnmente se piensa en eslabones ŕıgidos conectados por juntas cinemáticas tradicionales. Sin
embargo si se observa a la naturaleza, se genera una idea completamente distinta de generar movi-
miento. Por ejemplo, las alas de una abeja permiten a un insecto volar y al mismo tiempo tener sus
propios sistemas de navegación, control, enerǵıa, etc. Como este ejemplo es posible encontrar mu-
chos más en la naturaleza; el mismo cuerpo humano, considere: El corazón, tendones, ligamentos,
cart́ılagos entre otros donde las partes que se encuentran en movimiento son altamente flexibles (y
no ŕıgidas como tradicionalmente se diseñan los dispositivos de posicionamiento) y el movimiento
proviene de doblar estas partes flexibles; cumpliendo aśı con la definición de mecanismo flexible.

Sin embargo, Howell [3] indica que el proceso para diseñar estos mecanismos es complicado
debido a que, para grandes deflexiones, las ecuaciones que gobiernan el sistema se vuelven altamente
no lineales. Estas desventajas disminuyeron el amplio uso de los mecanismos flexibles y es por ello
que muy pocos ejemplos se encuentran disponibles en la literatura que sirvan como inspiración para
nuevos desarrollos, Murphy et al. [4].
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1.1. DESARROLLO HISTÓRICO.

Dentro de los mecanismos flexibles se pueden observar tres grandes áreas de investigación:
optimización estructural, enfoque de construcción por bloques y el enfoque cinemático. Dentro del
enfoque cinemático, los principales métodos que pueden encontrarse en la literatura son: El método
de topoloǵıas de libertades y restricciones, Freedom and Constraint Topologies, FACT, por sus siglas
en inglés y el método de reemplazo de cuerpo ŕıgido, Rigid-Body-Replacement, RBP.

El método de reemplazo de cuerpo ŕıgido puede verse en investigaciones tales como Howell y
Midha [5], y Berglund et al [6], las cuales hacen uso del método del cuerpo pseudo-ŕıgido, Pseudo-
Rigid-Body, PRB. Básicamente el método consiste en encontrar un mecanismo con eslabones ŕıgidos
que cumpla con la función deseada para entonces convertirlo en su versión flexible. Esta conversión
se realiza aplicando un modelo PRB, Howell [3]. La śıntesis de dispositivos flexibles basados en el
método de reemplazo de cuerpo ŕıgido RBP se dividió en dos áreas: El diseño de juntas flexibles y el
diseño basado en un modelo PRB. Respecto al diseño de juntas flexibles, Xu et. al. [7] categorizaron
las juntas flexibles como elementos flexibles primitivos y complejos. Dentro de los elementos flexi-
bles primitivos, se hicieron investigaciones enfocadas en una flexibilidad concentrada en los cuales
se pueden hallar todo tipo de muescas para lograr su objetivo, Lobontiu, [8], [9]y Yong [10]; otras
investigaciones se centraron en flexibilidad distribuida, estos elementos flexibles fueron modelados
como elipses, estructuras de cuatro barras, etc. Los elementos flexibles se formaron a partir de com-
binaciones de elementos más simples, los cuales se diseñaron para actuar como juntas de revoluta,
prismáticos o como juntas universales, Moon et al. [11], y Trease [12]; estos elementos simples se
combinaron para formar elementos aun más complejos como lo muestra Moon, [13], que diseñó una
máquina cinemática paralela flexible, CPKMs por sus siglas en inglés.

Por otro lado, el diseño basado en un modelo PRB permitió encontrar un mecanismo con
eslabones ŕıgidos que emulara el comportamiento de un elemento flexible bajo grandes deflexiones
altamente no lineales. Durante el diseño de los mecanismos flexibles, el modelo PRB tuvo un
rol protagónico en la etapa de diseño conceptual en la transición entre śıntesis de tipo y śıntesis
dimensional; el uso de un modelo PRB provéıa una forma rápida de probar conceptos y por ende
reducir esfuerzos para obtener conceptos finales, justo antes de continuar con un diseño detallado.
El diseño de mecanismos flexibles con flexibilidad concentrada usando modelos PRB está basado
en el modelo de pivote flexible de longitud-pequeña, aqúı los miembros flexibles presentan dos
segmentos, uno de mayor longitud y ŕıgidez y otro corto y flexible. El segmento corto y flexible se
conoce como pivote flexible de longitud-pequeña Howell [3], y Howell y Midha [5].

El diseño de mecanismos flexibles con flexibilidad distribuida se basó en tener una sección
transversal constante; el modelo más importante fue el de una viga en voladizo con una fuerza
actuando al final de la misma, aqúı el pivote está situado por un parámetro conocido como radio
caracteŕıstico. Saxena y Kramer [14] presentaron un modelo PRB combinando cargas y momentos
positivos al final de la viga. Edwards et. al. [15] presentó un modelo PRB para miembros flexibles
que inicialmente presentan una curvatura con condiciones de frontera perno-perno, pin-pin. Kimball
et. al. [16] presentó un modelo PRB para una viga en voladizo con un momento actuando en sentido
opuesto a una fuerza en el extremo. Finalmente, Su [17] muestra un modelo PRB para deflexiones
con ángulos mayores a 77◦ donde la viga se divide en cuatro segmentos ŕıgidos con tres juntas y
sus respectivos resortes caracteŕısticos, el modelo permitió combinar una fuerza y un momento en
el extremo.
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1.2. JUSTIFICACIÓN Y OBJETIVO DEL TRABAJO.

El método FACT, se basa en mapear un conjunto de entidades geométricas en el espacio de
libertad hacia un conjunto de entidades geométricas de un espacio de restricciones donde puede en-
contrarse las soluciones para el problema de diseño. Básicamente el diseñador traduce el movimiento
requerido en términos de las entidades geométricas que describen el movimiento en el espacio de
libertad; aśı conociendo esas entidades geométricas es posible encontrar en el espacio de restricción
las topoloǵıas de los elementos flexibles que proveen el movimiento deseado del dispositivo.

1.2. Justificación y objetivo del trabajo.

El presente trabajo se desarrollará siguiendo el enfoque cinemático, y analizando de manera
detallada y cŕıtica el método FACT. Hopkins y Culpepper [19], [20] y [21] fueron los primeros
en iniciar esta serie de investigaciones sobre el método FACT. El método relaciona la descripción
de la velocidad empleando la teoŕıa de tornillos infinitesimales con la teoŕıa del diseño basado en
restricciones, como se describe en Blanding [22]. Sus autores sugieren que la mayor ventaja de
utilizar dicho método es que proveé una visualización intuitiva de la topoloǵıa de la libertad de
movimiento y de las restricciones del dispositivo. Esta visualización es muy útil para casos simples,
sin embargo se ve eclipsada para subespacios de mayores dimensiones.

Si bien el método FACT es una herramienta poderosa, este método no emplea conceptos ma-
temáticamente relevantes: El concepto de subespacio y subálgebra del Álgebra de Lie, se(3), del
grupo Eucĺıdeo, SE(3), Hopkins y Panas [23] y Hopkins y Culpepper [24], la clasificación y re-
laciones entre las subálgebras del álgebra de Lie, se(3), como se muestran en Tadeo-Chavez [25].
Además adolece de formalidad matemática al momento de abordar los temas de espacios ortogo-
nales y dualidad entre el álgebra de Lie, se(3), y su álgebra dual, se∗(3), Yu et. al. [26] y Su et.
al. [18].

Por ello el objetivo principal de la tesis es: Determinar una metodoloǵıa que permita la śıntesis
de dispositivos de posicionamiento flexibles desde un punto de vista cinemáticamente correcto, con
base en la teoŕıa de tornillos, isomórfica al álgebra de Lie, se(3), y la teoŕıa de espacios ortogonales.

Partiendo de esta premisa el presente trabajo de tesis se desarrolla mediante la siguiente es-
tructura:

Caṕıtulo 2. Presenta los fundamentos teóricos necesarios para llevar a cabo el objetivo de
la tesis. Entre estos fundamentos se encuentra: La definición de un estado de velocidad y su
representación siguiendo la notación clásica de Ball [27], el Teorema de Chasles que establece
la equivalencia entre los estados de velocidad de un cuerpo rǵido y un tornillo infinitesimal,
el isomorfismo entre el Álgebra de Lie, se(3) y el Álgebra de Tornillos, que involucra una
tercera operación del Álgebra de Lie, se(3), conocida como producto de Lie que es bilineal,
antisimétrica y satisface la identidad de Jacobi. Estas ideas conducen a las definiciones de
subespacio y subálgebra del Álgebra de Lie, se(3).

Caṕıtulo 3. Espacios ortogonales reales y sus espacios duales. Este caṕıtulo tiene como propósi-
to presentar una serie de conceptos y resultados que juegan un papel importante en la ci-
nemática de cuerpo ŕıgido. En esta sección se explican desde el concepto de forma simétrica
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1.2. JUSTIFICACIÓN Y OBJETIVO DEL TRABAJO.

bilineal hasta mostrar los conceptos de anquiladores duales y aniquiladores ortogonales, fun-
damentales en el desarrollo de esta tesis. En particular analizar las propiedades de la forma
de Klein, una de las dos formas simétricas bilineales del álgebra de Lie, se(3) y la correlación
asociada a la forma de Klein y como esta correlación puede explicar la equivalencia entre el
empleo de movilidades y restricciones presentado en el método FACT.

Caṕıtulo 4. Elementos flexibles. Para dar continuidad a la presente tesis es necesario mostrar
cuáles son los elementos flexibles más utilizados en la literatura, qué caracteŕısticas tienen y
qué dimensiones y condiciones deben cumplir para generar movilidades y restricciones que
permiten siseñar elementos flexibles compuestos empleando las herramientas analizadas en
el Caṕıtulo 3 para, posteriormente, concretar la śıntesis de tipo de mecanismos flexibles em-
pleando esos elementos flexibles compuestos.

Caṕıtulo 5. Metodoloǵıa cinemáticamente correcta y ejemplos. Finalmente se presenta una
metodoloǵıa cinemáticamente correcta para lograr la śıntesis de dispositivos flexibles de po-
sicionamiento. In adición, se presentan algunos ejemplos encontrados en la literatura que
muestran los errores asociados a diseños que no toman en cuenta los fundamentos teóricos
explicados en el Caṕıtulo 3 del presente trabajo, aśı como una solución correcta para dichos
ejemplos.

Conclusiones y trabajo futuro. El trabajo finaliza con una sección que presenta las conclusiones
del trabajo y posibles extensiones a futuro.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos teóricos.

Este caṕıtulo inicia con una definición formal de la velocidad angular de un cuerpo ŕıgido m con
respecto a otro cuerpo ŕıgido j. Toda la información correspondiente a los fundamentos teóricos
contenida de este caṕıtulo fue tomada de las tesis de Gallardo [28] y Rocha [29]. Además este
caṕıtulo también aborda las propiedades y estructura de las subálgebras del Álgebra de Lie, se(3),
del grupo Eucĺıdeo, SE(3). Para un estudio más detallado vea [30].

2.1. Estado de velocidad de un cuerpo ŕıgido.

El objetivo principal de conocer el estado de velocidad de un cuerpo ŕıgido, respecto a un sistema
de referencia, es la determinación de la velocidad de cualquier punto fijo del cuerpo ŕıgido.

Imagine dos cuerpos ŕıgidos, j y m, vea Figura 2.1, moviéndose uno respecto al otro, y suponga
que el cuerpo j actúa como un sistema de referencia a partir del cual es posible observar el movi-
miento del cuerpo m. Si se desea conocer la velocidad de un punto arbitrario pero fijo al cuerpo m,
entonces es necesario conocer dos elementos fundamentales.

j m

O

P

rP/O

j mvO

j m
w

Figura 2.1: Estado de velocidad de un cuerpo ŕıgido m, respecto a un cuerpo ŕıgido o sistema de
referencia j.

1. La velocidad angular del cuerpo ŕıgido m, como se oberva desde el cuerpo ŕıgido j, jωm.

2. La velocidad de un punto arbitrario O, fijo al cuerpo m, como se oberva desde el cuerpo j,
jvm

O .

5



2.2. ECUACIONES DE VELOCIDAD.

Entonces, se establece que el estado de velocidad del cuerpo m, como se observa desde el cuerpo
o sistema de referencia j, puede formalmente representarse como

jV m
O ≡

[

jωm

jvm
O

]

(2.1)

Si se conoce una representación del estado de velocidad, jV m
O , entonces es posible determinar

las velocidades de todos los puntos fijos al cuerpo m, como se obervan desde el sistema de referencia
j. En efecto, si P es otro punto fijo al cuerpo m y rP/O es un vector que inicia en el punto O y
termina en el punto P , la velocidad del punto P vendrá dada por

jvm
P = jvm

O + jωm × rP/O (2.2)

Debe reconocerse que diferentes selecciones del punto de referencia O, conducen a diferentes,
pero equivalentes, representaciones del estado de velocidad de un cuerpo ŕıgido. Por lo tanto,
debe probarse que las diferentes operaciones que se realizan sobre los estados de velocidad son
independientes de las diferentes representaciones. Sin embargo, estos resultados son bien conocidos
y no representan una adición importante, para mayor información, vea, por ejemplo, Gallardo [28]
y Rico [31].

2.2. Ecuaciones de velocidad.

En esta sección se deducen las ecuaciones de velocidad de un cuerpo ŕıgido con respecto a un
sistema de referencia, las derivadas temporales de vectores con respecto a sistemas de referencia
fijos o móviles juegan un papel fundamental en el desarrollo de la presente sección.

Definición 2.1. Sea {b1, b2, b3} una base ortonormal y a derechas de R
3 fija en el cuerpo m,

entonces la velocidad angular del cuerpo m, con respecto a un cuerpo j, vea Figura 2.2, se define
como,

j

m

b2

b1

b3

Figura 2.2: Base ortonormal {b1, b2, b3} fija en el cuerpo ŕıgido m.
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2.2. ECUACIONES DE VELOCIDAD.

jωm ≡ b1

jdb2
dt

· b3 + b2

jdb3
dt

· b1 + b3

jdb1
dt

· b2 (2.3)

donde, (·) representa al producto interno o escalar usual del álgebra vectorial tridimensional.
En la siguiente proposición se muestra la relación que existe entre la velocidad angular, jωm, de

un cuerpo ŕıgido m tomando como sistema de referencia a un cuerpo ŕıgido j, y un vector arbitrario
β fijo a m cuya orientación, con respecto a este, es invariante.

Proposición 2.1. Sean m y j dos cuerpos ŕıgidos, jωm es la velocidad angular de m respecto de j
si, y sólo si para todo vector arbitrario β fijo en el cuerpo ŕıgido m, vea Figura 2.3, se cumple que,

jdβ

dt
= jωm × β (2.4)

j
m

j m
w

b

Figura 2.3: Vector β fijo al cuerpo ŕıgido m.

Prueba. Suponga que jωm está dada por la ecuación (2.3), sea β un vector arbitrario fijo en el
cuerpo m, y sea {b1, b2, b3} una base ortonormal y a derechas fija en el cuerpo m, entonces

β = β1b1 + β2b2 + β3b3 (2.5)

donde β1, β2 y β3 son escalares constantes. Debe notarse que

jωm × b1 =

�
b1

jdb2
dt

· b3 + b2

jdb3
dt

· b1 + b3

jdb1
dt

· b2
�
× b1

= −b3

jdb3
dt

· b1 + b2

jdb1
dt

· b2 (2.6)

Simplificando la ecuación anterior se obtiene el siguiente resultado,

jωm × b1 =
jdb1
dt

(2.7)

De manera semejante,
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2.2. ECUACIONES DE VELOCIDAD.

jωm × b2 =
jdb2
dt

(2.8)

y

jωm × b3 =
jdb3
dt

(2.9)

Entonces

jωm × β =

�
b1

jdb2
dt

· b3 + b2

jdb3
dt

· b1 + b3

jdb1
dt

· b2
�
× (β1b1 + β2b2 + β3b3)

= b1

�
β1

jdb1
dt

· b1 + β2
jdb2
dt

· b1 + β3
jdb3
dt

· b1
�

+ b2

�
β1

jdb1
dt

· b2 + β2
jdb2
dt

· b2 + β3
jdb3
dt

· b2
�

+ b3

�
β1

jdb1
dt

· b3 + β2
jdb2
dt

· b3 + β3
jdb3
dt

· b3
�

= b1

�
jdβ

dt
· b1

�
+ b2

�
jdβ

dt
· b2

�
+ b3

�
jdβ

dt
· b3

�
=

jdβ

dt
(2.10)

En la dirección opuesta, suponga que para todo vector β fijo en m se tiene que

jωm × β =
jdβ

dt
(2.11)

entonces en particular,

jωm × bi =
jdbi
dt

para i = 1, 2, 3. (2.12)

Suponga que,

jωm = ω1b1 + ω2b2 + ω3b3, (2.13)

entonces

ω1 =
�
jωm × b2

�
· b3 =

jdb2
dt

· b3,

ω2 =
�
jωm × b3

�
· b1 =

jdb3
dt

· b1
y

ω3 =
�
jωm × b1

�
· b2 =

jdb1
dt

· b2.

Por lo tanto
jωm = b1

jdb2
dt

· b3 + b2

jdb3
dt

· b1 + b3

jdb1
dt

· b2 (2.14)

�
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2.3. EQUIVALENCIA ENTRE ESTADOS DE VELOCIDAD.

2.3. Equivalencia entre estados de velocidad.

Es preciso establecer condiciones necesarias y suficientes para que dos posibles representaciones
de un estado de velocidad sean equivalentes. Desde un punto de vista teórico la respuesta es simple:
Dos representaciones definen el mismo estado de velocidad de un cuerpo ŕıgido si, y solo1 si,
la velocidad de cualquier punto fijo en el cuerpo ŕıgido, calculada a partir de las dos diferentes
representaciones es la misma. Desde un punto de vista anaĺıtico, la respuesta a esta pregunta
está dada por la siguiente proposición.

Proposición 2.2. Sea m un cuerpo ŕıgido el cual se observa desde otro cuerpo ŕıgido o sistema de
referencia j. Más aun, sea O y O∗ un par de puntos arbitrarios fijos en el cuerpo m. Entonces, dos
representaciones del estado de velocidad del cuerpo ŕıgido m con respecto al cuerpo ŕıgido j tienen
la forma

jV m
O =

[

jωm
1

jvm
O

]

y jV m
O∗ =

[

jωm
2

jvm
O∗

]

(2.15)

definen el mismo estado de velocidad si, y solo si,

jωm
1 = jωm

2 = jωm y jvm
O∗ = jvm

O + jωm × rO∗/O. (2.16)

Prueba. Sea P un punto arbitrario perteneciente al cuerpo m, entonces dos posibles representa-
ciones del estado de velocidad del cuerpo ŕıgido m con respecto al cuerpo ŕıgido j son

jV m
O =

[

jωm
1

jvm
O

]

y jV m
O∗ =

[

jωm
2

jvm
O∗

]

definen el mismo estado de velocidad si, y solo si, para cualquier punto P , la velocidad del punto
P obtenida de las dos representaciones es la misma. Por lo que,

jvm
P/O = jvm

O + jωm
1 × rP/O = jvm

O∗ + jωm
2 × rP/O∗ = jvm

P/O∗ .

Ahora, como P puede ser cualquier punto sobre el cuerpo, entonces se toma P = O, por tanto

jvm
O = jvm

O∗ + jωm
2 × rO/O∗ . (2.17)

De manera similar, si se toma P = O∗ se tiene que

jvm
O∗ = jvm

O + jωm
1 × rO∗/O. (2.18)

Restando la ecuación (2.18) a la ecuación (2.17), se obtiene

−jωm
1 × rO∗/O = jωm

2 × rO/O∗

o �
jωm

1 − jωm
2

�
× rO∗/O = 0.

1La palabra solo tanto cuando es adverbio y equivale a solamente (Solo llevaba un par de monedas en el bolsillo)
como cuando es adjetivo (No me gusta estar solo) no deben llevar tilde según las reglas generales de acentuación, para
mayor información consulte la página web oficial de la Real Academia Española https://www.rae.es/consultas/el-
adverbio-solo-y-los-pronombres-demostrativos-sin-tilde.
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2.4. TEOREMA DE CHASLES INFINITESIMAL.

Dado que O y O∗ son arbitrarios, la única posibilidad restante es que

jωm
1 − jωm

2 = 0

por lo tanto
jωm

1 = jωm
2 = jωm (2.19)

Este resultado también implica que la velocidad angular de un cuerpo m observado desde un cuerpo
j es una propiedad del cuerpo. Más aun, después de esta equivalencia de velocidades angulares,
ecuación (2.18) se transforma en la condición restante:

jvm
O∗ = jvm

O + jωm × rO∗/O. (2.20)

�

Entonces es posible establecer la siguiente definición:

Definición 2.2. Sean

jV m
O =

[

jωm
1

jvm
O

]

y jV m
O∗ =

[

jωm
2

jvm
O∗

]

(2.21)

dos representaciones del estado de velocidad de un cuerpo m, observado desde un sistema de
referencia j. Se dice que los estados de velocidad son equivalentes si, y solo si,

jωm
1 = jωm

2 = jωm y jvm
O∗ = jvm

O + jωm × rO∗/O. (2.22)

2.4. Teorema de Chasles infinitesimal.

Una vez conocido el concepto de estado de velocidad, el concepto de tornillo infinitesimal se
introduce en la presente sección.

El Teorema de Chasles establece que todo desplazamiento Eucĺıdeo es equivalente a un des-
plazamiento de tornillo; es decir, una rotación alrededor de un eje y una traslación a lo largo del
mismo eje, este eje se conoce como el eje instantáneo del tornillo, ISA por su abreviación en inglés
Instantaneous Screw Axis.

Entonces, una representación del estado de velocidad de un cuerpo ŕıgido m, tal como se observa
desde un sistema de referencia j, sometido unicamente a traslación; es decir la jωm = 0 al no tener
rotación respecto del sistema de referencia j, se escribe de la forma

jV m
P =

[

0

jvm
P

]

(2.23)

Por otro lado, si el cuerpo m está sometido únicamente a rotación, una representación de su estado
de velocidad, tal como se observa desde j se escribe de la forma

jV m
P =

[

jωm

jvm
P

]

= jωm

[

jsm

rP/O × jsm

]

(2.24)

donde O es el origen de un sistema coordenado fijo en el sistema de referencia j.
El caso más general ocurre cuando el cuerpo m está sometido a un movimiento de tornillo; en

este caso, una representación de sus estado de velocidad, tal como se observa desde j, se escribe de
la forma
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2.5. EL ÁLGEBRA DE LIE, SE(3), DEL GRUPO EUCLÍDEO, SE(3).

jV m
P =

[

jωm

jvm
P

]

= jωm

[

jsm

rP/O × jsm + jhm
jsm

]

(2.25)

donde O es el origen de un sistema coordenado fijo en el sistema de referencia j y jhm es el paso
del tornillo, dado por

jhm =
jvm

O · jωm

jω2
m

2.5. El Álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo, SE(3).

La teoŕıa de tornillos se sustenta bajo un principio simple, en el que la velocidad instantánea
a la cual está sujeto un cuerpo ŕıgido puede expresarse por la rotación alrededor de un eje y
una traslación a lo largo del mismo. La combinación de estos movimientos es conocida como el
desplazamiento espacial del tornillo, o twist en inglés, Hunt [32].

Definición 2.3 Álgebra de Lie, se(3). Es el conjunto de todos los posibles estados de velocidad
V que puede tener un cuerpo ŕıgido cuando se observa desde un sistema de referencia arbitrario.
El álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo, SE(3), es un álgebra real y sus elementos están dados
por

V = λ
�
s; rP/O × s+ hs

�
= λ$ = (ω,vP/O). (2.26)

Es de conocimiento general, vea Rico [31], que el álgebra de tornillos es isomórfica con el álgebra
de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo. La representación de la ecuación (2.26) se obtiene mediante el
producto escalar λ$, donde λ ∈ R, está asociada a la magnitud de la velocidad del par cinemático.

Además, considere que s ∈ R
3, con |s| = 1, es el vector posición de un punto arbitrario ubicado

sobre L asociada al eje del tornillo, rP/O ∈ R
3 es el vector posición de un punto arbitrario ubicado

sobre L y que se mide con respecto a un sistema coordenado previamente establecido, h ∈ R, es el
paso del tornillo, ω es la velocidad angular del cuerpo ŕıgido y vP/O es la velocidad de un punto P
unido ŕıgidamente a este cuerpo. Estos parámetros geométricos asociados a un tornillo se muestran
en la Figura 2.4.

El álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo, SE(3), requiere de tres operaciones. Considere que
∀ VO1

,VO2,VO3 ∈ se(3), y ∀ λ1, λ2, λ3 ∈ R, todos ellos arbitrarios.

1. Adición.
VO1

+ VO2
= (ω1;vO1

) + (ω2;vO2
) = (ω1 + ω2;vO1

+ vO2
) (2.27)

2. Multiplicación por escalar.

λVO1
= λ (ω1;vO1

) = (λω1;λvO1
) (2.28)

3. Producto de Lie.

[VO1
,VO2

] = [(ω1;vO1
) , (ω2;vO2

)] = (ω1 × ω2;ω1 × vO2
− ω2 × vO1

) . (2.29)

Se puede probar que las operaciones de adición y multiplicación por escalar definen un espacio
vectorial real. Sin embargo, para representar un álgebra, sus elementos deben estar cerrados con
respecto al producto de Lie. En adición, el producto de Lie satisface las siguientes propiedades.
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2.6. SUBESPACIOS Y SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE LIE, SE(3).

j

m

O

P

rP/O

X

Y

Z

L

s

h

Figura 2.4: Parámetros geométricos asociados a un tornillo infinitesimal.

1. Bilineal: Lineal en la primera variable

[λ1VO1
+ λ2VO2

,VO3
] = λ1 [VO1

,VO3
] + λ2 [VO2

,VO3
] , (2.30)

y, lineal en la segunda variable

[VO1
, λ2VO2

+ λ3VO3
] = λ2 [VO1

,VO2
] + λ3 [VO1

,VO3
] . (2.31)

2. Antisimétrico.
[VO1

,VO2
] = − [VO2

,VO1
] . (2.32)

3. Identidad de Jacobi.

[VO1
, [VO2

,VO3
]] + [VO3

, [VO1
,VO2

]] + [VO2
, [VO3

,VO1
]] = 0. (2.33)

Sin embargo, debe notarse que, en general, el producto de Lie no es asociativo.

[VO1
, [VO2

,VO3
]] ̸= [[VO1

,VO2
] ,VO3

] (2.34)

En toda álgebra hay dos subconjuntos con propiedades especiales conocidas como subespacios
y subálgebras. En el caso del álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo, SE(3), estas estructuras
son fundamentales para el análisis de la movilidad de mecanismos, formados por cuerpos ŕıgidos y
flexibles.

2.6. Subespacios y subálgebras del álgebra de Lie, se(3).

En esta sección se definen las estructuras algebraicas más importantes desde el punto de vista
de movilidad del álgebra de Lie, se(3).
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2.7. SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE LIE, SE(3), DEL GRUPO EUCLÍDEO, SE(3).

Definición 2.4 Subespacio del álgebra de Lie, se(3). . Un subconjunto V del álgebra de Lie,
se(3), de un espacio vectorial denotado por V ⊂ se(3) se dice que es un subespacio del álgebra de
Lie, se(3), tal que V < se(3), si V es por śı solo, un espacio vectorial con las operaciones de adición
y multiplicación por escalar; es decir, si se satisfacen las siguientes propiedades.

VO1
+ VO2

∈ V ∀VO1
,VO2

∈ V, (2.35)

y
λVO1

∈ V ∀VO1
∈ V, ∀λ ∈ R. (2.36)

Definición 2.5 Subálgebra del álgebra de Lie, se(3). Un subconjunto A del álgebra de Lie,
se(3), denotado por A ⊂ se(3), es una subálgebra del álgebra de Lie, se(3), tal que A < se(3) si el
subconjunto es un subespacio vectorial, que además, está cerrado respecto al producto de Lie; es
decir, si se satisface la propiedad adicional.

[VO1
,VO2

] ∈ A ∀VO1
,VO2

∈ A. (2.37)

Con estas definiciones es evidente que todas las subálgebras son subespacios, sin embargo no
todo subespacio forma una subálgebra.

2.7. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo,
SE(3).

La Figura 2.5 muestra la clasificación de las subálgebras del álgebra de Lie, se(3), del grupo
Eucĺıdeo, SE(3), y sus relaciones de inclusión. Esta clasificación se organiza con base en la dimensión
de las respectivas subálgebras. El álgebra de Lie, se(3), tiene una subálgebra trivial, dibujada con
un contorno color azul, dada por el conjunto formado exclusivamente por subconjunto vaćıo, {0},
y una subálgebra impropia, dibujada por un contorno color verde, la cual está constituida por toda
el álgebra de Lie, se(3), y tiene una dimensión igual a seis. Finalmente, en la Figura 2.5 también
se ilustra mediante contornos de color rojo aquellas subálgebras que son conmutativas.

La descripción de las subálgebras del álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo, SE(3), se
presenta a continuación siguiendo la notación establecida por Hervé [33], Pérez-Soto [34] y Tadeo-
Chávez [35].

2.7.1. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión uno.

Subálgebra tu1
, prismático. Representa los estados de velocidad producidos por una tras-

lación a lo largo de una ĺınea cuya dirección arbitraria está asociada al vector u1, tal que

tu1
=

¦
(0;vO) | vO = λu1, u1 ∈ R

3, λ ∈ R, |u1| = 1
©
. (2.38)

Subálgebra, rP,u1
, revoluta. Representa los estados de velocidad producidos por la rotación

alrededor de un eje fijo que pasa por un punto P . Para esta subálgebra el eje de rotación es
paralelo al vector u1 de manera que

rP,u1
=

¦�
λ1u1;λ1u1 × rO/P

�
| λ1 ∈ R; u1, rO/P ∈ R

3; |u1| = 1; rO/P cte.
©

(2.39)

13



2.7. SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE LIE, SE(3), DEL GRUPO EUCLÍDEO, SE(3).
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Figura 2.5: Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo, SE(3).

Subálgebra hP,u1,p, helicoidal. Representa los estados de velocidad producidos por un par
de tornillo, es decir, una rotación alrededor de un eje fijo paralelo a la dirección u1 que pasa
por el punto P , además de un desplazamiento traslacional producido por su paso p en la
misma dirección.

hP,u1,p =
¦�

λ1u1;λ1u1 × rO/P

�
| p, λ1 ∈ R; u1, rO/P ∈ R

3; |u1| = 1; p, rO/P ctes.
©

(2.40)

2.7.2. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión dos.

Subálgebra t⊥
u1
, traslación plana. Representa los estados de velocidad producidos por

traslaciones arbitrarias en un plano perpendicular al vector u1, tal que

t⊥
u1

=
¦
(0;vO) | vO=λ2u2+λ3u3;u2,u3∈ R

3;λ2, λ3∈ R; |u2|= |u3|=1,u1 ·u2=u1 ·u3=0
©
.
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2.7. SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE LIE, SE(3), DEL GRUPO EUCLÍDEO, SE(3).

Subálgebra CP,u1
, ciĺındrico. Representa los estados de velocidad producidos por una

rotación alrededor de un eje fijo paralelo a la dirección u1 que pasa por un punto P , más una
traslación en la misma dirección.

CP,u1
=

¦�
λ1u1;λ1u1 × rO/P + λ2u1

�
| λ1, λ2 ∈ R;u1, rO/P ∈ R

3; |u1| = 1; rO/P cte.
©

2.7.3. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión tres.

Subálgebra tu1,u2,u3
, traslación espacial. Representa los estados de velocidad producidos

por traslaciones espaciales de un cuerpo ŕıgido, tal que

tu1,u2,u3
=

¦
(0;vO) | vO ∈ R

3
©
, (2.41)

donde u1,u2,u3 forman un conjunto linealmente independiente. Es importante notar que a
diferencia de las restantes subálgebras, solo hay una subálgebra de traslaciones espaciales.
Además, esta subálgebra es un ideal del álgebra de Lie, se(3).

Subálgebra gu1
, movimientos planos. Representa los estados de velocidad producidos

por traslaciones arbitrarias en un plano perpendicular al vector u1, además de una rotación
paralela a esta dirección, tal que

gu1
=

¦�
λ1u1;λ1u1 × rO/P + λ2u2 + λ3u3

�
| λ1, λ2, λ3 ∈ R;u1,u2,u3, rO/P ∈ R

3,

|u1| = |u2| = |u1| = 1; u1 · u2 = u1 · u3 = 0; rO/P cte.
©

Subálgebra sO, esférica. Representa los estados de velocidad producidos por rotaciones de
un cuerpo ŕıgido alrededor de un punto fijo O.

sO =
¦�

ω;ω × rO/P

�
| ω, rO/P ∈ R

3, rO/P cte.
©

(2.42)

Subálgebra yu1,p, traslación plana de un desplazamiento helicoidal. Representa los
estados de velocidad producidos por traslaciones arbitrarias de un cuerpo ŕıgido en un plano
perpendicular a u1, además de un movimiento de tornillo paralelo a u1; es decir los estados
de velocidad producidos por traslaciones perpendiculares al vector u1 y un movimiento de
tornillo paralelo a u1.

yu1,p =
¦�

λ1u1;λ1u1×rO/P+λ1pu1+λ2u2+λ3u3

�
| λ1, λ2, λ3, p ∈ R;u1,u2,u3, rO/P ∈ R

3,

|u1| = |u2| = |u3| = 1; u1 · u2 = u1 · u3 = 0; p, rO/P cte.
©

2.7.4. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión cuatro.

Subálgebra xu1
, Schönflies. Representa los estados de velocidad producidos por traslacio-

nes espaciales de un cuerpo ŕıgido, que además, es libre de rotar alrededor de cualquier eje
paralelo a u1.

xu1
=
¦�

λ0u1;λ0u1×rO/P+λ1pu1+λ2u2+λ3u3

�
| λ0, λ1, λ2, λ3 ∈ R;u1,u2,u3, rO/P ∈ R

3,

|u1| = |u2| = |u3| = 1; u1 · u2 = u1 · u3 = 0; p, rO/P cte.
©
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Caṕıtulo 3

Espacios ortogonales reales y sus
espacios duales

El propósito de este caṕıtulo es presentar una serie de conceptos y resultados que juegan un
papel importante en la cinemática de los cuerpos ŕıgidos. La mayoŕıa de los resultados pueden
encontrarse dispersos en la literatura especializada, por ejemplo, vea [36], [37] y [38]. Este caṕıtulo
es una extensión, añadiendo algunos ejemplos y proposiciones, del caṕıtulo 3 de la tesis presentada
por Rocha [29]. Además se muestran propiedades de la forma de Klein una de las dos formas
simétricas bilineales del álgebra de Lie, se(3), y de la correlación asociada a la forma de Klein y
como esta correlación puede aplicarse para la śıntesis de dispositivos de posicionamiento flexible.

3.1. Definiciones y elementos invertibles.

En esta sección se hace una presentación del concepto de un espacio ortogonal X en términos
de la extensión del concepto de producto escalar también llamado forma simétrica bilineal, en un
espacio vectorial real X.

Definición 3.1 Forma simétrica bilineal. Una forma simétrica bilineal en X es un mapeo
bilineal que se define como:

X× X −→ R (a, b) −→ a · b
tal que la forma es simétrica

(a, b) = a · b = b · a = (a, b) ∀a, b ∈ X.

Ya que el mapeo es bilineal, se deben cumplir las siguientes condiciones:

(µ1a1 + µ2a2, b) = µ1(a1, b) + µ2(a2, b),

(a, µ1b1 + µ2b2) = µ1(a, b1) + µ2(a, b2).

Puesto que el espacio vectorial es real, y el mapeo tiene como imagen el campo de los números
reales, la forma simétrica bilineal se llama real. Sólo se considerarán aqúı formas simétricas bilineales
reales.
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3.1. DEFINICIONES Y ELEMENTOS INVERTIBLES.

Definición 3.2 Forma cuadrática. La forma cuadrática asociada con una forma simétrica bilineal
es el mapeo definido como:

X −→ R a −→ a · a = (a,a).

Esta definición implica que una forma simétrica bilineal define, de manera única, una forma
cuadrática. El siguiente resultado muestra que una forma cuadrática define de manera única una
forma simétrica bilineal.

Proposición 3.1. Una forma simétrica bilineal real está únicamente definida por su forma cuadráti-
ca.

Prueba. Sea (a− b) ∈ X; entonces

(a− b,a− b) = (a− b,a)− (a− b, b) = (a,a)− (b,a)− (a, b) + (b, b)

= (a,a)− 2 (a, b) + (b, b);

por lo tanto

(a, b) =
1

2
[(a,a) + (b, b)− (a− b,a− b)]

quedando aśı probado.

�

Corolario 3.1. La forma simétrica bilineal es el mapeo cero si, y solo si, su forma cuadrática es el
mapeo cero.

Prueba. Suponga que la forma cuadrática es el mapeo cero, entonces

(c, c) = 0 ∀ c ∈ X

considere ahora a, b ∈ X arbitrarios

(a, b) =
1

2
[(a,a) + (b, b)− (a− b,a− b)] =

1

2
[0 + 0 + 0] = 0

entonces se ha probado que la forma simétrica bilineal es el mapeo cero; es decir

(a, b) = 0 ∀a, b ∈ X

Por el contrario, suponga que la forma simétrica bilineal es el mapeo 0, entonces se tiene que

(a,a) = 0 ∀a ∈ X

y se ha probado que la forma cuadrática es el mapeo cero. �

Definición 3.3. Dos elementos a, b ∈ X se dice que son mutuamente ortogonales si

(a, b) = a · b = 0.

Dos subconjuntos A,B ⊂ X se dice que son mutuamente ortogonales si

(a, b) = a · b = 0 ∀ a ∈ A, ∀ b ∈ B

Posteriormente, este concepto de ortogonalidad se extendrá a subespacios de un espacio ortogonal.
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3.1. DEFINICIONES Y ELEMENTOS INVERTIBLES.

Definición 3.4. Un espacio vectorial real X, equipado con una forma simétrica bilineal real, será lla-
mado espacio ortogonal real. Cualquier subespacio vectorial W, de un espacio ortogonal X, es un
subespacio ortogonal de X bajo la restricción sobre W×W de la forma simétrica bilineal de X.

Ejemplo 3.1. Considere un espacio ortogonal R3 bajo el producto escalar usual.

R
3 × R

3 −→ R (a, b ) = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3

Considere PX−Y < R
3, un subespacio de R

3, es decir:

PX−Y = {(a1, a2, a3)|a3 = 0} = {(a1, a2, 0)|a1, a2 ∈ R}

Sean c = (c1, c2, 0), d = (d1, d2, 0) ∈ PX−Y arbitrarios. Entonces

(c,d) = c1 d1 + c2 d2 + 0 · 0 = c1 d1 + c2 d2 (3.1)

Por lo que PX−Y es por si solo un espacio ortogonal.

Definición 3.5. Un espacio ortogonal X se dice que es positivo-definido (positivo-semidefinido) si,
para todo vector a diferente de cero1

a ∈ X (a,a) > 0 ((a,a) ≥ 0).

De manera semejante, el espacio ortogonal se dice que es negativo-definido (negativo-semidefinido)
si para todo vector a diferente de cero

a ∈ X (a,a) < 0 ((a,a) ≤ 0).

Además, un espacio ortogonal se dice que es indefinido si existen a, b ∈ X tal que

(a,a) > 0 y (b, b) < 0.

Finalmente, un espacio ortogonal cuyo producto escalar o forma simétrica bilineal es el mapeo
cero se dice que es isotrópico, y un espacio ortogonal que es la suma directa de dos subespacios
isotrópicos se dice que es neutral.

Ejemplo 3.2. Considere R3 bajo la forma simétrica bilineal estándar, es decir, el producto escalar
o producto punto.

(a, b) = a · b = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3

Entonces, la forma cuadrática en el espacio ortogonal está dada por

q(a) = (a,a) = a1
2 + a2

2 + a3
2

1Puesto que la forma simétrica es bilineal, entonces para

0 ∈ X (0,0) = (0a, 0b) = 0(a, b) = 0. ∀a, b ∈ X
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3.1. DEFINICIONES Y ELEMENTOS INVERTIBLES.

Este espacio ortogonal es positivo definido.
Considere

q(a) = (a,a) = a1
2 + a2

2 + a3
2 ≥ 0 ∀a ∈ R

3

además

q(a) = 0 ⇐⇒ a1 = a2 = a3 = 0 ⇐⇒ a = 0.

Ejemplo 3.3 Forma de Killing. Considere el espacio ortogonal formado por se(3) con la forma
de Killing.

(ω1 $1, ω2 $2) =

([

ω1

vO1

]

,

[

ω2

vO2

])

= ω1 · ω2

La forma cuadrática asociada a la forma de Killing está dada por

(ω1 $1, ω1 $1) =

([

ω1

vO1

]

,

[

ω1

vO1

])

= ω1 · ω1 = ω1x
2 + ω1y

2 + ω1z
2

Entonces el espacio ortogonal formado por se(3) y la forma de Killing es positivo semidefinido.

Considere ω1 $1 ∈ se(3) arbitrario.

(ω1 $1, ω1 $1) = ω1x
2 + ω1y

2 + ω1z
2 ≥ 0 ∀ ω1 $1 ∈ se(3)

Sin embargo considere

([

0

vO1

]

,

[

0

vO1

])

= 0 · 0 = 0 pero

[

0

vO1

]

̸=
[

0

0

]

.

Por lo tanto, se(3), junto con la forma de Killing constituye un espacio ortogonal positivo
semidefinido.

Definición 3.6. Un a ∈ X se dice que es invertible, también llamado no nulo, si (a,a) ̸= 0. El
elemento

a−1 =
a

(a,a)

se llama inverso de a.

Proposición 3.2. Todo espacio ortogonal real no isotrópico tiene elementos invertibles.

Prueba. Suponga que X es un espacio ortogonal real no isotrópico, entonces, por la Definición 1.5
la forma simétrica bilineal no es cero y por el Corolario 1.1 la forma cuadrática en X es también
diferente de cero.

Por lo tanto, existen a ∈ X, tal que

(a,a) ̸= 0

y a ∈ X seŕıa invertible. �
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3.1. DEFINICIONES Y ELEMENTOS INVERTIBLES.

Proposición 3.3. Sea a ∈ X invertible; entonces, para algunos µ ∈ X, (µa, µa) = ±1.

Prueba. Sea a ∈ X invertible; entonces,

(µa, µa) = µ2(a,a). (3.2)

Puesto a es invertible, entonces (a,a) ̸= 0. Por lo tanto, la ecuación (3.2) tiene dos posibles
soluciones

(µa, µa) = µ2(a,a) = 1 o (µa, µa) = µ2(a,a) = −1

�

Ejemplo 3.4. Considere el espacio ortogonal R3 con la forma simétrica bilineal usual

(a, b ) = a1 b1 + a2 b2 + a3 b3

Entonces a = (1,−1, 1) es invertible pues

(a,a) = ((1,−1, 1), (1,−1, 1)) = 12 + (−1)2 + 12 = 3 ̸= 0

entonces âu se define como

âu =
aÈ
(a,a)

=
(1,−1, 1)√

3
=

�
1√
3
,− 1√

3
,
1√
3

�

Pues

(âu, âu) =

�
1√
3
(1,−1, 1)

�
·
�

1√
3
(1,−1, 1)

�
=

1

3

�
(1)2 + (−1)2 + (1)2

�
= 1

Ejemplo 3.5 Forma de Killing. Considere el espacio ortogonal se(3) con la forma de Killing.
Considere

ω1 $1 =

[

ω1

vO1

]

=

[

(1i+ 1k)

(3i− 5j + 6k)

]

ω1 $1 es invertible pues

(ω1 $1, ω1 $1) =

([

ω1

vO1

]

,

[

ω1

vO1

])

= ω1 · ω1 = (1i+ 1k) · (1i+ 1k) = 1 + 1 = 2

Entonces el tornillo unitario (ω1$1)u respecto a la forma de Killing se define como

(ω1$1)u =
ω1$1È

(ω1$1, ω1$1)
=

[ 1√
2
i+ 1√

2
k

3√
2
i− 5√

2
j + 6√

2
k

]

Proposición 3.4. Si a y b son elementos invertibles de un espacio ortogonal X, y (a,a) = (b, b),
entonces a+ b y a− b son mutuamente ortogonales, y a+ b o a− b es invertible.

20



3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

Prueba. Primeramente considere que

(a+ b,a− b) = (a,a− b) + (b,a− b) = (a,a)− (a, b) + (b,a)− (b, b)

= (a,a)− (b, b) = 0

Por lo tanto, a+ b y a− b son ortogonales. A continuación considere

(a+ b,a+ b) + (a− b,a− b) = (a,a) + 2 (a, b) + (b, b) + (a,a)− 2(a, b) + (b, b)

= 2 (a,a) + 2 (b, b) = 4 (a,a).

Puesto que (a,a) ̸= 0, entonces (a + b,a + b) y (a − b,a − b) no pueden ser ambos cero; en
consecuencia, por lo menos uno de ellos debe ser invertible. �

3.2. Correlaciones lineales y espacios degenerados.

En esta sección, se presentarán los conceptos de correlaciones lineales y espacios ortogonales
degenerados.

Definición 3.7. Sea X un espacio vectorial real, con X
L como su espacio dual; es decir, XL es el

espacio vectorial constituido por todos los mapeos lineales de X al campo real R; estos mapeos se
denominan también funcionales lineales. Una correlación lineal en X es cualquier mapeo lineal

σ : X −→ X
L σ(x) = xσ

La imagen de x bajo σ es un funcional lineal representado por xσ. Una correlación se dice que es
simétrica si

aσ(b) = bσ(a) ∀a, b ∈ X.

Ejemplo 3.6. Considere R
3 como un espacio vectorial y R

3L su espacio dual. La correlación

σ : R3 −→ R
3L tal que σ(x) = xσ ∈ R

3L

donde xσ : R3 −→ R, donde la regla de correspondencia está dada por

xσ( ) = 2x1( )1 − 3x2( )3 + 5x3( )2

significa que ∀y ∈ R
3

xσ(y) = 2x1 y1 − 3x2 y3 + 5x3 y2

pruebe que es lineal pero no simétrica.
Primeramente se debe probar que σ : R3 −→ R

3L es lineal; es decir, es necesario probar que la
transformación o mapeo es:

Aditiva. (x+ y)σ = xσ + yσ

(x+ y)σ( ) = (2x1 + 2y1)( )1 − (3x2 + 3y2)( )3 + (5x3 + 5y3)( )2

= [2x1( )1 − 3x2( )3 + 5x3( )2] + [2y1( )1 − 3y2( )3 + 5y3( )2] = xσ( ) + yσ( )

Homogénea. σ(λx) = (λx)σ = λ[xσ]

(λx)σ( ) = [2(λx1)]( )1 − [3(λx2)]( )3 + [5(λx3)]( )2

= λ[2x1( )1 − 3x2( )3 + 5x2( )2] = λxσ( )

Es necesario ahora probar que xσ es aditiva y homogénea; es decir, que xσ es un funcional lineal.
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3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

Aditiva. Para todo y, z ∈ R
3

y + z = (y1, y2, y3) + (z1, z2, z3) = (y1 + z1, y2 + z2, y3 + z3) (3.3)

Entonces,

xσ(y + z) = 2x1(y1 + z1)− 3x2(y3 + z3) + 5x3(y2 + z2)

= (2x1 y1 − 3x2 y3 + 5x3 y2) + (2x1 z1 − 3x2z3 + 5x3 z2) = xσ(y) + xσ(z).

Homogénea. Para todo y ∈ R
3 , λ ∈ R

λy = λ(y1, y2, y3) = (λ y1, λ y2, λ y3) (3.4)

Entonces,

xσ(λy) = 2x1(λy1)− 3x2(λy3) + 5x3(λy2) = λ(2x1 y1 − 3x2 y3 + 5x3 y2) = λxσ(y).

Por lo tanto xσ es lineal y xσ ∈ R
3L. Sin embargo, la correlación no es simétrica, pues

xσ(y) = 2x1y1 − 3x2y3 + 5x3y2

mientras que
yσ(x) = 2y1x1 − 3y2x3 + 5y3x2.

Por lo que, en general
xσ(y) ̸= yσ(x)

Proposición 3.5. Cualquier correlación simétrica lineal σ induce una forma simétrica bilineal en
la siguiente manera

(a, b) = aσ(b) = bσ(a).

Rećıprocamente, cualquier producto escalar (a, b) induce una única correlación simétrica, esto es
el mapeo a −→ aσ, donde el funcional aσ es definido por

aσ(b) = (a, b) ∀a, b ∈ X.

Prueba. Suponga que σ es una correlación simétrica lineal, y sea a, b ∈ X. Entonces σ define una
forma simétrica bilineal de acuerdo a

(a, b) = aσ(b).

es suficiente demostrar que esta forma es simétrica y bilineal, considere que

(a, b) = aσ(b) = bσ(a) = (b,a),

la forma es simétrica. Sea b1, b2 ∈ X; entonces2

(a, b1 + µb2) = aσ(b1 + µb2) = aσ(b1) + aσ(µb2) = (a, b1) + µ(a, b2)

la forma es lineal en su segunda variable.

2Puesto que la forma es simétrica, para probar su bilinealidad es suficiente probar que la forma es lineal en uno
de sus dos argumentos.
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3.2. CORRELACIONES LINEALES Y ESPACIOS DEGENERADOS.

Suponga que (a, b) es una forma simétrica bilineal en X, defina la correlación σ : X −→ X
L

como σ(a) = aσ donde aσ es definida como

aσ(b) = (a, b).

Ya que la forma es simétrica bilineal, entonces

aσ(b) = (a, b) = (b,a) = bσ(a),

y la correlación es simétrica. Puesto que la forma es bilineal, entonces

aσ(b1 + µb2) = (a, b1 + µb2) = (a, b1) + µ(a, b2) = aσ(b1) + µ[aσ(b2)].

muestra que la correlación es lineal.
De esa manera el mapeo aσ es un funcional lineal. Queda demostrar que σ es lineal. Considere

que
(a1 + µa2)

σ(b) = (a1 + µa2, b) = (a1, b) + µ(a2, b) = aσ1 (b) + µaσ2 (b).

Este último resultado completa la prueba. �

Un espacio lineal real X con una correlación σ es llamado espacio vectorial real correlacionado.

Puesto que, por el teorema anterior, cualquier espacio real ortogonal tiene una correlación
simétrica inducida, cualquier espacio real ortogonal puede considerarse como un espacio vectorial
real correlacionado, donde la correlación es, además, lineal y simétrica. El resultado opuesto también
es cierto.

El siguiente resultado requiere que el espacio vectorial involucrado sea finito dimensional. Esta
es la clase de espacios vectoriales que es importante en el estudio del Álgebra de Lie, se(3), del
grupo Eucĺıdeo, SE(3). Sin embargo, algunos de los resultados son también válidos para espacios
vectoriales infinito dimensionales.

Ejemplo 3.7 Correlaciones en R
3 y en se(3). Considere R

3 como espacio ortogonal bajo el
producto escalar usual

(a, b) = a1b1 + a2b2 + a3b3

Determine la correlación σ : R3 −→ R
3L asociada al producto escalar

σ(a) = aσ aσ : R3 −→ R

aσ( ) = a1( )1 + a2( )2 + a3( )3

Considere se(3) como un espacio ortogonal bajo la forma de Killing

Ki (V1,V2) = Ki

([

ω1

vO1

]

,

[

ω2

vO2

])

= ω1 · ω2

Determine la correlación σKi : se(3) −→ se(3)L asociada a la forma de Killing,

σKi(V1) = V
σKi
1 V

σKi
1 : se(3) −→ R

V
σKi
1 (V2) = ω1x(ω2x) + ω1y(ω2y) + ω1z(ω2z)
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Definición 3.8. Sea X un espacio ortogonal real finito dimensional con correlación inducida σ.
Puesto que σ : X −→ X

L, y dimX = dimX
L, entonces σ es inyectiva si, y solo si, σ es biyectiva. Si

σ es biyectiva, entonces el espacio ortogonal, su forma simétrica bilineal, su forma cuadrática y su
correlación se dice que son no degenerados o no singulares. Si, por el otro lado, σ es no biyectiva,
entonces σ es no inyectiva, y kerσ ̸= 0. Entonces X, la correlación σ y la forma simétrica bilineal
inducida se dice que son degenerados, y el kernel o núcleo de σ es también llamado el kernel o
núcleo3 de X.

Proposición 3.6. El núcleo de X es un subespacio vectorial, y contiene todos y cada uno de los
elementos X los cuales son ortogonales a X mismo.

Prueba. Primero, es necesario caracterizar expĺıcitamente los elementos del núcleo de X. Un a ∈ X

pertenece a el núcleo de σ si, y solo si, σ(a) = aσ es el funcional cero, es decir aσ(x) = 0 para todo
x ∈ X. Considere ahora a, b ∈ kerX; entonces

σ(a+ b) = σ(a) + σ(b) = aσ + bσ = 0+ 0 = 0

de aqúı que a+ b ∈ kerX. Similarmente, si µ ∈ R, entonces

σ(µa) = µσ(a) = µaσ = µ0 = 0.

de aqúı que µa ∈ kerX, y kerX es un subespacio de X. Después, sea a ∈ kerX; entonces σ(a) =
aσ = 0, por lo tanto

aσ(x) = (a,x) = 0 ∀x ∈ X;

de aqúı que a es ortogonal a todo X. Finalmente, suponga que a ∈ X satisface que (a,x) = (a,x) =
0 ∀x ∈ X; entonces

aσ(x) = 0 ∀x ∈ X,

de aqúı que aσ es el funcional cero, y a ∈ kerX. �

Ejemplo 3.8 Forma de Killing. Pruebe que la forma de Killing en el espacio ortogonal se(3) es
degenerada; es decir que la correlación

σKi : se(3) −→ se(3)L

asociada a la forma de Killing no es biyectiva y encuentre el kernel o núcleo de se(3) como espacio
ortogonal bajo la forma de Killing.

Puesto que dimse(3) = dimse(3)L para probar que σKi : se(3) −→ se(3)L no es biyectiva
basta probar que σKi no es inyectiva y encontrar el espacio nulo o kernel de σKi

V1 ∈ ker(σKi) ⇐⇒ V
σKi
1 es el funcional cero

es decir
V

σKi
1 (V2) = 0 ∀V2 ∈ se(3)

Ahora bien
V

σKi
1 (V2) = ω1x(ω2x) + ω1y(ω2y) + ω1z(ω2z) = 0 ∀ V2 ∈ se(3)

3El núcleo es también llamado espacio nulo o radical.
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si y solo si
ω1x = ω1y = ω1z = 0

Por lo tanto, el kernel o núcleo de σKi está dado por

σKi = {V1 ∈ se(3) | ω1 = 0} =

{[

0

vO1

]∣

∣

∣

∣

∣

vO1
∈ R

3

}

̸= {0}

Por lo tanto: La correlación σKi, el espacio vectorial se(3) correlacionado bajo σKi, el espacio
ortogonal se(3) junto con la forma de Killing son degenerados.

Otra manera de probar este resultado es la siguiente, considere la base de se(3) dada por

Bse(3) = {V11,V12,V13,V14,V15,V16}

=

{[

ω1x i

0

]

,

[

ω1y j

0

]

,

[

ω1z k

0

]

,

[

0

vO1x i

]

,

[

0

vO1y j

]

,

[

0

vO1z k

]}

Las correlaciones asociadas a los elementos de la base, están dadas por

V
σKi
11 (V2) = ω1x(ω2x) + 0(ω2y) + 0(ω2z) = 0 ∀ V2 ∈ se(3) ⇐⇒ ω1x = 0

V
σKi
12 (V2) = 0(ω2x) + ω1y(ω2y) + 0(ω2z) = 0 ∀ V2 ∈ se(3) ⇐⇒ ω1y = 0

V
σKi
13 (V2) = 0(ω2x) + 0(ω2y) + ω1z(ω2z) = 0 ∀ V2 ∈ se(3) ⇐⇒ ω1z = 0

V
σKi
14 (V2) = 0(ω2x) + 0(ω2y) + 0(ω2z) = 0 ∀ V2 ∈ se(3)

V
σKi
15 (V2) = 0(ω2x) + 0(ω2y) + 0(ω2z) = 0 ∀ V2 ∈ se(3)

V
σKi
16 (V2) = 0(ω2x) + 0(ω2y) + 0(ω2z) = 0 ∀ V2 ∈ se(3)

Por lo tanto,

ker(σKi) = {V1 ∈ se(3) | ω1 = 0} =

{[

0

vO1

]∣

∣

∣

∣

∣

vO1
∈ R

3

}

̸= {0}

Ejemplo 3.9 Subálgebra so(3). Considere so(3) < se(3) por lo tanto so(3) junto con la forma de
Killing constituye también un espacio ortogonal. Determine si so(3) junto con la forma de Killing
es o no degenerado.

Ki : se(3)× se(3) −→ R Ki

([

ω1

vO1

]

,

[

ω2

vO2

])

= ω1 · ω2

La restricción de la forma de Killing a so(3) está dada por

Ki : so(3)× so(3) −→ R Ki

([

ω1

0

]

,

[

ω2

0

])

= ω1 · ω2

σKi(V1) = V
σKi
1 V

σKi
1 : so(3) −→ R
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Considere la siguiente base de so(3)

Bso(3) =

{[

ω1x i

0

]

,

[

ω1y j

0

]

,

[

ω1z k

0

]}

= {V11,V12,V13}

Las correlaciones asociadas a los elementos de las bases están dadas por

V
σKi
11 (V2) = ω1x(ω2x) + 0(ω2y) + 0(ω2z) ∀ V2 ∈ so(3) ⇐⇒ ω1x = 0

V
σKi
12 (V2) = 0(ω2x) + ω1y(ω2y) + 0(ω2z) ∀ V2 ∈ so(3) ⇐⇒ ω1y = 0

V
σKi
13 (V2) = 0(ω2x) + 0(ω2y) + ω1z(ω2z) ∀ V2 ∈ so(3) ⇐⇒ ω1z = 0

ker
�
σKi,so(3)

�
=

{[

ω1

0

]∣

∣

∣

∣

∣

ω1x = ω1y = ω1z = 0

}

=

{[

0

0

]}

= {0}

σKi es inyectiva y por lo tanto biyectiva y so(3) junto con la forma de Killing constituye un espacio
vectorial ortogonal no-degenerado.

Corolario 3.2. Un espacio ortogonal positivo definido (negativo definido) es no degenerado.

Prueba. Sea X un espacio ortogonal positivo definido; entonces para todo no cero a ∈ X (a,a) >
0 de aqúı que (a,a) ̸= 0. Por lo tanto aσ(a) ̸= 0, y aσ no es el funcional cero. Aśı a /∈ kerX, y σ es
inyectivo y biyectivo. La prueba para el espacio negativo definido sigue el mismo argumento. �

Proposición 3.7. Sea A un conjunto finito de elementos mutuamente ortogonales e invertibles
de un espacio ortogonal real X. Entonces el subespacio vectorial generado por A, también llamado
como su espacio lineal, es un subespacio ortogonal no degenerado de X. Aqúı, el subespacio vectorial
generado por A será denotada por R[A].

Prueba. Sea x ∈ R[A] arbitrario pero diferente de cero; entonces x =
∑

µiai, donde ai ∈ A, y al
menos un µi es diferente de cero. Puesto que los ai’s son invertibles, es posible definir

y =
∑

µia
−1
i

Considere entonces

(x,y) = (
∑

µiai,
∑

µia
−1
i ) = (

∑

µiai,
∑

µi(ai,ai)
−1ai)

Puesto que los ai’s son ortogonales (ai,aj) = 0 para i ̸= j. Entonces

(x,y) =
∑

µ2
i (ai,ai)

−1(ai,ai) =
∑

µ2
i ̸= 0.

Aśı x /∈ kerR[A] y R[A] es no degenerado, como consecuencia kerR[A] = {0} �

Corolario 3.3. Para cualesquiera valores finitos p, q el espacio ortogonal Rp,q es no degenerado.

Prueba. Considere la base trivial {e1, ..., ep, ep+1, ..., ep+q}; entonces

(ei, ei) = −1 para todo i = 1, ..., p

y
(ei, ei) = +1 para todo i = p+ 1, ..., p+ q

de aqúı que los ei’s son invertibles y las condiciones del teorema anterior aplican. �
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Proposición 3.8. Sea X un espacio ortogonal real finito dimensional, y sea X
′ un complemento

lineal en X de kerX. Entonces X′ es un subespacio no degenerado de X.

Prueba. Suponga por contradicción, que existe un x ∈ X
′ diferente de cero tal que

(x,y) = 0 ∀y ∈ X
′

Ya que, por definición de kerX, (x, z) = 0 para todo z ∈ kerX, y X = kerX ⊕ X
′, esta suposición

implica que X
′ ∩ kerX = {0} entonces ∀w ∈ X

(x,w) = (x,y + z) = (x,y) + (x, z) = 0 + 0 = 0

donde y ∈ X
′ y z ∈ kerX por lo tanto x ∈ X

′ y x ∈ kerX ∩ X
′. Este resultado contradice la

suposición que X = kerX⊕ X
′ �

Ejemplo 3.10. Considere se(3) como un espacio ortogonal respecto a la forma de Killing

Ki(V1,V2) = Ki

([

ω1

vO1

]

,

[

ω2

vO2

])

= ω1 · ω2

Ya se mostró que este espacio ortogonal es degenerado que su núcleo o kernel está dado por

ker (se(3),Ki) =

{

V1 =

[

ω1

vO1

]

∈ se(3)

∣

∣

∣

∣

∣

ω1 = 0

}

=

{

V1 =

[

0

vO1

]∣

∣

∣

∣

∣

vO1
∈ R

3

}

pues para un V2 ∈ se(3) arbitrario

Ki(V1;V2) = Ki

([

0

vO1

]

,

[

ω2

vO2

])

= 0 · ω2 = 0

Un complemento lineal de ker(se(3),Ki) está dado por

(se(3),Ki)∗ =

{

V1 =

[

ω1

vO1

]∣

∣

∣

∣

∣

vO1
= 0

}

=

{

V1 =

[

ω1

0

]∣

∣

∣

∣

∣

ω1 ∈ R
3

}

.

Note primeramente que
ker (se(3),Ki) ∩ (se(3),Ki)∗ = {0}

Sea V1 =

[

ω1

vO1

]

∈ ker (se(3),Ki) ∩ (se(3),Ki)∗ entonces

1. V1 =

[

ω1

vO1

]

∈ ker (se(3),Ki) −→ ω1 = 0

2. V1 =

[

ω1

vO1

]

∈ (se(3),Ki)∗ −→ vO1
= 0
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Por lo tanto, V1 =

[

0

0

]

= 0. Entonces la suma ker (se(3),Ki)⊕ (se(3),Ki)∗ es directa además,

dimker (se(3),Ki)⊕ dim (se(3),Ki)∗ = dimse(3)

Por lo tanto, se ha probado que

ker (se(3),Ki)⊕ (se(3),Ki)∗ = se(3)

y además (se(3),Ki)∗ es un complemento lineal de se(3) respecto de ker(se(3),Ki). Resta probar
que (se(3),Ki)∗ es un subespacio ortogonal no degenerado respecto a la forma de Killing.

La prueba es muy sencilla pues (se(3),Ki)∗ bajo la forma de Killing es un espacio ortogonal
positivo definido, sea

V1 ∈ (se(3),Ki)∗ −→ V1 =

[

ω1

0

]

; Ki(V1,V1) = Ki

([

ω1

0

]

,

[

ω1

0

])

= ω1 · ω1 = |ω1|2 ≥ 0

y además Ki(V1,V1) = 0 si y sólo si ω1 = 0. Note además que (se(3),Ki)∗ = so(3).

3.3. Aniquiladores ortogonales.

En esta sección se presenta el concepto de aniquiladores ortogonales de subespacios de un espacio
ortogonal. Este concepto es particularmente importante para el estudio de restricciones en cadenas
cinemáticas y ensambles.

Definición 3.9. Sea W un subespacio vectorial X, el aniquilador dual de W, denotado W
@, es el

subespacio del subespacio dual XL que aniquila W; es decir

W
@ =

¦
β ∈ X

L | β(w) = 0 ∀ w ∈ X

©

Proposición 3.9. Sea W un subespacio de un espacio vectorial X; entonces

dimW
@ = dimX− dimW.

Prueba. En una primera parte se probará queW@ es un subespacio de XL. Es decir, se probará que
W

@ está cerrado con respecto a la adición y multiplicación por escalar. Sean β1, β2 ∈ W
@. Sea

w ∈ W arbitrario

β1(w) = 0 ∀ w ∈ X β2(w) = 0 ∀ w ∈ X

(β1 + β2)(w) = β1(w) + β2(w) = 0 −→ β1 + β2 ∈ W
@

Además, el aniquilador dual está cerrado respecto a la multiplicación por escalar. Sea β1 ∈ W
@ y

sea λ ∈ R. Sea w ∈ W arbitrario

(λβ1)(w) = λ [β1(w)] = λ(0) = 0 −→ λβ1 ∈ W
@

Los dos resultados implican que W
@ < X

L
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En una segunda parte se mostrará que dimX = dimX
L. Se tiene que

β ∈ X
L β : X −→ R.

Por lo tanto, del álgebra lineal.

dimX
L = (dimX)(dimR) = dimX (1) = dimX.

Finalmente suponga que dim(W) = n, dim(X) = m > n, pues W < X y que BW = {w1,w2, ...,wn}
es una base de W, un elemento arbitrario de W puede escribirse como λ1w1 + λ2w2 + ... + λnwn

donde λ1, λ2, ..., λn ∈ R son arbitrarios. Sea β ∈ W
@ se tiene que

0 = β(λ1w1 + λ2w2 + ...+ λnwn) = λ1β(w1) + λ2β(w2) + ...+ λnβ(wn)

puesto que λ1, λ2, ..., λn son arbitrarios, la anterior condición se reduce a

β(w1) = β(w2) = ... = β(wn) = 0 (3.5)

Recordando que dim(X) = m ≥ n, cada una de las ecuaciones representa una ecuación lineal
en m variables y el conjunto de las ecuaciones representa un sistema de n ecuaciones lineales,
linealmente independientes en m incógnitas. Por lo tanto, el conjunto solución tiene dimensión
m− n. Juntando estos resultados, se tiene que

dimW
@ = m− n = dimXL − dimW = dimX − dimW

�

Definición 3.10. Sea W un subespacio ortogonal de un espacio ortogonal X, y sea σ la correlación
lineal inducida, entonces el aniquilador ortogonal de W, denotado por W⊥, está definido como

W
⊥ = σ⊣(W@) =

¦
x ∈ X | σ(x) ∈ W

@
©

Observación. Puesto que σ es un mapeo lineal entonces puede probarse que W⊥ es también un
subespacio. Además, en general, dimW

⊥ ≥ dimW
@ = dimX− dimW, y, en particular, dimW

⊥ =
dimW

@ = dimX− dimW cuando σ es una inyección y por lo tanto una biyección.

Prueba. Puesto que σ es un mapeo lineal W⊥ es también un subespacio. Se necesita probar que
W

⊥ < X.
Sean

x1,x2 ∈ W
⊥ → σ(x1) ∈ W

@ σ(x2) ∈ W
@

y puesto que W
@ < X

L, entonces
σ(x1) + σ(x2) ∈ W

@ (3.6)

Puesto que σ es lineal
σ(x1) + σ(x2) = σ(x1 + x2)

Lo cual implica que
x1 + x2 ∈ W

⊥ (3.7)

y el conjunto está cerrado respecto a la adición.
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De manera semejante, sea
x1 ∈ W

⊥ → σ(x1) ∈ W
@ (3.8)

y puesto que W
@ < X

L, entonces

λσ(x1) ∈ W
@ (3.9)

Puesto que σ es lineal
λσ(x1) = σ(λx1)

por lo tanto

λx1 ∈ W
⊥ (3.10)

y el conjunto está cerrado respecto a la multiplicación por escalar, y como consecuencia

W
⊥ < X.

�

Proposición 3.10 Caracterización de un Aniquilador Ortogonal. El aniquilador ortogonal
de W contiene todos y cada uno de los elementos de X que son ortogonales al subespacio completo
de W.

Prueba. Primero suponga que a ∈ X es ortogonal a W, entonces σ(a) ∈ W
@ y σ(a) = aσ tiene la

propiedad de que
aσ(x) = (a,x) = 0 ∀ x ∈ W entonces a ∈ W

⊥

Suponga que a ∈ X no es ortogonal a W, entonces existe al menos un x ∈ W tal que

0 ̸= (a,x) = aσ(x)

por lo tanto,
aσ /∈ W

@ y a /∈ W
⊥

�

Definición 3.11. Sea X un espacio ortogonal real y W un subespacio de X con complemento lineal
Y; es decir X = W ⊕ Y; si Y está contenido en W

⊥ entonces se dice que Y es un complemento
ortogonal de W en X. Una descomposición de la suma directa X = W ⊕ Y se dice que es una
descomposición ortogonal.

Ejemplo 3.11. Considere R
4 con la forma simétrica bilineal

(x,y) = 0x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4

Considere,

W = {(x1, 0, 0, 0) | x1 ∈ R} < R
4 y Y = {(0, y2, y3, y4) | y2, y3, y4 ∈ R} < R

4
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y además, como espacios vectoriales

R
4 = W+ Y y W ∩ Y = {0} ∴ R

4 = W⊕ Y

Basta probar que Y < W
⊥. Considere BR4 = {e1, e2, e3, e4} una base de R

4, entonces

W = [e1] y Y = [e2, e3, e4]

además

y ∈ Y está dado por y = λ2e2 + λ3e3 + λ4e4

y

w ∈ W está dado por w = λ1e1

donde λ1, λ2, λ3, λ4 son arbitrarios,

(w,y) = (λ1e1, λ2e2 + λ3e3 + λ4e4) = 0λ1(0) + 1(0)λ2 + 1(0)λ3 + 1(0)λ4 = 0

Ahora considere x ∈ R
4, es decir, x = (x1, x2, x3, x4),

(w,x) = ((λ1, 0, 0, 0), (x1, x2, x3, x4)) = 0λ1(x1) + 1(0)x2 + 1(0)x3 + 1(0)x4 = 0

∀λ1, x1, x2, x3, x4 ∈ R
4.

Por lo tanto W
⊥ = R

4 y Y < W
⊥ = W

⊥ por lo tanto

W⊕ Y = R
4

y Y es el complemento ortogonal de W en R
4.

Proposición 3.11. Sea W un subespacio lineal de un espacio ortogonal real finito dimensional X.
Entonces kerW = W ∩W

⊥.

Prueba. Por definición.

kerW =
{

w | w ∈ W y (w,w′) = 0 ∀w′ ∈ W
}

;

entonces
kerW = {w | w ∈ W} ∩ {w | (w,w′) = 0 ∀w′ ∈ W

}

;

Aśı
kerW = W ∩W

⊥.

�

Proposición 3.12. Sea W un subespacio lineal de un espacio ortogonal real finito dimensional X.
Entonces X = W⊕W

⊥ si, y solo si, W es no degenerado; en este caso W
⊥ es el único complemento

ortogonal de W en X.
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Prueba. Suponga que W es degenerado, entonces

{0} ̸= kerW = W ∩W
⊥

entonces la suma W+W
⊥ no es directa. W+W

⊥ no satisface que W+W
⊥ = X. Suponga que W

es no degenerado, entonces
{0} = kerW = W ∩W

⊥

y la suma W⊕W
⊥ es directa. Falta probar que

W⊕W
⊥ = X

Por un lado
dimW

@ = dimX− dimW

y
dimW

⊥ = dim
�
σ⊣ �

W
@
��

≥ dimW
@ = dimX− dimW

o bien
dimW

⊥ ≥ dimX− dimW.

Sin embargo

dim(W+W
⊥) = dimW+ dimW

⊥ − dim(W ∩W
⊥) = dimW+ dimW

⊥ ≥ dimX

Pero como W+W
⊥ < X se tiene que

dim(W+W
⊥) ≤ dimX

Por lo tanto,
dim(W+W

⊥) = dimX

�

Corolario 3.4. Sea a un elemento de un espacio ortogonal real X. Entonces X = (R[a])⊕ (R[a])⊥

si y sólo si, a es invertible.

Prueba. Si a es invertible
(a,a) ̸= 0

Considere µa ∈ [a] arbitrario µ ̸= 0 donde µ ∈ R

(µa, µa) = µ2(a,a) ̸= 0

de aqúı que
ker[a] = [a]⊕ [a]⊥ = (R[a])⊕ (R[a])⊥ = {0}

Por lo tanto, a es no-degenerado y como conclusión

X = [a]⊕ [a]⊥ = (R[a])⊕ (R[a])⊥

Si a no es invertible (a,a) = 0, ∀µ ∈ R arbitrario

(µa, µa) = µ2(a,a) = 0 =⇒ [a] < [a]⊥

ker[a] = [a] ∩ [a]⊥ = [a] ̸= {0}

Por lo tanto [a] = (R[a]) es degenerado. �
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Proposición 3.13. Sea W un subespacio de un espacio ortogonal real finito dimensional no dege-
nerado X. Entonces (W⊥)⊥ = W.

Prueba. Sean w ∈ W y w′ ∈ W
⊥ arbitrarios, entonces

(w,w′) = 0

Aśı que w ∈ (W⊥)⊥, y W está contenido en (W⊥)⊥. Además, puesto que X es no degenerado,
entonces

dim(W⊥)⊥ = dimX− dimW
⊥ = dimX− (dimX− dimW) = dimW

De esa manera (W⊥)⊥ = W �

Corolario 3.5. Sea W un subespacio ortogonal no degenerado de un espacio ortogonal no dege-
nerado X, entonces W⊥ es también un subespacio ortogonal no-degenerado de X.

Prueba. Dado que W es no-degenerado, entonces W∩W
⊥ = {0}. Por la proposición 3.13 se sabe

que W = (W⊥)⊥, de esta forma

W
⊥ ∩ (W⊥)⊥ = W

⊥ ∩W = W ∩W
⊥ = {0}

y W
⊥ es no-degenerado. �

3.4. Bases de espacios ortogonales.

En esta sección se presenta el concepto de bases de un espacio ortogonal. Este concepto conduce
finalmente a la clasificación de espacios ortogonales.

Teorema 3.1 Teorema de la base para espacios ortogonales reales. Un espacio ortogonal
real no degenerado finito dimensional X, con dimX = n > 0, es expresable como la suma directa
de n ĺıneas ortogonales mutuamente no degenerados, estas ĺıneas se conocen como subespacios
unidimensionales de X.

Prueba. Por inducción, si dimX = n = 1, el espacio consiste de sólo una ĺınea, y por suposición
la ĺınea es no degenerada. Suponga que el teorema es verdadero para dimX = n y considere el caso
cuando la dimensión es dimX = n+ 1.

Puesto que el espacio es no degenerado, por la proposición 3.13, existe un elemento invertible
a ∈ X que define una ĺınea no degenerada R[a], tal que

X = (R[a])⊕ (R[a])⊥

Por el corolario 3.5 (R[a])⊥ es también no degenerado y de dimensión n, de esa manera la
prueba se finaliza. �

Definición 3.12. Un subconjunto linealmente independiente S de un espacio ortogonal real X
se dice que es un Subconjunto Ortonormal de X si dos elementos distintos de S son mutuamente
ortogonales, y la forma cuadrática de cualquier elemento de S es igual a −1, 0, o 1. Si S también
genera X, entonces S se dice que es una Base Ortonormal de X.
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Proposición 3.14 Teorema de la base. Cualquier espacio ortonormal finito dimensional X tiene
una base ortonormal.

Prueba. Sea X
′ un complemento lineal de kerX respecto de X, es decir,

X = kerX⊕ X
′

Es necesario probar que X
′ es un subespacio no-degenerado de X. Suponga, por contradicción, que

existe x′ ∈ X
′ tal que x′ ̸= 0, además x′ ∈ kerX′

(x′,x′
1) = 0 ∀x′

1 ∈ X
′

Entonces, por la definición de kernel de X, (kerX).

(x′,xk) = 0 ∀xk ∈ kerX

Por lo tanto
(x′,xk + x′

1) = (x′,xk) + (x′,x′
1) = 0 + 0 = 0

Esto significa que
x′ ∈ kerX

y por lo tanto,
x′ ∈ kerX ∩ X

′

una contradicción pues x′ ∈ kerX ⊕ X
′. Además BX = BkerX ∪BX′ . �

Corolario 3.6. Cualquier espacio ortogonal finito dimensional no degenerado X es isomórfico a
Rp,q para algún valor finito de p, y q.

Corolario 3.7. Cualquier espacio ortogonal finito dimensional X es isomórfico a Rp,q,r, donde la
forma simétrica bilineal es

(Rp,q,r, Rp,q,r) −→ R

(x,y) =
p
∑

i=1

xiyi −
q
∑

j=1

xp+jyp+j +
r
∑

k=1

xp+q+kyp+q+k.

Además, el espacio ortogonal X puede descomponerse ortogonalmente como

X = kerX⊕W1 ⊕W2

donde dim(kerX) = p, dimW1 = q, y dimW2 = r. Además W1 es negativo definido, y W2 es
positivo definido.
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3.5. Representación de formas simétricas bilineales.

En esta sección se muestra la representación matricial de las formas simétricas bilineales, la
cual permite tratar con formas simétricas bilineales mediante herramientas menos abstractas, tal
como son las matrices. En este caso, la matriz representativa de una forma simétrica bilineal.

Proposición 3.15. Considere un espacio ortogonal X con una forma simétrica real

X× X −→ R. (3.11)

Dada una base B = {x1,x2, ...,xn} de X, existe una matriz simétrica, S, única, de enésimo orden,
que representa la forma simétrica bilineal con respecto a la base B. Además, dada una matriz
simétrica real de enésimo orden, S, y una base, B, de X, existe una forma simétrica real única sobre
X.

Prueba. Defina la matriz S como sigue

sij = (xi,xj) i, j = 1, 2, ..., n

Entonces S es una matriz real de orden n. Además ya que la forma es simétrica

sij = (xi,xj) = (xj ,xi) = sji i, j = 1, 2, ..., n

la matriz es simétrica.
La otra dirección de la prueba es la siguiente:
Suponga que existe una matriz real S ∈ M

n×m que es simétrica, y suponga que X es un espacio
vectorial n-dimensional, tal que B = {x1,x2, ...,xn} es una base de X, sean a, b ∈ X tal que
A = [a1, a2, ..., an]

T y B = [b1, b2, ..., bn]
T son los vectores coordenados de a y b, defina la siguiente

función
X× X −→ R (a, b) = ATSB (3.12)

falta probar que la función es una forma simétrica bilineal.

1. Simétrica, puesto que el resultado es un escalar y S es simétrica.

(a, b) = ATSB = (ATSB)T = BTST (AT )T = BTS(AT )T = (b,a). (3.13)

2. Bilineal, puesto que ya se probó que es simétrica, es suficiente probar que es bilineal en la
primera variable. Sea a∗ ∈ X tal que A∗ = [a∗1, a

∗
2, ..., a

∗
n]

T es su vector coordenado respecto
a la base B y λ ∈ R, entonces

(a+ λa∗, b) = (A+ λA∗)TSB = ATSB + (λA∗)TSB = ATSB + λ(A∗)TSB

= (a, b) + λ(a∗, b). (3.14)

�

La siguiente proposición muestra como la matriz representativa de la forma simétrica bilineal
puede utilizarse para encontrar el valor de la forma, para vectores arbitrarios del espacio.
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Proposición 3.16. Sea X un espacio ortogonal con S como la matriz representativa de la forma
simétrica bilineal con respecto a una base B = {x1,x2, ...,xn}. Sean A = [a1, a2, ..., an]

T , y C =
[c1, c2, ..., cn]

T los vectores coordenados, con respecto a la base B, de dos vectores a, c ∈ X. Entonces

(a, c) =
�
a1 a2 ... an

�T














s11 s12 ... s1n

s21 s22 ... s2n
...

sn1 sn2 ... snn





























c1

c2
...

cn















= ATSC

Prueba. Puesto que S es la matriz representativa de la forma simétrica bilineal con respecto a la
base B, entonces

sij = (xi,xj) ∀ i, j = 1, 2, ..., n.

Puesto que
a = a1x1 + a2x2 + ...+ anxn y c = c1x1 + c2x2 + ...+ cnxn,

entonces

(a, c) = (a1x1 + a2x2 + . . .+ anxn, c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn, )

= a1[c1(x1, x1) + c2(x1, x2) + . . .+ cn(x1, xn)]

+a2[c1(x2, x1) + c2(x2, x2) + . . .+ cn(x2, xn)] + . . .+

an[cn(xn, x1) + c2(xn, x2) + . . .+ cn(xn, xn)]

= a1(c1s11 + c2s12 + . . .+ cns1n) + a2(c1s21 + c2s22 + . . .+ cns2n) + . . .+

an(cnsn1 + c2sn2 + . . .+ cnsnn)

y esta expresión puede escribirse como,

(a, c) =
�
a1 a2 . . . an

�T














s11 s12 . . . s1n

s21 s22 . . . s2n
...

...
. . .

...

sn1 sn2 . . . snn





























c1

c2
...

cn















= ATSC.

�

Una caracteŕıstica importante del uso de la matriz representativa de la forma simétrica bili-
neal es que permite trabajar con objetos más concretos que mapeos; es decir matrices y vectores
coordenados. Sin embargo, una desventaja es que hay una multitud de matrices representativas,
de hecho una para cada posible base del espacio ortogonal. De esa manera una propiedad de la
forma simétrica bilineal se convertirá en una propiedad común a todas las posibles representaciones.
Rećıprocamente, sólo aquellas propiedades que son comunes a todas las posibles representaciones
de la matriz son propiedades de la forma.

La siguiente proposición muestra la relación entre las diferentes matrices representativas de la
misma forma simétrica bilineal.
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Proposición 3.17. Sea X un espacio ortogonal, y sean B = {x1,x2, ...,xn}, y B′ = {x′
1,x

′
2, ...,x

′
n}

dos bases del espacio. Si S es la matriz representativa de la forma simétrica bilineal con respecto a
la base B, entonces la matriz representativa de la forma simétrica bilineal con respecto a la base
B′, denotada por S′, está dada por

S′ = PSPT

donde P es la matriz de transición entre las bases B y B′.

Prueba. Puesto que P es la matriz de transición de B a B′, entonces

x′
1 = p11x1 + p12x2 + ...+ p1nxn

x′
2 = p21x1 + p22x2 + ...+ p2nxn

...

x′
n = pn1x1 + pn2x2 + ...+ pnnxn

Un elemento arbitrario s′ij de S′ está dado por

s′ij = (x′
i,x

′
j) =

(

n
∑

r=1

pirxr,
n
∑

t=1

pjtxt

)

=
n
∑

r=1

pir

(

xr,
n
∑

t=1

pjtxt

)

=
n
∑

r=1

pir

n
∑

t=1

pjt(xr,xt) =
n
∑

r=1

pir

n
∑

t=1

pjtsrt =
n
∑

r=1

pir

[

n
∑

t=1

srtpjt

]

Nótese que
n
∑

t=1

srtpjt es solo el (r-ésimo, j-ésimo) elemento del producto de matrices M = SPT ,

denotada como mrt. Entonces,

s′ij =
n
∑

r=1

pirmrj

nuevamente, s′ij es el (i-ésimo, j-ésimo) elemento del producto de las matrices P y M. De aqúı que

S′ = PM = PSPT

�

Este resultado proporciona los fundamentos para encontrar las caracteŕısticas que son comunes
a todas las representaciones de una forma simétrica bilineal, y por lo tanto estas caracteŕısticas son
propiedades de la forma simétrica bilineal. Un ejemplo importante de esta clase de resultados se
desarrolla en la siguiente proposición.

Proposición 3.18. Sean S y S′ dos matrices representativas de una forma simétrica bilineal,
entonces S es no singular (singular) si, y sólo si, S′ es no singular (singular).

Prueba. Por la proposición 3.37, existe una matriz de transición no singular P tal que

S′ = PSPT

Entonces
|S′| = |PSPT | = |P||S||PT |
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Pero |P| = |PT |, de aqúı que
|S′| = |S||P|2

Puesto que P es no singular |P| ̸= 0. De aqúı que |S′| ≠ 0 (|S′| = 0) si, y sólo si, |S| ̸= 0 (|S| = 0).
Esta proposición muestra que la no singularidad (o la singularidad) de las matrices que representan
es realmente una propiedad de la forma simétrica bilineal. Esta propiedad requiere una definición
y clasificación de las formas simétricas bilineales y de los espacios ortogonales. �

Definición 3.13. Si la matriz representativa de una forma simétrica bilineal es no singular, entonces
la forma simétrica bilineal y el espacio ortogonal son llamados no degenerados. De lo contrario, son
llamados degenerados.

El paso final es reconciliar esta definición de no degeneración, basado en las matrices represen-
tativas de la forma, con la definición proporcionada en la sección 3.2; es decir es requerido mostrar
que dos definiciones son equivalentes.

Proposición 3.19. La definición de no degeneración dada en esta sección y la mostrada en la
sección 3.2 son equivalentes.

Prueba. Acorde con la definición 3.14, una forma simétrica bilineal es degenerada si hay un w ∈ X

diferente de cero tal que wσ es el mapeo cero; es decir

wσ(y) ≡ (w,y) = 0 ∀y ∈ X.

Por la proposición 3.36,

(w,y) = (y,w) = Y TSW = 0 ∀Y ∈ Rn (3.15)

donde S es la matriz representativa de la forma simétrica bilineal con respecto a la base B, y W

y Y son vectores coordenados de w, y y con respecto a la base B. Puesto que Y es arbitrario la
condición (3.15) se satisface si, y solo si,

SW = 0

con W ̸= 0, y S es singular. Rećıprocamente, si S es singular, existe un W ̸= 0 tal que SW = 0,
de aqúı que

Y TSW = 0 ∀Y ∈ Rn.

Si w es el vector cuyo vector coordenado con respecto a la base B es W , entonces

(y,w) = Y TSW = 0 ∀y ∈ X

y w ∈ kerX. De aqúı que, el espacio es degenerado. �

Estos conceptos y resultados constituyen el fundamento matemático necesario para tratar las
restricciones en cadenas cinemáticas y ensambles de manera formal. La sección final de este caṕıtulo
especializa muchos de los resultados obtenidos en este caṕıtulo a la forma de Klein del álgebra de
Lie, se(3), de grupo Eucl’ideo, SE(3), que es la forma simétrica bilinear que es fundamental en el
estudio de libertades y restricciones en cadenas cinemáticas de cuerpos ŕıgidos y flexibles.
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3.6. La dualidad inducida por una forma simétrica bilineal no-
singular

En esta sección se presentará y probará la dualidad entre subespacios de un espacio vectorial
V y los subespacios del espacio vectorial dual V∗ correspondiente. Esta dualidad es inducida por
una forma simétrica bilineal no-degenerada. Esta dualidad permitirá probar que los métodos de
libertades y restricciones del método FACT son equivalentes y su aplicación es redundante.

Sean S(V) y S(V∗) los conjuntos de subespacios de un espacio vectorial V y su espacio dual V∗,
entonces es posible probar la siguiente proposición.

Proposición 3.20. Sea V un espacio ortogonal con una forma simétrica bilineal no-singular, enton-
ces existe una función biyectiva entre los espacios de V a los subespacios de V

∗. En otras palabras,
existe una función F bien definida, inyectiva y sobreyectiva, dada por

F : S(V) −→ S(V∗) (3.16)

donde, F(V) = V
∗ y V

∗ contiene todos los aniquiladores duales de todos los elementos de V. De
manera mas detallada, si V1 ∈ S(V), entonces

F(V1) = V
∗
1 ∋ V

∗
1 =

¦
f ∈ se∗(3) | f(kV m

O ) = 0 ∀ kV m
O ∈ V1

©
(3.17)

Prueba. La función F está bien definida. Por contradicción suponga que

F(V) = V
∗
1 y F(V) = V

∗
2. (3.18)

Sea f ∈ V
∗
1 entonces

f(kV m
O ) = 0 ∀ kV m

O ∈ V (3.19)

por lo tanto,
f ∈ V

∗
2 y V

∗
1 ⊂ V

∗
2. (3.20)

En sentido opuesto, suponga que f ∈ V
∗
2 entonces

f(kV m
O ) = 0 ∀ kV m

O ∈ V (3.21)

por lo tanto,
f ∈ V

∗
1 y V

∗
2 ⊂ V

∗
1. (3.22)

Estos dos resultados implican que
V
∗
1 = V

∗
2 (3.23)

y la función F está bien definida.

La función F es sobreyectiva. Sea V
⊙ < V

∗ y suponga que {f1, f2, ..., fn} una base de V
⊙

y considere

V1 < V ∋ f1(
kV m

O ) = 0 kV m
O ∈ V1

V2 < V ∋ f2(
kV m

O ) = 0 kV m
O ∈ V2

...

Vn < V ∋ fn(
kV m

O ) = 0 kV m
O ∈ Vn (3.24)
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Ahora,

V
# =

n
∩

i=1

Vi (3.25)

por lo que V#, la intersección de un número finito de subespacios, es también subespacio de V. Sea
kV m

O ∈ V
# arbitrario y (λ1f1 + λ2f2 + ...+ λnfn) ∈ V

⊙ igualmente arbitrario. Entonces,

(λ1f1 + λ2f2 + ...+ λnfn)
�
kV m

O

�
= 0

λ1

�
f1(

kV m
O )

�
+ λ2

�
f2(

kV m
O )

�
+ ...+ λn

�
fn(

kV m
O )

�
= 0

λ1(0) + λ2(0) + ...+ λn(0) = 0 (3.26)

aśı, de este modo,
V
# < V tal que F

�
V
#
�
= V

⊙ (3.27)

La función F es inyectiva. Sean V
1 < S(V), V2 < S(V). Suponga que

F(V1) = F(V2). (3.28)

Suponga que {f1, f2, ..., fn} una base de F(V1) = F(V2) y considere

V1 < V ∋ f1(
kV m

O ) = 0 kV m
O ∈ V1

V2 < V ∋ f2(
kV m

O ) = 0 kV m
O ∈ V2

...

Vn < V ∋ fn(
kV m

O ) = 0 kV m
O ∈ Vn

Defina

V
# =

n
∩

i=1

Vi

Sea kV m
O ∈ V

# arbitrario y (λ1f1 + λ2f2 + ...+ λnfn) ∈ F(V1) igualmente arbitrario. Entonces,

(λ1f1 + λ2f2 + ...+ λnfn)
�
kV m

O

�
= 0

λ1

�
f1(

kV m
O )

�
+ λ2

�
f2(

kV m
O )

�
+ ...+ λn

�
fn(

kV m
O )

�
= 0

λ1(0) + λ2(0) + ...+ λn(0) = 0 (3.29)

Entonces

V
# = V

1 =
n
∩

i=1

Vi

Similarmente, defina

V
# =

n
∩

i=1

Vi

Sea kV m
O ∈ V

# arbitrario y (λ1f1 + λ2f2 + ...+ λnfn) ∈ F(V2) igualmente arbitrario. Entonces,

(λ1f1 + λ2f2 + ...+ λnfn)
�
kV m

O

�
= 0

λ1

�
f1(

kV m
O )

�
+ λ2

�
f2(

kV m
O )

�
+ ...+ λn

�
fn(

kV m
O )

�
= 0

λ1(0) + λ2(0) + ...+ λn(0) = 0 (3.30)
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Entonces

V
# = V

2 =
n
∩

i=1

Vi

Por lo tanto
V
1 = V

2

y la función es inyectiva y, por lo tanto, biyectiva. �

En la parte final de este caṕıtulo, todos los resultados obtenidos se aplicarán a la forma de Klein
definido sobre el álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo, SE(3).

3.7. Propiedades de la forma de Klein

En esta sección se analizarán con más profundidad las propiedades del álgebra de Lie, se(3), del
grupo Eucĺıdeo, SE(3), que junto con la forma de Klein constituye un espacio ortogonal no-singular
e indefinido.

Proposición 3.21. La forma de Klein es invariante o, equivalentemente, está bien definida.

Prueba. Considere se(3) y la forma de Klein definida como

Kl( , ) : se(3)× se(3) −→ R (3.31)

Sea B un cuerpo ŕıgido en movimiento con respecto a otro cuerpo ŕıgido o sistema de referencia
A y sea O un punto fijo en el cuerpo B, entonces

Kl
�
AV B

O1
,AV B

O2

�
= Kl

([

AωB
1

AvB
O1

]

,

[

AωB
2

AvB
O2

])

= AωB
1 · AvB

O2
+ AωB

2 · AvB
O1

(3.32)

Se desea probar que la forma de Klein es invariante o, equivalentemente, está bien definida. Sea
P otro punto fijo al cuerpo B, entonces

AvB
P1

= AvB
O1

+ AωB
1 × rP/O y AvB

P2
= AvB

O2
+ AωB

2 × rP/O (3.33)

entonces,

Kl
�
AV B

P1
,AV B

P2

�
= AωB

1 · AvB
P2

+ AωB
2 · AvB

P1

= AωB
1 ·

�
AvB

O2
+ AωB

2 × rP/O

�
+ AωB

1 ·
�
AvB

O1
+ AωB

1 × rP/O

�
= AωB

1 · AvB
O2

+ AωB
2 · AvB

O1
+ AωB

1 ·
�
AωB

2 × rP/O

�
+ AωB

2 ·
�
AωB

1 × rP/O

�
= Kl

�
AV B

O1
,AV B

O2

�
= Kl

�
AV B

P1
,AV B

P2

�
(3.34)

�

Otra posible forma de probar la invarianza de la forma de Klein consiste en mostrar que la
forma de Klein tiene una interpretación dentro de la geometŕıa Eucĺıdea.

Proposición 3.22. La forma de Klein es simétrica y bilineal.
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Prueba. Se debe probar que Kl( , ) : se(3)× se(3) −→ R cumple con la propiedad de simetŕıa y
que es lineal en la primera y segunda variable.

Simetŕıa.

Kl
�
AV B

O1
,AV B

O2

�
= Kl

([

AωB
1

AvB
O1

]

,

[

AωB
2

AvB
O2

])

= AωB
1 · AvB

O2
+ AωB

2 · AvB
O1

Kl
�
AV B

O2
,AV B

O1

�
= Kl

([

AωB
2

AvB
O2

]

,

[

AωB
1

AvB
O1

])

= AωB
2 · AvB

O1
+ AωB

1 · AvB
O2

Kl
�
AV B

O1
,AV B

O2

�
= Kl

�
AV B

O2
,AV B

O1

�
(3.35)

Linealidad.

1. Lineal en la primera variable:

Kl
�
λ1

AV B
O1

+ λ2
AV B

O2
,AV B

O3

�
= Kl

([

λ1
AωB

1 + λ2
AωB

2

λ1
AvB

O1
+ λ2

AvB
O2

]

,

[

AωB
3

AvB
O3

])

=
�
λ1

AωB
1 + λ2

AωB
2

�
· AvB

O3
+ AωB

3 ·
�
λ1

AvB
O1

+ λ2
AvB

O2

�
= λ1

�
AωB

1 · AvB
O3

+ AωB
3 · AvB

O1

�
+ λ2

�
AωB

2 · AvB
O3

+ AωB
3 · AvB

O2

�

= λ1Kl

([

AωB
1

AvB
O1

]

,

[

AωB
3

AvB
O3

])

+ λ2Kl

([

AωB
2

AvB
O2

]

,

[

AωB
3

AvB
O3

])

= λ1Kl
�
AV B

O1
,AV B

O3

�
+ λ2Kl

�
AV B

O2
,AV B

O3

�
(3.36)

2. Lineal en la segunda variable:

Kl
�
AV B

O1
, λ2

AV B
O2

+ λ3
AV B

O3

�
= Kl

([

AωB
1

AvB
O1

]

,

[

λ2
AωB

2 + λ3
AωB

3

λ2
AvB

O2
+ λ3

AvB
O3

])

= AωB
1 ·

�
λ2

AvB
O2

+ λ3
AvB

O3

�
+

�
λ2

AωB
2 + λ3

AωB
3

�
· AvB

O1

= λ2

�
AωB

1 · AvB
O2

+ AωB
2 · AvB

O1

�
+ λ3

�
AωB

1 · AvB
O3

+ AωB
3 · AvB

O1

�

= λ1Kl

([

AωB
1

AvB
O1

]

,

[

AωB
2

AvB
O2

])

+ λ2Kl

([

AωB
1

AvB
O1

]

,

[

AωB
3

AvB
O3

])

= λ1Kl
�
AV B

O1
,AV B

O2

�
+ λ2Kl

�
AV B

O1
,AV B

O3

�
(3.37)

�

Proposición 3.23. El espacio ortogonal formado por se(3) con la forma de Klein es indefinido.

Prueba. Considere el espacio ortogonal formado por se(3) con la forma de Klein.

Kl(ω1$1, ω2$2) = Kl

([

ω1

vO1

]

,

[

ω2

vO2

])

= ω1 · vO2
+ ω2 · vO1

La forma cuadrática asociada a la forma de Klein está dada por

Kl(ω1$1, ω1$1) = Kl

([

ω1

vO1

]

,

[

ω1

vO1

])

= ω1 · vO1
+ ω1 · vO1

= 2ω1 · vO1
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Considere

ω1$1 =

([

ω1x i

vO1x i

])

entonces Kl(ω1$1, ω1$1) = 2 (ω1x i) · (vO1x i) = 2ω1x vO1x

Si ω1x > 0 y vO1x > 0 =⇒ (ω1$1, ω1$1) = 2ω1x vO1x > 0

Si ω1x > 0 y vO1x < 0 =⇒ (ω1$1, ω1$1) = 2ω1x vO1x < 0

Entonces es posible afirmar que, el espacio ortogonal formado por se(3) con la forma de Klein es
indefinido. �

Definición. La correlación inducida por la forma de Klein. Considere se(3) y se(3)∗, el álgebra
de Lie del grupo Eucĺıdeo, SE(3), y su álgebra dual respectivamente. Considere, Kl, la forma de
Klein definida sobre el álgebra de Lie, se(3), dada por

Kl( , ) : se(3)× se(3) −→ R (3.38)

tal que,

Kl
�
AV B

O1
,AV B

O2

�
= Kl

([

AωB
1

AvB
O1

]

,

[

AωB
2

AvB
O2

])

= AωB
1 · AvB

O2
+ AωB

2 · AvB
O1

(3.39)

Entonces, la correlación, σKl, inducida por la forma de Klein, está dada por

σKl : se(3) −→ se(3)∗ donde σKl

�
AV B

O1

�
= σKl

([

AωB
1

AvB
O1

])

(3.40)

es un funcional lineal de se(3) a R, tal que

σKl

�
AV B

O

�
: se(3) −→ R (3.41)

donde la regla de correspondencia está dada por

σKl

�
AV B

O1

�
= σKl

([

AωB
1

AvB
O1

])

= AωB
1x( ) + AωB

1y( ) + AωB
1z( ) + AvBO1x

( ) + AvBO1y
( ) + AvBO1z

( ) (3.42)

donde AV B
O1

=
�
AωB

1x,
AωB

1y,
AωB

1z;
AvBO1x

,AvBO1y
,AvBO1z

�T
, aśı pues

σKl

�
AV B

O1

� ��
AV B

O2

��
=

AωB
1x(

AvBO2x) +
AωB

1y(
AvBO2y) +

AωB
1z(

AvBO2z) +
AvBO1x(

AωB
2x) +

AvBO1y(
AωB

2y) +
AvBO1z(

AωB
2z)

(3.43)

Proposición 3.24. Sea T una transformación lineal de un espacio vectorial V sobre V
′. Entonces

T : V −→ V
′ (3.44)

es el mapeo cero; es decir, T (v) = 0 ∀v ∈ V, si y sólo si T (v1) = T (v2) = ... = T (vn) = 0. Donde
BV = {v1,v2, ...,vn} es una base de V.
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Prueba. Si T es el mapeo cero, entonces T (v) = 0 ∀v ∈ V. Puesto que BV = {v1,v2, ...,vn} ⊂ V,
se tiene que

T (v1) = T (v2) = ... = T (vn) = 0 (3.45)

y considere un v ∈ V arbitrario, puesto que BV = {v1,v2, ...,vn} es una base de V, se tiene que

v = λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn (3.46)

y

T (v) = T (λ1v1 + λ2v2 + ...+ λnvn) = λ1T (v1) + λ2T (v2) + ...+ λnT (vn)

= λ1(0) + λ2(0) + ...+ λn(0) = 0 (3.47)

por lo tanto, T : V −→ V
′ es el mapeo cero. �

Ahora se probará que la forma de Klein es no-degenerada o no singular.

Proposición 3.25. La forma de Klein en el espacio ortogonal se(3) es no degenerada —no
singular—; es decir, la correlación asociada a la forma de Klein es biyectiva.

Prueba. Considere la correlación inducida por la forma de Klein.

σKl : se(3) −→ se(3)∗

Puesto que se(3) y se(3)∗ son de la misma dimensión es únicamente necesario probar que σKl

es inyectiva.
V1 ∈ ker{σKl} ⇐⇒ V

σKl
1 es el funcional cero; es decir

V
σKl
1 (V2) = 0 ∀ V2 ∈ se(3)

V
σKl
1 (V2) = ω1x(vO2x) + ω1y(vO2y) + ω1z(vO2z) + vO1x(ω2x) + vO1y(ω2y) + vO1z(ω2z)

Nuevamente, considere la base del ejemplo 3.9

Bse(3) = {V11,V12,V13,V14,V15,V16}

Las correlaciones asociadas a los elementos de las bases están dadas por

V
σKl
11 (V2) = ω1x(vO2x)+ 0(vO2y)+ 0(vO2z)+ 0(ω2x)+ 0(ω2y)+ 0(ω2z) ∀ V2 ∈ se(3) ⇐⇒ ω1x = 0

V
σKl
12 (V2) = 0(vO2x)+ω1y(vO2y)+ 0(vO2z)+ 0(ω2x) + 0(ω2y)+ 0(ω2z) ∀ V2 ∈ se(3) ⇐⇒ ω1y = 0

V
σKl
13 (V2) = 0(vO2x) + 0(vO2y) +ω1z(vO2z) + 0(ω2x) + 0(ω2y) + 0(ω2z) ∀ V2 ∈ se(3) ⇐⇒ ω1z = 0

V
σKl
14 (V2) = 0(vO2x)+0(vO2y)+0(vO2z)+vO1x(ω2x)+0(ω2y)+0(ω2z) ∀ V2 ∈ se(3) ⇐⇒ vO1x = 0

V
σKl
15 (V2) = 0(vO2x)+0(vO2y)+0(vO2z)+0(ω2x)+vO1y(ω2y)+0(ω2z) ∀ V2 ∈ se(3) ⇐⇒ vO1y = 0

V
σKl
16 (V2) = 0(vO2x)+0(vO2y)+0(vO2z)+0(ω2x)+0(ω2y)+vO1z(ω2z) ∀ V2 ∈ se(3) ⇐⇒ vO1z = 0

Concluyendo
ker{σKl} = {0}

Por lo tanto, σKl es inyectiva e implica que σKl es biyectiva. Como conclusión el espacio ortogonal
formado por se(3) con la forma de Klein es no-singular o no-degenerada. �
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Debe notarse que la correlación σKl es un mapeo biyectivo, por lo tanto se(3) y se∗(3) son
isomórficos.

Sea se(3) el álgebra de Lie asociada al grupo Eucĺıdeo, SE(3), y sea Kl la forma de Klein
definida sobre se(3). Se sabe que la forma de Klein es una forma no-singular e indefinida, sea
V < se(3), los aniquiladores duales de V, son aquellos f ∈ se∗(3), funcionales lineales, tal que

f(v) = 0 ∀v ∈ V. (3.48)

En otras palabras, la restricción de f sobre V, es el mapeo cero.

Definición 3.14. Sean V(se(3)) y V(se∗(3)) los conjuntos de subespacios del álgebra de Lie se(3)
y de su álgebra dual se∗(3) respectivamente. Considere el mapeo

σV

Kl : V(se(3)) −→ V(se(3)), tal que σV

Kl (V1) = V
∗
1 (3.49)

donde V
∗
1 ∈ V(se∗(3)) es el subespacio de se∗(3) que contiene todos los aniquiladores duales de V1.

Proposición 3.26. El mapeo σV

Kl : V(se(3)) −→ V(se∗(3)) está bien definido.

Prueba. Es necesario probar que el resultado del mapeo es independiente de las posibles repre-
sentaciones del espacio vectorial V1 ∈ V(se(3)). Sean BV = {v1,v2, ...,vn} y B′

V
= {v′

1,v
′
2, ...,v

′
n}

dos bases arbitrarias de V1 ∈ V(se(3))

1. Entonces f ∈ V
∗
1 si y sólo si f(v) = 0 ∀v ∈ V1; es decir, si f ∈ V

∗ es el mapeo cero sobre
V1 ∈ V(se(3)). Aplicando la proposición 3.24 con la base BV, se tiene que

f ∈ V
∗
1 ⇔ f(vi) = 0 ∀ i = 1, 2, ..., n. (3.50)

2. Considere v′j ∈ B′
V
, arbitrario, entonces existen λ1j , λ2j , ..., λnj ∈ R tal que

v′
j = λ1jv1 + λ2jv2 + ...+ λnjvn (3.51)

por lo tanto,

f(v′
j) = f (λ1jv1 + λ2jv2 + ...+ λnjvn) = λ1jf(v1) + λ2jf(v2) + ...+ λnjf(vn)

= λ1j(0) + λ2j(0) + ...+ λnj(0) = 0 ∀ j = 1, 2, ..., n (3.52)

consecuentemente,
f(v′

1) = f(v′
2) = ... = f(v′

n) = 0 (3.53)

de manera que aplicando nuevamente la proposición 4.5

f ∈ V
∗
1 ⇔ f(vi) = 0 ∀ i = 1, 2, ..., n. (3.54)

Este resultado muestra que f ∈ V
∗
1 independientemente de la representación de V1.

Sin embargo, falta probar que V
∗
1 es un subespacio de se∗(3). Es decir, falta probar que V ∗

1

está cerrado respecto a la adición y multiplicación por escalar.
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1. Cerrado respecto a la adición. Sea f1, f2 ∈ V
∗
1, es decir,

f1(v) = 0 ∀v ∈ V1 y f2(v) = 0 ∀v ∈ V1 (3.55)

entonces, ∀v ∈ V1

(f1 + f2)(v) = f1(v) + f2(v) = 0 + 0 = 0 (3.56)

y f1 + f2 ∈ V
∗
1

2. Cerrado respecto a la multiplicación por escalar. Sea f1 ∈ V1 y λ ∈ R; es decir

f1(v) = 0 ∀v ∈ V1 (3.57)

entonces, ∀v ∈ V1

(λf1)(v) = λ [f1(v)] = λ(0) = 0 (3.58)

y λf1 ∈ V
∗
1

Con esto se prueba que V
∗
1 < se∗(3). �

Proposición 3.27. La correlación σKl : se(3) −→ se(3)∗ es inyectiva y por lo tanto biyectiva.

Prueba. Puesto que es únicamente necesario probar que σKl es inyectiva, considere

AV B
O1

∈ ker{σKl} ⇐⇒ AV B
O1

σKl (3.59)

es el funcional cero; es decir

AV B
O1

σKl
�
AV B

O2

�
= 0 ∀ AV B

O2
∈ se(3) (3.60)

AV B
O1

σKl
�
AV B

O2

�
= AωB

1x(
AvBO2x)+

AωB
1y(

AvBO2y)+
AωB

1z(
AvBO2z)+

AvBO1x(
AωB

2x)+
AvBO1y(

AωB
2y)+

AvBO1z(
AωB

2z)
(3.61)

Considere la base Bse(3) dado por

Bse(3) = {AV B
O11

,AV B
O12

,AV B
O13

,AV B
O14

,AV B
O15

,AV B
O16

} (3.62)

Donde

AV B
O11

=
�
AωB

1x, 0, 0; 0, 0, 0
�T

;AV B
O12

=
�
0,AωB

1y, 0; 0, 0, 0
�T

;AV B
O13

=
�
0, 0,AωB

1z; 0, 0, 0
�T

AV B
O14

=
�
0, 0, 0;AvB

O1x
, 0, 0

�T
;AV B

O15
=

�
0, 0, 0; 0,AvB

O1y
, 0

�T
;AV B

O16
=

�
0, 0, 0; 0, 0,AvB

O1z

�T
Para un AV B

O2
arbitrario se tiene

AV B
O11

σKl
�
AV B

O2

�
= AωB

1x(
AvBO2x) + 0(AvBO2y) + 0(AvBO2z) + 0(AωB

2x) + 0(AωB
2y) + 0(AωB

2z) = 0

∀ AV B
O2

∈ se(3) ⇐⇒ AωB
1x = 0

AV B
O12

σKl
�
AV B

O2

�
= 0(AvBO2x) +

AωB
1y(

AvBO2y) + 0(AvBO2z) + 0(AωB
2x) + 0(AωB

2y) + 0(AωB
2z) = 0
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∀ AV B
O2

∈ se(3) ⇐⇒ AωB
1y = 0

AV B
O13

σKl
�
AV B

O2

�
= 0(AvBO2x) + 0(AvBO2y) +

AωB
1z(

AvBO2z) + 0(AωB
2x) + 0(AωB

2y) + 0(AωB
2z) = 0

∀ AV B
O2

∈ se(3) ⇐⇒ AωB
1z = 0

AV B
O14

σKl
�
AV B

O2

�
= 0(AvBO2x) + 0(AvBO2y) + 0(AvBO2z) +

AvBO1x(
AωB

2x) + 0(AωB
2y) + 0(AωB

2z) = 0

∀ AV B
O2

∈ se(3) ⇐⇒ AvBO1x
= 0

AV B
O15

σKl
�
AV B

O2

�
= 0(AvBO2x) + 0(AvBO2y) + 0(AvBO2z) + 0(AωB

2x) +
AvBO1y(

AωB
2y) + 0(AωB

2z) = 0

∀ AV B
O2

∈ se(3) ⇐⇒ AvBO1y
= 0

AV B
O16

σKl
�
AV B

O2

�
= 0(AvBO2x) + 0(AvBO2y) + 0(AvBO2z) + 0(AωB

2x) + 0(AωB
2y) +

AvBO1z(
AωB

2z) = 0

∀ AV B
O2

∈ se(3) ⇐⇒ AvBO1z
= 0

Concluyendo
ker{σKl} = {0}

Por lo tanto, si σKl es inyectiva implica que σKl es biyectiva. Como conclusión el espacio ortogonal
formado por se(3) con la forma de Klein es no-singular o no-degenerado. �

Proposición 3.28. Sea

σV

Kl = V(se(3)) −→ V(se∗(3)) σV

Kl(V1) = V
∗
1 (3.63)

el mapeo que asigna a cualquier subespacio V1 < se(3) su aniquilador dual V∗
1 < se∗(3). Es decir,

el subespacio formado por todos los aniquiladores duales de V1. Entonces:

1.
(V1 + V2)

∗ = σV

Kl (V1 + V2) = σV

Kl (V1) ∩ σV

Kl (V2) = V
∗
1 ∩ V

∗
2 (3.64)

2.
(V1 ∩ V2)

∗ = σV

Kl (V1 ∩ V2) = σV

Kl (V1) + σV

Kl (V2) = V
∗
1 + V

∗
2 (3.65)

Prueba. 1. Sea
f ∈ σV

Kl (V1) ∩ σV

Kl (V2) = V
∗
1 ∩ V

∗
2 (3.66)

entonces, ese resultado implica que

f
�
kV m

O1

�
= 0 ∀ kV m

O1
∈ V1 y f

�
kV m

O2

�
= 0 ∀ kV m

O2
∈ V2. (3.67)

Entonces,

f
�
kV m

O1
+ kV m

O2

�
= f

�
kV m

O1

�
+ f

�
kV m

O2

�
= 0+ 0 = 0 ∀ kV m

O1
∈ V1 y ∀ kV m

O2
∈ V2 (3.68)

Por lo tanto, f ∈ σV

Kl (V1 + V2). Este resultado implica que

V
∗
1 ∩ V

∗
2 ⊂ (V1 + V2)

∗ . (3.69)
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Suponga ahora que
f ∈ (V1 + V2)

∗ = σV

Kl (V1 + V2) (3.70)

entonces este resultado implica que

f
�
kV m

O1
+ kV m

O2

�
= 0 ∀ kV m

O1
∈ V1 y ∀ kV m

O2
∈ V2. (3.71)

Haga kV m
O2

= 0, entonces

f
�
kV m

O1
+ 0

�
= f

�
kV m

O1

�
= 0 ∀ kV m

O1
∈ V1, (3.72)

por lo que f ∈ σV

Kl (V1) = V
∗
1.

Haga kV m
O1

= 0, entonces

f
�
0+ kV m

O2

�
= f

�
kV m

O2

�
= 0 ∀ kV m

O2
∈ V2, (3.73)

por lo que f ∈ σV

Kl (V2) = V
∗
2.

De estos resultados se infiere que
f ∈ V

∗
1 ∩ V

∗
2 (3.74)

y por lo tanto
(V1 + V2)

∗ ⊂ V
∗
1 ∩ V

∗
2. (3.75)

Por la doble inclusión, se tiene que

(V1 + V2)
∗ = σV

Kl (V1 + V2) = σV

Kl (V1) ∩ σV

Kl (V2) = V
∗
1 ∩ V

∗
2 (3.76)

�

Prueba. 2. Sea
f ∈ σV

Kl (V1) + σV

Kl (V2) = V
∗
1 + V

∗
2 (3.77)

de aqúı, f puede ser escrito como,

f = f1 + f2, f1 ∈ V
∗
1 y f2 ∈ V

∗
2. (3.78)

Entonces,

f1(
kV m

O1
) = 0, ∀ kV m

O1
∈ V1 (3.79)

f2(
kV m

O2
) = 0, ∀ kV m

O2
∈ V2 (3.80)

Ahora, para todo kV m
O ∈ V1 ∩ V2,

f(kV m
O ) = (f1 + f2)(

kV m
O ) = f1(

kV m
O ) + f2(

kV m
O ) = 0+ 0 = 0. (3.81)

Por lo tanto, f ∈ σV

Kl (V1 ∩ V2). Este resultado implica que

V
∗
1 + V

∗
2 ⊂ (V1 ∩ V2)

∗ . (3.82)

Ahora, falta probar que
V
∗
1 + V

∗
2 ⊃ (V1 ∩ V2)

∗ (3.83)

48



3.7. PROPIEDADES DE LA FORMA DE KLEIN

o bien, recuerde que al tratarse de subespacios finitos, se tiene que,

(V∗
1 + V

∗
2)

∗ ⊂ V1 ∩ V2 (3.84)

y por la Proposición 3.13
(W∗)∗ = W

Por lo tanto, suponga ahora que
kV m

O ∈ V1 ∩ V2 (3.85)

ahora bien,

kV m
O ∈ V1 −→ f1(

kV m
O ) = 0 ∀ f1 ∈ V

∗
1 (3.86)

kV m
O ∈ V2 −→ f2(

kV m
O ) = 0 ∀ f2 ∈ V

∗
2 (3.87)

significa que

(f1 + f2)(
kV m

O ) = f1(
kV m

O ) + f2(
kV m

O ) = 0+ 0 = 0. ∀ f1 + f2 ∈ V
∗
1 + V

∗
2 (3.88)

mostrando aśı que,
kV m

O ∈ (V∗
1 + V

∗
2)

∗ (3.89)

y, por lo tanto,
(V∗

1 + V
∗
2)

∗ ⊂ V1 ∩ V2 (3.90)

Finalmente, por la doble inclusión,

(V1 ∩ V2)
∗ = σV

Kl (V1 ∩ V2) = σV

Kl (V1) + σV

Kl (V2) = V
∗
1 + V

∗
2 (3.91)

�

Prueba. 2. La prueba 2 puede demostrarse de otra manera, de acuerdo a lo siguiente: De la
primera demostración, ecuación (3.76), se sabe que

(V1 + V2)
∗ = V

∗
1 ∩ V

∗
2 (3.92)

además, se tiene la propiedad, por medio de la Proposición 3.13

(W∗)∗ = W (3.93)

Por lo que si utilizamos ambos tenemos que,

(V1 ∩ V2)
∗ = ((V∗

1)
∗ ∩ (V∗

2)
∗)

∗
= ((V∗

1 + V
∗
2)

∗)
∗
= V

∗
1 + V

∗
2 (3.94)

�

Considere se(3) como un espacio ortogonal bajo la forma de Klein,

Kl (V1,V2) = Kl

([

ω1

vO1

]

,

[

ω2

vO2

])

= ω1 · vO2
+ ω2 · vO1

Determine la correlación σKL : se(3) −→ se(3)L asociada a la forma de Klein

σKl(V1) = V
σKl
1 V

σKl
1 : se(3) −→ R

V
σKL
1 (V2) = ω1x(vO2x) + ω1y(vO2y) + ω1z(vO2z) + vO1x(ω2x) + vO1y(ω2y) + vO1z(ω2z)
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Caṕıtulo 4

Elementos flexibles

Desde la perspectiva del diseño de máquinas de precisión [39], los elementos flexibles son escen-
cialmente elementos de restricción que utilizan la elasticidad del material para permitir movimiento.
El objetivo de un elemento de restricción es el de proveer, al menos idealmente, rigidez infinita y
restringir desplazamientos a lo largo de las direcciones donde el mecanismo deba estar restringido y
permitir movimiento y cero rigidez a lo largo de las direcciones asociadas a sus grados de libertad.
Comparado con las juntas cinemáticas tradicionales y mecanismos basados en cuerpos ŕıgidos, los
mecanismos flexibles, que incluyen elementos flexibles, presentan ciertas ventajas como: proceso de
manufactura y proceso de ensamble más simple, evitando aśı fricción entre eslabones y un juego
nulo. Sin embargo, el diseño de mecanismos flexibles sigue siendo una tarea relativamente dif́ıcil,
esto se debe a que en el área de śıntesis de tipo y śıntesis dimensional no se han obtenido resultados
tan contundentes como śı se han logrado en su contraparte, los mecanismos basados en cuerpos
ŕıgidos y juntas cinemáticas tradicionales. Los elementos flexibles, pueden caer en dos categoŕıas,
elementos flexibles primitivos y elementos flexibles complejos; siendo este último una combinación
de dos o más elementos flexibles primitivos.

4.1. Elementos flexibles primitivos.

Un elemento flexible primitivo consiste solamente de elemento flexible y ningún cuerpo ŕıgido
intermedio; además los elementos flexibles primitivos no pueden ser divididos en subestructuras.
Hopkins [40] presenta los elementos flexibles más utilizados en el método FACT. A continuación se
muestran los elementos flexibles más comunmente utilizados en la literatura.

4.1.1. Matriz de flexibilidad de una viga.

Como uno de los elementos flexibles primitivos o generadores mecánicos más simples se encuen-
tra la viga flexible, la cual es un componente mecánico base que provee de deformaciones en forma
de twists y restricciones en forma de wrenches en un mecanismo flexible [42]. Existen diferentes
perfiles para una viga, cada perfil proveerá diferentes grados de libertad debido a sus propiedades
elásticas. En la Figura 4.1 se observan dos vigas flexibles homogéneas, con diferente sección trans-
versal, circular y rectangular, ambas sometidas a un wrench general sobre su centro de masas; a
continuación se deriva una representación general de la matriz de flexibilidad para una viga con
sección transversal uniforme.
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4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.

L

2r=d

X

Y

Z

My

Mz

Mx

Fz

Fy

Fx

C

E

X

YMyMz

Mx

Fy

Fx

Z

Fz

L

t

b

E

C

Figura 4.1: Vigas flexibles con sección transversal uniforme, circular (izq.) y rectangular (der),
sometidas a un wrench general sobre su extremo E.

En la mayoŕıa de casos, el wrench se ejerce en el extremo, E, de la viga. Utilizando el método
de viga conjugada, de mecánica de materiales, se determina la matriz de flexibilidad representada
en coordenadas del marco de referencia con origen en el punto E, de la siguiente manera:

1. Plano X − Z

Para el primer caso note que el eje neutro es paralelo al eje Y .

a) Fuerza Fx en el extremo E de la viga.

Observando la Figura 4.2 es posible obtener el siguiente momento flector,

M(z) = Fx(L− z) ∀ L ≥ z ≥ 0 (4.1)

de modo que,

d 2

dz2
x(z) =

M(z)

EIy
=

Fx(L− z)

EIy
(4.2)

Integrando la ecuación (4.2) se obtiene el siguiente resultado:

d

dz
x(z) =

∫

Fx(L− z)

EIy
dz =

Fx(L− z)2

2EIy
+ C1 (4.3)

51



4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.

Y
E

Figura 4.2: Viga en voladizo con una fuerza Fx, aplicada en el extremo de la misma.

sin embargo si se sustituye z = 0 se sabe que1 d
dz x(z) = 0 de esta forma

C1 =
FxL

2

2EIy
(4.4)

por lo tanto,

d

dz
x(z) =

Fx

2EIy

�
(L− z)2 + L2

�
∀ L ≥ z ≥ 0 (4.5)

y sustituyendo z = L se obtiene finalmente que

d

dz
x(z)

∣

∣

∣

∣

z=L
=

FxL
2

2EIy
(4.6)

Integrando nuevamente, ahora la ecuación (4.5) se tiene que,

x(z) =

∫

Fx

2EIy

�
(L− z)2 + L2

�
=

Fx

2EIy

�
1

3
(L− z)3 + L2z

�
+ C2 (4.7)

sustituyendo z = 0 se sabe que2 x(z) = 0 de modo que,

x(z) =
Fx

2EIy

�
1

3
(L− z)3 + L2z − L3

3

�
∀ L ≥ z ≥ 0 (4.8)

finalmente,

x(z)|z=L =
FxL

3

3EIy
(4.9)

b) Momento My en el extremo E de la viga.

El momento flector está dado, vea Figura 4.3), por

M(z) = My ∀ L ≥ z ≥ 0 (4.10)

de este modo
1Esta condición supone que el empotramiento es perfecto.
2Esta condición supone que el empotramiento es perfecto.
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4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.

Y
E

Figura 4.3: Viga en voladizo con un momento My, aplicado en el extremo de la misma.

d2

dz2
x(z) =

My

EIy
(4.11)

Integrando la ecuación (4.11) y aplicando las condiciones para z = 0, d
dz x(z) = 0 se

obtiene el siguiente resultado

d

dz
x(z) =

My

EIy
z ∀ L ≥ z ≥ 0 (4.12)

particularizando para z = L

d

dz
x(z)

∣

∣

∣

∣

z=L
=

MyL

EIy
(4.13)

Integrando nuevamente y aplicando las condiciones para z = 0, x(z) = 0 esta vez para
obtener el desplazamiento lineal de la viga se obtiene que,

x(z) =
My z

2

2EIy
∀ L ≥ z ≥ 0 (4.14)

particularizando para z = L

x(z)|z=L =
MyL

2

2EIy
(4.15)

c) Fuerza Fz en el extremo E de la viga.

Al aplicar esta fuerza Fz en la viga se presentan esfuerzos de tensión, vea Figura 4.4,
por lo que el resultado es muy simple y está dado por

δz =
FzL

AE
(4.16)

d) Momento Mz en el extremo E de la viga.

En este caso la viga presenta esfuerzos de torsión, vea Figura 4.5, debidos a la aplicación
Mz en el extremo de la viga, y el ángulo de torsión en el extremo libre de la viga está dado
por
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4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.

Y
E

Figura 4.4: Viga en voladizo con una fuerza Fz, aplicada en el extremo de la misma.

Y
E

Figura 4.5: Viga en voladizo con un momento Mz, aplicado en el extremo de la misma.

θz =
MzL

JG
(4.17)

2. Plano Y − Z

Note que para este caso el eje neutro es paralelo al eje X.

a) Fuerza Fy en el extremo E de la viga.

X
E

Figura 4.6: Viga en voladizo con una fuerza Fy, aplicada en el extremo de la misma.

El momento flector está dado por la siguiente expresión, vea Figura 4.6:

M(z) = Fy(L− z) ∀ L ≥ z ≥ 0 (4.18)

de modo que,
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4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.

d 2

dz2
y(z) =

M(z)

EIx
=

Fy(L− z)

EIx
∀ L ≥ z ≥ 0 (4.19)

Integrando la ecuación (4.19) se obtiene el siguiente resultado:

d

dz
x(z) =

∫

Fx(L− z)

EIy
dz =

Fx(L− z)2

2EIy
+ C1 (4.20)

sin embargo si se sustituye z = 0 se tiene que d
dz y(z) = 0, de esta forma

C1 =
FyL

2

2EIx
(4.21)

por lo tanto,

d

dz
y(z) =

Fy

2EIx

�
(L− z)2 + L2

�
∀ L ≥ z ≥ 0 (4.22)

y sustituyendo z = L se obtiene finalmente que

d

dz
y(z)

∣

∣

∣

∣

z=L
=

FyL
2

2EIy
(4.23)

El resultado anterior muestra una rotación alrededor del eje X pero en sentido negativo.
Integrando nuevamente, ahora la ecuación (4.22) se tiene que,

y(z) =

∫

Fy

2EIx

�
(L− z)2 + L2

�
=

Fy

2EIx

�
1

3
(L− z)3 + L2z

�
+ C2 (4.24)

sustituyendo z = 0 se sabe que y(z) = 0 de modo que,

y(z) =
Fy

2EIx

�
1

3
(L− z)3 + L2z − L3

3

�
∀ L ≥ z ≥ 0 (4.25)

finalmente,

y(z)|z=L =
FyL

3

3EIx
(4.26)

b) Momento Mx en el extremo E de la viga.

El momento flector está dado por (vea Figura 4.7),

M(z) = Mx ∀ L ≥ z ≥ 0 (4.27)

de este modo

d2

dz2
y(z) =

Mx

EIx
(4.28)

Integrando la ecuación (4.28) y aplicando las condiciones z = 0, d
dz y(z) se obtiene el

siguiente resultado
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X
E

Figura 4.7: Viga en voladizo con un momento Mx, aplicado en el extremo de la misma.

d

dz
y(z) =

Mx

EIx
z ∀ L ≥ z ≥ 0 (4.29)

particularizando para z = L

d

dz
y(z)

∣

∣

∣

∣

z=L
=

MxL

EIx
(4.30)

Integrando nuevamente y aplicando las condiciones z = 0, y(z) = 0 esta vez para obtener
el desplazamiento lineal de la viga se obtiene que,

y(z) =
Mx z

2

2EIx
∀ L ≥ z ≥ 0 (4.31)

particularizando para z = L

y(z)|z=L =
MxL

2

2EIx
(4.32)

Una vez obteniendo estos resultados es posible formular la siguiente matriz de flexibilidad,
Patterson y Lipkin [41].

δ = CE w (4.33)
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0 0 0 0 0 L
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(4.34)

Donde A es el área de sección transversal, Ix e Iy son los segundos momentos de área respecto a
los ejes X y Y que pasan por el centroide de la sección transversal, E y G son el módulo de Young
y el módulo cortante respectivamente, y J es el segundo momento polar de área de la sección
transversal.
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4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.

La matriz CE está referenciada con respecto al extremo de la viga, E, si se aplica un cambio
de coordenadas a modo que la matriz CE se encuentre ahora con respecto a sistema de referencia
situado sobre el centro de masas, C, de la viga es necesario aplicar la siguiente transformación
homogénea, la cual consiste solamente en una traslación a lo largo del eje Z una distancia L

2 :

CC = (A−1
dj )T CE A−1

dj (4.35)

donde:

Adj =

[

I 0

T I

]

, T =









0 −L
2 0

L
2 0 0

0 0 0









(4.36)

Por lo que la matriz de flexibilidad final es de la forma:

CC =



























L3

12EIy
0 0 0 0 0

0 L3

12EIx
0 0 0 0

0 0 L
EA 0 0 0

0 0 0 L
EIx

0 0

0 0 0 0 L
EIy

0

0 0 0 0 0 L
JG



























(4.37)

δ = CC w (4.38)

La matriz diagonal CC fue previamente obtenida por Selig y Ding [42], además de concordar
con lo obtenido por von Mises [43], quien obtuvo el mismo resultado por diferentes métodos.

A continuación se particulariza la matriz CE , ecuación (4.34), para dos de los elementos flexibles
más comunmente utilizados en la literatura, por ejemplo, vea Hopkins [44], Sun y Hopkins [45] y,
Hopkins y Vericella [46]; y se muestra cómo a partir de la matriz de flexibilidad es posible obtener los
grados de libertad de estos dos elementos. Primero se estudiará la lámina delgada, el cual es uno de
los elementos flexibles primitivos más utilizados en mecanismos flexibles. Después se mostrará como
al modificar un parámetro de la lámina delgada y añadiendo una condición dimensional este se puede
convertir en otro tipo de elemento flexible llamado alambre.

4.1.2. Elemento flexible: lámina delgada.

Este elemento consiste en una lámina delgada de sección transversal rectangular. Los parámetros
de diseño de este elemento se muestran en la Figura 4.1, con una longitud L, un grosor t y un ancho
b, con el sistema de referencia mostrado en la Figura 4.8. Este elemento flexible es un caso particular
de la ecuación (4.34) donde A = bt, Ix = b3t

12 , Iy = bt3

12 ; entonces se puede afirmar que la matriz CE

para este particular caso depende de cinco parámetros de diseño independientes pdb = (E,G, t, b, L).
Cuando el grosor es suficientemente pequeño, t ≪ b, t ≪ L se obtiene la denominada lámina delgada
ideal Yu et. al. [26]. La ecuación (4.34) puede normalizarse de tal forma Su et. al. [47] que se puede
obtener
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4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.

CEb
=

L

EIy



























L2

3 0 0 0 L
2 0

0 L2κ
3 0 −Lκ

2 0 0

0 0 L2η
12 0 0 0

0 −Lκ
2 0 κ 0 0

L
2 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1
χβ



























(4.39)

donde

κ =
Iy
Ix

=
t2

b2
, β =

J

Iy
, η =

t2

L2
, χ =

G

E
=

1

2(1 + ν)
(4.40)

son las constantes adimensionales determinadas a partir de geometŕıas y propiedades del material,
donde ν es la relación de Poisson. Para una sección transversal rectangular, β está definido como

β = 12

�
1

3
− 0.21

t

b

�
1− 1

12

�
t

b

�4��
(4.41)

la cual si t
b es lo suficientemente pequeña, β ≈ 4, Young y Budynas [48].

Entonces, para una lámina delgada ideal, κ ≪ 1 y η ≪ 1, la matriz de flexibilidad, CEb
, depende

de cinco nuevos parámetros de diseño independientes, pb = ( L
EIy

, χ, κ, η, L). Ahora observe como las
columnas 2, 3 y 4 de CEb

son relativamente pequeñas, al punto de que es posible despreciarlas, dando
como resultado desde el punto de vista cinemático que: el elemento flexible primitivo denominado
lámina delgada ideal, posee 3 grados de libertad, 3DOF : dos rotaciones alrededor de los ejes
coplanares al plano descrito por la lámina rectangular y una traslación perpendicular al plano de
la lámina.

Cuando ambos parámetros, ancho y grosor, b y t, respectivamente, son muy pequeños compa-
rados con la longitud de la viga, t ≪ L y b ≪ L, la lámina delgada se transforma en un elemento
flexible denominado alambre.

4.1.3. Elemento flexible: alambre

Este elemento consiste en una barra larga de sección transversal circular pequeña. Los paráme-
tros de diseño de este elemento se muestran en la Figura 4.1, con una longitud L, un radio r,
con el sistema de referencia mostrado en la Figura 4.10. La matriz de flexibilidad de un alambre
tiene la misma forma que la lámina delgada, exceptuando que κ no es lo suficientemente pequeña,
dado que ahora el ancho y el grosor son de magnitudes similares, o para el caso de una sección
transversal circular el radio, r, no es lo suficientemente pequeño como para despreciarse. La matriz
de flexibilidad, CE , puede particularizarse para el caso del alambre, sustituyendo A = πr2 = πd2

4 ,

Ix = Iy = πr4

4 = πd4

64 y J = 2Ix = 2Iy de forma que la matriz de flexibilidad para el alambre queda
de la forma
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Z

X

Y

Figura 4.8: Elemento flexible: Lámina delgada.
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(4.42)

donde η = d2

L2 . De este modo, si se cumple la condición d ≪ L, este elemento flexible se denomi-
nará como alambre ideal, ahora es posible observar como la columna 3 puede despreciarse, esto
implica que este elemento flexible no se deforma a lo largo de la dirección longitudinal, en este caso
el eje Z. F́ısicamente concuerda con nuestra intuición de que un alambre flexible es ŕıgido a lo largo
de la dirección longitudinal y flexible en las otras direcciones desde el punto de vista cinemático,
este elemento flexible posee 5 grados de libertad, 5DOF : Tres rotaciones alrededor de los tres ejes
y dos traslaciones perpendiculares a la longitud del alambre.

59



4.1. ELEMENTOS FLEXIBLES PRIMITIVOS.
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Figura 4.9: Grados de libertad (verde), 3DOF, y grados de restricción (rojo), 3DOC, del elemento
flexible: Lámina delgada.

Z

X Y

Figura 4.10: Elemento flexible: Alambre.
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Figura 4.11: Grados de libertad (verde), 5DOF, y grados de restricción (rojo), 1DOC, del elemento
flexible: Alambre.
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Caṕıtulo 5

Metodoloǵıa cinemáticamente
correcta para la śıntesis de
dispositivos flexibles.

En el presente caṕıtulo se mostrará una metodoloǵıa para lograr la śıntesis de tipo de disposi-
tivos de posicionamiento flexible, siguiendo el enfoque cinemático basado en la teoŕıa de tornillos,
isomórfica al álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo, SE(3) que se describió en el Caṕıtulo 2
del presente trabajo. Este trabajo provee una representación matemática más formal del enfoque
gráfico-anaĺıtico presentado por Hopkins y Culpepper [19] y [20]. Además, se presenta la construc-
ción de diferentes dispositivos de posicionamiento flexible, con la finalidad de generar cada una de
las subálgebras del álgebra de Lie, se(3); en algunos casos será necesario conectar estos dispositi-
vos en serie, en paralelo o de modo h́ıbrido, siguiendo los conceptos matemáticos expuestos en el
Caṕıtulo 3. Finalmente se estudiarán dos ejemplos encontrados en la literatura y cómo es posible
sintetizar estos mecanismos flexibles de una forma cinemáticamente correcta.

5.1. Descripción de la metodoloǵıa.

En el Caṕıtulo 4 se muestran los grados de libertad, DOF, y los grados de restricción, DOC, de
dos elementos flexibles más comunmente utilizados en la literatura: La lámina delgada y el alambre,
quienes poseen 3DOF y 5DOF respectivamente. Ahora, bien, del Caṕıtulo 3 se sabe que existe una
dualidad entre el álgebra de Lie, se(3), y su álgebra dual, se∗(3) debida a la correlación asociada
a la forma de Klein. Esta correlación permitirá relacionar directamente los DOF y DOC de ambos
elementos flexibles ya mencionados. Con estos fundamentos es posible sintetizar diferentes tipos de
dispositivos de posicionamiento flexibles, ya sea en paralelo, serie o h́ıbridos. Siguiendo los resultados
mostrados en el Caṕıtulo 2 se procederá a sintetizar mecanismos flexibles que generen todas las
subálgebras del álgebra de Lie, se(3). Primero sintetizando dispositivos elementales de libertad
para poder sintetizar dispositivos de posicionamiento flexibles en serie y dispositivos elementales de
restricción para poder sintetizar dispositivos de posicionamiento flexibles en paralelo. Para lograr
sintetizar estos dispositivos elementales se seguirá un procedimiento basado en la serie de art́ıculos
que ofrecen un enfoque de teoŕıa de tornillos aplicada a mecanismos flexibles, por ejemplo vea
Su et. al. [18], Su y Tari [49] y [50]. Mostrando, además, un procedimiento alterno en uno de los
dispositivos elementales de restricción, con la finalidad de darle al lector un mayor número de ideas
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5.2. DISPOSITIVOS ELEMENTALES DE LIBERTAD, SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE
LIE, SE(3), DE DIMENSIÓN UNO.

sobre cómo aplicar las herramientas matemáticas descritas en el presente trabajo de tesis.
La notación que se utilizará para describir a los tornillos infinitesimales será: El primer sub́ındice

para indicar si se trata de un Twist, T, o de un Wrench, W ; además un segundo sub́ındice más
para indicar si se trata de una rotación, r, o una traslación, t, o un movimiento de tornillo, s, para
el Twist y de una fuerza lineal, f, un momento, m, o de una restricción de tornillo, también llamada
wrench, w para el Wrench.

5.2. Dispositivos elementales de libertad, subálgebras del álgebra
de Lie, se(3), de dimensión uno.

En esta sección se sintetizarán tres dispositivos elementales de libertad, los cuales poseen 1DOF
y 5DOC: El primero será capaz de permitir un rotación alrededor de una dirección, el segun-
do será capaz de permitir una traslación sobre una dirección, y finalmente el tercer dispositivo
será capaz de permitir un movimiento de tornillo sobre una dirección dada. Cada uno de estos tres
dispositivos elementales de libertad serán generadores de una subálgebra del álgebra de Lie, se(3),
de dimensión uno.

5.2.1. Śıntesis de un par cinemático de revoluta, R, 1DOF o 5DOC, que genere
la subálgebra rP,u1

.

Considere el tornillo que representa un par de revoluta, dado por la ecuación (5.1). El movi-
miento asociado con un par de revoluta tiene 1DOF y presenta 5DOC.

$Tr =

[

ur

rr × ur

]

. (5.1)

Sin pérdida de generalidad, es posible asumir que el eje del tornillo asociado al par cinemático
de revoluta, R, $Tr , pasa a través del origen, es decir, rr = (0, 0, 0)T por lo tanto, se desea diseñar
un dispositivo que permita el movimiento representado por el tornillo infinitesimal.

$Tr =

[

ur

0

]

. (5.2)

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales entre śı:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad del movimiento. El problema consiste en
generar un dispositivo flexible de 1 grado de libertad, una rotación deseada. En este caso la
solución es inmediata, empleando cuerpos ŕıgidos y un par cinemático tradicional como lo es
la revoluta. En este caso no es posible emplear un dispositivo flexible.

2. Desde un punto de vista de grados de restricción. El problema consiste en generar un dis-
positivo flexible de 5 grados de restricción, dos momentos y tres fuerzas lineales apropiados,
mediante uno o más elementos flexibles.

Para sintetizar el par cinemático de revoluta, R, en este caso se buscará obtener 5 grados de
restricción, para ello se utilizarán 2 láminas delgadas. Puesto que cada una de ellas posee 3 grados
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uf2

Wf2 Wf1

uf1

Wm1

um1

Z

X

Y

uf4

Wf4 Wf3

uf3

Wm2

um2

r1

r2

T

ur

r

Figura 5.1: Tornillos infinitesimales asociados a las restricciones de las láminas delgadas y a la
libertad deseada en el cuerpo móvil, rotación alrededor de un eje fijo.

de restricción. Resulta evidente que 1 grado de restricción será redundante. De acuerdo a la Figura
5.1 los tornillos asociados a las restricciones son:

Lámina delgada 1.

$Wf1
=

[

uf1

r1 × uf1

]

$Wf2
=

[

uf2

r1 × uf2

]

$Wm1
=

[

0

um1

]

(5.3)

donde uf1, uf2 y um1 constituye un sistema ortonormal.
Lámina delgada 2.

$Wf3
=

[

uf3

r2 × uf3

]

$Wf4
=

[

uf4

r2 × uf4

]

$Wm2
=

[

0

um2

]

(5.4)

donde uf3, uf4 y um2 constituye un sistema ortonormal.
Además, cada uno de los tornillos asociados a las restricciones de las láminas delgadas deben

aniquilar ortogonalmente al tornillo asociado al movimiento deseado, por lo tanto, la construcción
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del dispositivo flexible requiere que las láminas delgadas se dispongan en paralelo.

Kl ($Tr , $Wf1
) = ur · (r1 × uf1) = r1 · (uf1 × ur) = 0 (5.5)

Kl ($Tr , $Wf2
) = ur · (r1 × uf2) = r1 · (uf2 × ur) = 0 (5.6)

Kl ($Tr , $Wm1
) = ur · um1 = 0 (5.7)

Kl ($Tr , $Wf3
) = ur · (r2 × uf3) = r2 · (uf3 × ur) = 0 (5.8)

Kl ($Tr , $Wf4
) = ur · (r2 × uf4) = r2 · (uf4 × ur) = 0 (5.9)

Kl ($Tr , $Wm2
) = ur · um2 = 0 (5.10)

Las ecuaciones (5.7) y (5.10) indican que el plano de las placas deben ser perpendiculares a la
dirección del par cinemático revoluta, R, ur. Sin embargo, no necesariamente um1 y um2, deben
ser perpendiculares entre śı. De las ecuaciones (5.7) y (5.10) se sabe que,

ur = µ1uf1 + µ2uf2 (5.11)

ur = µ3uf3 + µ4uf4 (5.12)

respectivamente. Ahora bien, de las ecuaciones (5.5), (5.6), (5.8) y (5.9) se tiene que,

r1 · [(λ1uf1 + λ2uf2)× ur] = r1 · [(λ1uf1 + λ2uf2)× (µ1uf1 + µ2uf2)] = 0 (5.13)

r2 · [(λ3uf3 + λ4uf4)× ur] = r2 · [(λ3uf3 + λ4uf4)× (µ3uf3 + µ4uf4)] = 0 (5.14)

sin embargo, resulta evidente notar que,

(λ1uf1 + λ2uf2)× (µ1uf1 + µ2uf2) = η1um1 (5.15)

(λ3uf3 + λ4uf4)× (µ3uf3 + µ4uf4) = η2um2 (5.16)

por lo que es posible afirmar que,

r1 · um1 = r2 · um2 = 0 (5.17)

Ahora bien, si la dirección es ur = (1, 0, 0)T las direcciones um1 y um2 deben ser perpendiculares
a ur. Una solución geométricamente elegante es que sean perpendiculares entre śı.

um1 = (0, 0, 1)T um2 = (0, 1, 0)T (5.18)

por lo tanto,
uf2 = uf4 = (1, 0, 0)T uf1 = (0,−1, 0)T uf3 = (0, 0, 1)T (5.19)

r1 = (0, 0, 0)T r2 = (0, 0, 0)T (5.20)

El arreglo final se muestra en la Figura 5.2, donde se seleccionó que las placas fueran perpen-
diculares entre śı.

Este resultado se puede verificar utilizando los tornillos que representan la libertad de movi-
miento. Por lo que, los tornillos asociados a la libertad de movimiento de cada una de las láminas
delgadas, son los siguientes:

Lámina delgada 1.
0V 1

O1 =
�
0$11,

0$12,
0$13

�
= [J1] (5.21)
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uf1

uf3,um1

Z

Y

um2

ur, uf2,uf4

XTr

O

Figura 5.2: Par de revoluta, R, creada a partir de dos láminas delgadas.
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(5.22)

Lámina delgada 2.
0V 1

O2 =
�
0$14,

0$15,
0$16

�
= [J2] (5.23)
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; [J2] =
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1 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

























(5.24)

Ahora bien, dado que ambas láminas delgadas se encuentran en paralelo, ambos subespacios de
libertades deben intersectarse de modo que,

0V 1
O = 0V 1

O1 ∩ 0V 1
O2 = [J1] ∩ [J2] =

























1

0

0

0

0

0

























. (5.25)

Dando como resultado el movimiento esperado, una rotación alrededor del eje X.
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5.2.2. Śıntesis de un par cinemático prismático, T, 1DOF o 5DOC, que genera
la subálgebra tu1

.

Considere el tornillo que representa un par prismático, T, dado por la ecuación (5.26). El
movimiento asociado con un par prismático tiene 1DOF y presenta 5DOC. Se desea diseñar un
dispositivo flexible que permita el movimiento representado por el tornillo infinitesimal.

$Tt =

[

0

ut

]

. (5.26)

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad del movimiento. El problema consiste en
generar un dispositivo flexible de 1 grado de libertad, asociada a una traslación rectiĺınea. En
este caso la solución es inmediata, empleando cuerpos ŕıgidos y un par cinemático tradicional
como lo es el par prismático. En este caso no es posible emplear un dispositivo flexible.

2. Desde un punto de vista de grados de restricción. El problema consiste en generar un dispo-
sitivo flexible de 5 grados de restricción, dos fuerzas lineales, linealmente independientes, y
tres momentos, linealmente independientes.

Para sintetizar el par cinemático prismático, T, se buscará obtener 5 grados de restricción,
para ello se utilizarán 2 láminas delgadas, ya que cada una de ellas posee 3 grados de restricción.
Resulta evidente que 1 grado de restricción será redundante. De acuerdo a la Figura 5.3 los tornillos
asociados a las restricciones son:

Lámina delgada 1.

$Wf1
=

[

uf1

r1 × uf1

]

$Wf2
=

[

uf2

r1 × uf2

]

$Wm1
=

[

0

um1

]

(5.27)

donde uf1, uf2 y um1 constituye un sistema ortonormal.
Lámina delgada 2.

$Wf3
=

[

uf3

r2 × uf3

]

$Wf4
=

[

uf4

r2 × uf4

]

$Wm2
=

[

0

um2

]

(5.28)

donde uf3, uf4 y um2 constituye un sistema ortonormal.
Además cada uno de los tornillos asociados a las restricciones de las láminas delgadas deben

aniquilar ortogonalmente al tornillo asociado al movimiento deseado, por lo tanto, la construcción
del dispositivo flexible requiere que las láminas delgadas se dispongan en paralelo.

Kl ($Tt , $Wf1
) = ut · uf1 = 0 (5.29)

Kl ($Tt , $Wf2
) = ut · uf2 = 0 (5.30)

Kl ($Tt , $Wm1
) = 0 (5.31)

Kl ($Tt , $Wf3
) = ut · uf3 = 0 (5.32)

Kl ($Tt , $Wf4
) = ut · uf4 = 0 (5.33)

Kl ($Tt , $Wm1
) = 0 (5.34)
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uf2

Wf2 Wf1

uf1

Wm1

um1

Z

X

Y

uf4

Wf4 Wf3

uf3

Wm2

um2

r1

r2
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Figura 5.3: Tornillos infinitesimales asociados a las restricciones de las láminas delgadas y a la
libertad deseada en el cuerpo móvil, traslación rectiĺınea en una dirección.

De las ecuaciones (5.29) y (5.30) implican que el plano de la lámina delgada 1 debe ser per-
pendicular a la dirección del par prismático, T, uT y las ecuaciones (5.32) y (5.33) implican que el
plano de la lámina delgada 2 es perpendicular a la dirección del par prismático, T, uT . Para este
caso no existen condiciones para r1 y r2.

Por ejemplo, si la dirección del par cinemático prismático, T, coincide con el eje X se tiene que,
uT = (1, 0, 0)T , entonces

um1 = um2 = (1, 0, 0)T (5.35)

por lo tanto,
uf1 = uf3 = (0, 0, 1)T uf2 = uf4 = (0,−1, 0)T (5.36)

y
r1 = (r1x, 0, 0)

T r2 = (−r2x, 0, 0)
T (5.37)

El arreglo final se puede observar en la Figura 5.4 Este resultado se puede verificar utilizando los
tornillos que representan la libertad de movimiento. Por lo que, los tornillos asociados a la libertad
de movimiento de cada una de las láminas delgadas, son los siguientes:
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uf2

uf1

um1,

Z

X

Y

uf4

uf3

um2

T

ut,
tr2 r1

P2 P1O

Figura 5.4: Par cinemático prismático, T, creado a partir de dos láminas delgadas.

Lámina delgada 1.
0V 1

O1 =
�
0$11,

0$12,
0$13

�
= [J1] (5.38)

donde,
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; [J1] =

























0 0 0

0 −1 0

1 0 0

0 0 1

−r1x 0 0

0 r1x 0

























(5.39)

Lámina delgada 2.
0V 1

O2 =
�
0$14,

0$15,
0$16

�
= [J2] (5.40)

0$14 =

























0

0

1

0

r2x

0

























0$15 =

























0

−1

0

0

0

−r2x

























0$16 =

























0

0

0

1

0

0

























; [J2] =

























0 0 0
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1 0 0

0 0 1

r2x 0 0

0 −r2x 0

























(5.41)

Ahora bien, dado que ambas láminas delgadas se encuentran en paralelo, ambos subespacios de
libertades deben intersectarse de modo que,

69



5.2. DISPOSITIVOS ELEMENTALES DE LIBERTAD, SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE
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0V 1
O = 0V 1

O1 ∩ 0V 1
O2 = [J1] ∩ [J2] =
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. (5.42)

Dando como resultado el movimiento esperado, una traslación en dirección paralela al eje X.

5.2.3. Śıntesis de un par cinemático de tornillo, S, 1DOC o 5DOF, que genere
la subálgebra hP,u1,p, helicoidal.

Considere el tornillo que representa un par de tornillo, dado por la ecuación (5.43). El movi-
miento asociado con un par de tornillo tiene 1DOF y presenta 5DOC.

$Ts =

[

us

rs × us + hus

]

. (5.43)

Sin pérdida de generalidad, es posible asumir que el eje del tornillo asociado al par cinemático
de tornillo, S, $Ts , pasa a través del origen, es decir, rs = (0, 0, 0)T por lo tanto, se desea diseñar
un dispositivo que permita el movimiento representado por el tornillo infinitesimal.

$Ts =

[

us

hus

]

. (5.44)

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad del movimiento. El problema consiste en
generar un dispositivo flexible de 1 grado de libertad, un movimiento de tornillo. En este caso
la solución es inmediata, empleando cuerpos ŕıgidos y un par cinemático tradicional como lo
es el par de tornillo, sin embargo en este caso no es posible emplear un elemento flexible de
forma directa.

2. Desde un punto de vista de grados de restricción. El problema consiste en generar un dispo-
sitivo flexible de 5 grados de restricción, dos fuerzas lineales, dos momentos y una restricción
de tornillo empleando elementos flexibles.

Para sintetizar el par cinemático de tornillo, S, se buscará obtener 5 grados de restricción, para
ello se utilizarán 5 alambres, ya que cada una de ellos posee 1 grados de restricción. De acuerdo a
la Figura 5.5 los tornillos asociados a las restricciones son:

Condiciones para el i-ésimo alambre.

$Wfi
=

[

ufi

ri × ufi

]

, ∀ i = 1, 2, 3, 4, 5. (5.45)
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Z

X

Y

Ts
O

us

ufi

ri

Wfi

i=1,2,3,4,5.

Figura 5.5: Tornillos infinitesimales asociados a las restricciones de las láminas delgadas y a la
libertad deseada en el cuerpo móvil, traslación rectiĺınea en una dirección.

Además cada uno de los tornillos asociados a las restricciones de los alambres deben aniqui-
lar ortogonalmente al tornillo asociado al movimiento deseado, por lo tanto, la construcción del
dispositivo flexible requiere que los alambres se dispongan en paralelo.

Kl ($Ts , $Wfi
) = us · (ri × ufi) + hus · ufi = ri · (ufi × us) + hus · ufi = 0

= us · [ri × ufi + hufi] = 0 ∀ i = 1, 2, 3, 4, 5. (5.46)

De la ecuación (5.46) puede suponerse sin pérdida de generalidad que ri es perpendicular a ufi,
por lo tanto, dos condiciones necesarias, pero no suficientes son las siguientes,

us · (ri × ufi) = 0 y us · (ufi) = 0 (5.47)

Dada la ecuación (5.47) parece lógico que cada par de alambres evite la rotación y traslación al-
rededor y a lo largo de un eje. Esto nos conduce una solución con cuatro alambres, logrando un
movimiento ciĺındrico, que corresponde a una rotación alrededor de una dirección fija, más una
traslación independiente en la misma dirección, sin embargo para lograr obtener un par cinemáti-
co de tornillo es necesario que ambos movimientos sean dependientes, es decir, aun es necesario
encontrar un alambre que logre restringir un wrench con paso de igual maginitud, pero de signo
contrario al movimiento de tornillo esperado. Para ello, resulta evidente que la tercera condición
será la siguiente

ri · (ufi × us) + hus · ufi = 0 (5.48)

donde, el vector ufi debe ser elemento de us, ufi ∈ us, sin embargo no deben ser paralelos entre
śı (ufi × us) ̸= 0, el vector posición debe ser perpendicular a ambas direcciones, ri ⊥ ufi,us, y
además su magnitud debe ser igual al paso del movimiento de tornillo pero con signo contrario
|ri| = −h.
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Si el par cinemático de tornillo, S, coincide con el eje X se tiene que, us = (1, 0, 0)T , y si el
paso del tornillo para este ejemplo es igual a −h, entonces, de las condiciones (5.47)

uf1 = uf2 = (0, 1, 0)T r1 = (0, 0, 0)T r2 = (r2x, 0, 0)
T (5.49)

además,
uf3 = −uf4 = (0, 0,−1)T r3 = (0, 0, 0)T r4 = (r4x, 0, 0)

T (5.50)

y finalmente, con la condición (5.48)

uf5 = (1, 0, 1)T r5 = (0, h, 0)T (5.51)

debe notarse que este último alambre es el encargado de generar la restricción de tipo wrench con
un paso de igual magnitud pero de diferente signo al movimiento esperado.

El arreglo final se puede observar en la Figura 5.6

Z

X

Y

Ts
O

r5

r2,r4
us

uf2uf1

uf3

uf4

uf5

Figura 5.6: Par cinemático de tornillo, S, creado a partir de cinco alambres.

Este resultado se puede verificar utilizando los tornillos que representan una restricción al
movimiento. Por lo que, los tornillos asociados a las restricciones del movimiento de cada uno de
los alambres, son los siguientes:

Alambres.

0F 1
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(5.52)
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(5.53)

Dado que estamos tratanto con restricciones la suma de todas ellas está representada por la siguiente
matriz:

0F 1
O1 +

0F 1
O2 +

0F 1
O3 +

0F 1
O4 +

0F 1
O5 = [J1] =

























0 0 0 0 1

1 1 0 0 0

0 0 −1 1 1

0 0 0 0 h

0 0 0 r4x 0

0 r2x 0 0 −h

























(5.54)

al aplicar el mapeo σV

Kl a la matriz resultante de la suma de restricciones, [J1], se obtiene el siguiente
resultado:

σV

Kl ([J1]) =
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0
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0
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(5.55)

Dando como resultado el movimiento esperado, un movimiento de tornillo a lo largo del eje X.

5.3. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo,
SE(3), a partir de dispositivos seriales.

La clasificación de las subálgebras del álgebra de Lie, se(3), se organiza con base en la dimensión
de las respectivas subálgebras, tal como se muestra en la Figura 2.5.

5.3.1. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión uno.

Las subálgebras de dimensión uno ya se analizaron en la sección anterior, cada uno de los
dispositivos elementales de libertad sintetizados generan las subálgebras de dimensión uno.

5.3.2. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión dos.

Para las subálgebras de dimensión dos es necesario obtener la suma directa de dos subálgebras
de dimensión uno, por lo que los pares cinemáticos anteriormente sintetizados son colocados en
serie.
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Subálgebra t⊥
u1
, traslación plana.

Corresponde a traslaciones sobre un plano, en este caso el plano se supone perpendicular al eje
Z. Se realiza la suma directa de dos subálgebras de prismático, rP,u1

.

0V 2
O = 0V 1

O + 1V 2
O (5.56)

Donde
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(5.57)

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en
la Figura 5.7.

0V 2
O = 0V 1

O + 1V 2
O =
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(5.58)
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0

1
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P1

Figura 5.7: Mecanismo flexible en serie que genera la subálgebra t⊥
u1
, traslación plana.

Subálgebra CP,u1
, ciĺındrico.

Corresponde a una rotación alrededor de un eje fijo, más una traslación independiente en la
misma dirección, en este caso suponga que la dirección de la rotación y traslación es el eje X. Se
realiza la suma directa entre una subálgebra rP,u1

y otra subágebra tu1
.

0V 2
O = 0V 1

O + 1V 2
O (5.59)
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Donde

0V 1
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(5.60)

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en
la Figura 5.8.

0V 2
O = 0V 1

O + 1V 2
O =
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Z

Y

XTr Tt,

O

2

P1

1

0

Figura 5.8: Mecanismo flexible en serie que genera la subálgebra CP,u1
, ciĺındrico.

5.3.3. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión tres.

Para las subálgebras de dimensión dos es necesario realizar la suma directa de tres subálgebras
de dimensión uno, o bien, la suma directa entre una subágebra de dimensión uno y una subálgebra
de dimensión dos, por lo que los mecanismos flexibles anteriormente sintetizados serán colocados
en serie.

Subálgebra tu1,u2,u3
, traslación espacial.

Corresponde a las traslaciones espaciales de un cuerpo ŕıgido. A continuación se muestra el
mecanismo que está formado por tres pares prismáticos, el cual genera la subálgebra de traslación
espacial.

0V 3
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O (5.62)
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5.3. SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE LIE, SE(3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS
SERIALES.

Donde
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(5.63)

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en
la Figura 5.9.

0V 3
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O =
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Figura 5.9: Mecanismo flexible en serie que genera la subálgebra tu1,u2,u3
, traslación espacial.
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Subálgebra gu1
, movimientos planos.

Corresponde a traslaciones en un plano y una rotación alrededor de un eje perpendicular a
ese plano. A continuación se muestran el mecanismo formado por la conexión serial de dos pares
prismáticos y un par de revoluta, este mecanismo genera la subálgebra de movimientos planos.

0V 3
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O (5.65)

Donde
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(5.66)

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en la
Figura 5.10.

0V 3
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O =
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(5.67)

Subálgebra sO, esférica.

Corresponde a todas las rotaciones alrededor de un punto fijo. A continuación se muestra
el mecanismo formado por tres pares de revoluta cuyos ejes de rotación son perpendiculares e
intersectan en un mismo punto, este mecanismo genera la subálgebra esférica.

0V 3
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O (5.68)

Donde

0V 1
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(5.69)
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Figura 5.10: Mecanismo flexible en serie que genera la subálgebra gu1
, movimientos planos.

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en la
Figura 5.11.

0V 3
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O =
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(5.70)

Debe notarse que los cuerpos ŕıgidos que conectan los dispositivos flexibles son de arquitectura
tal que los ejes de las revolutas se intersectan en un punto en común.

Subálgebra yu1,p, traslación plana de un desplazamiento helicoidal.

Corresponde a las traslaciones en un plano, además de un movimiento de tornillo paralelo ese
plano. El mecanismo que se muestra está formado por dos pares de revoluta y un par helicoidal
conectados en serie, este mecanismo genera la subálgebra de traslación plana de un desplazamiento
helicoidal.

0V 3
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O (5.71)
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Figura 5.11: Mecanismo flexible en serie que genera la subálgebra sO, esférica.

Donde
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(5.72)

Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en
la Figura 5.12.

0V 3
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O =
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(5.73)

5.3.4. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión cuatro.

Para el caso de las subálgebras de dimensión cuatro, se realizaron dos versiones de mecanismo
flexibles, uno serial, es decir, sumando cuatro libertades para lograr 4DOF y otro en paralelo, es
decir, sumando dos restricciones para lograr 2DOC.
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Figura 5.12: Mecanismo flexible en serie que genera la subálgebra yu1,p, traslación plana de un
desplazamiento helicoidal.

Subálgebra xu1
, Schönflies.

Corresponde a traslaciones en el espacio, además de una rotación alrededor de un eje.

0V 4
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O + 3V 4
O (5.74)

Donde
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Finalmente el movimiento del efector final es el deseado. El dispositivo flexible se muestra en
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la Figura 5.13.

0V 4
O = 0V 1
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O + 2V 3

O + 3V 4
O =
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Figura 5.13: Mecanismo flexible en serie que genera la subálgebra xu1
, Schönflies.

5.4. Dispositivos elementales de restricción, subespacios del álge-
bra de Lie, se(3), de dimensión cinco.

En esta sección se sintetizarán tres dispositivos elementales de restricción, los cuales poseen
5DOF y 1DOC: El primero será capaz de restringir un rotación alrededor de una dirección, es
decir, capaz de generar un momento; el segundo será capaz de restringir una traslación sobre una
dirección, es decir, un fuerza lineal y finalmente el tercer dispositivo será capaz de restringir un
movimiento de tornillo sobre una dirección dada, es decir, un wrench. Cada uno de estos tres
dispositivos elementales de libertad serán generadores de un subespacio del álgebra de Lie, se(3),
de dimensión cinco.

5.4.1. Śıntesis de una restricción de momento, M, 1DOC o 5DOF.

Considere el tornillo que representa una restricción de momento, M, dado por la ecuación (5.77).
La restricción asociada con un momento, M, tiene 1DOC y presenta 5DOF; se desea diseñar un
dispositivo flexible que restrinja un movimiento de rotación, es decir, debe generar un fuerza de
tipo momento, y permita los demás movimientos, representado por el tornillo infinitesimal.
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$Wm =

[

0

um

]

. (5.77)

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad del movimiento. El problema consiste en
generar un dispositivo flexible de 5 grados de libertad, dos rotaciones y tres traslaciones.

2. Desde un punto de vista de grados de restricción. El problema consiste en generar 1 grado de
restricción, un momento. El resultado no es inmediato dado que no existe, de momento, un
elemento flexible primitivo que contenga 1DOC de este tipo.

Para sintetizar un dispositivo flexible que imponga una restricción de momento, M, se alcan-
zará generando 5 grados de libertad, es decir, si se observa desde un punto de vista de libertades
tomaremos 2 láminas delgadas, cada una de estas láminas delgadas posee 3DOF por lo que resulta
evidente que una libertad será redundante. De acuerdo a la Figura 5.14 los tornillos asociados a los
movimientos permitidos por ambas láminas delgadas son los siguientes:

ur2

Tr2 Tr1

ur1

Tt1

ut1

Z

X

Y

ur4

Tr4 Tr3

ur3

Tt2

ut2

r1

r2

W

um

m

Figura 5.14: Tornillos infinitesimales asociados a las libertades de las láminas delgadas y a la
restricción deseada en el cuerpo móvil, un momento en la dirección del eje X.
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Lámina delgada 1.

$Tr1
=

[

ur1

r1 × ur1

]

$Tr2
=

[

ur2

r1 × ur2

]

$Tt1
=

[

0

ut1

]

(5.78)

donde ur1, ur2 y ut1 constituyen un sistema ortonormal.
Lámina delgada 2.

$Tr3
=

[

ur3

r2 × ur3

]

$Tr4
=

[

ur4

r2 × ur4

]

$Tt2
=

[

0

ut2

]

(5.79)

donde ur3, ur4 y ut2 constituyen un sistema ortonormal.
Además, cada uno de los tornillos asociados a las libertades de las láminas delgadas deben

aniquilar ortogonalmente al tornillo asociado a la restricción deseada, por lo tanto:

Kl ($Wm , $Tr1
) = um · ur1 = 0 (5.80)

Kl ($Wm , $Tr2
) = um · ur2 = 0 (5.81)

Kl ($Wm , $Tt1
) = 0 (5.82)

Kl ($Wm , $Tr3
) = um · ur3 = 0 (5.83)

Kl ($Wm , $Tr4
) = um · ur4 = 0 (5.84)

Kl ($Wm , $Tt2
) = 0 (5.85)

De las ecuaciones (5.80) y (5.81) implican que el plano de la lámina delgada 1 debe ser perpen-
dicular a la dirección de la restricción de momento, M, um y las ecuaciones (5.83) y (5.84) implican
que el plano de la lámina delgada 2 es perpendicular a la dirección de la restricción de momento,
M, um. Para este caso no existen condiciones para r1 y r2, sin embargo se debe recordar que al
estar haciendo una suma de libertades es necesario conectar los cuerpos ŕıgidos en serie.

Por ejemplo, si la restricción de momento, M, la situamos sobre el eje X se tiene que, uM =
(1, 0, 0)T , entonces

ut1 = ut2 = (1, 0, 0)T (5.86)

por lo tanto,
ur1 = ur3 = (0, 0, 1)T ur2 = ur4 = (0,−1, 0)T (5.87)

y
r1 = (0, 0, 0)T r2 = (−r2x, 0, 0)

T (5.88)

El arreglo final se puede observar en la Figura 5.15. El resultado se puede verificar mediante las
matrices Jacobianas que representan los grados de libertad.

Utilizando libertades se observa que, los tornillos asociados a las libertades de cada una de las
láminas delgadas, son los siguientes:

Lámina delgada 1.
0V 1

O =
�
0$11,

0$12,
0$13

�
= [J1] (5.89)
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Figura 5.15: Restricción de momento, M, creada a partir de dos láminas delgadas.
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(5.90)

Lámina delgada 2.
1V 2

O =
�
1$24,

1$25,
1$26

�
= [J2] (5.91)
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0 0 0

0 −1 0

1 0 0

0 0 1

r2x 0 0

0 −r2x 0

























(5.92)

Ahora bien, dado que ambas láminas delgadas se encuentran en serie, ambos subespacios de
libertades deben sumarse de modo que,
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0V 2
O = 0V 1

O + 1V 2
O = [J1] + [J2] =
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0 −1 0 0 −1 0

1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1

0 0 0 r2x 0 0

0 0 0 0 −r2x 0

























(5.93)

donde el rango de la matriz resultante es 5, de modo que, al aplicar el mapeo σV

Kl a la matriz
resultante de la suma [J1] + [J2] se obtiene el siguiente resultado:

σV

Kl ([J1] + [J2]) =
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0

1

0

0

























(5.94)

De esta forma se observar que el resultado es el esperado, una restricción de momento, M, a lo
largo del eje X.

5.4.2. Śıntesis de una restricción de fuerza lineal, F, 1DOC o 5DOF.

El tornillo infinitesimal asociado a la restricción de fuerza lineal, F, se muestra en la ecuación
(5.95)

$Wf
=

[

uf

rf × uf

]

. (5.95)

Sin pérdida de generalidad, es posible asumir que el eje del tornillo de la restricción, F, $Wf
,

pasa a través del origen, es decir, rf = (0, 0, 0)T por lo tanto,

$Wf
=

[

uf

0

]

. (5.96)

La meta puede alcanzarse mediante dos distintos enfoques:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad. El problema consiste en generar un dispositivo
flexible de 5 grados de libertad, tres rotaciones y dos traslaciones.

2. Desde un punto de vista de grados de restricción. El problema consiste en generar un disposi-
tivo flexible de 1 grado de restricción, una fuerza lineal. Debe notarse que el resultado puede
ser directo si se utiliza un alambre como elemento flexible, sin embargo para el presente caso
se aplicará la metodoloǵıa utilizando placas delgadas como elementos flexibles.

Para sintetizar la restricción lineal, F, en este caso se buscará generar 5 grados de libertad, para
ello se utilizarán 2 láminas delgadas, ya que cada una de ellas posee 3 grados de libertad, resulta
evidente que 1 grado de libertad será redundate.
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Figura 5.16: Tornillos infinitesimales asociados a las libertades de las láminas delgadas y a la
restricción deseada en el cuerpo móvil.

Utilizando libertades se observa que, los tornillos asociados a las libertades de cada una de las
láminas delgadas, son los siguientes:

Lámina delgada 1.

$Tr1
=

[

ur1

r1 × ur1

]

$Tr2
=

[

ur2

r1 × ur2

]

$Tt1
=

[

0

ut1

]

(5.97)

donde ur1, ur2 y ut1 constituyen un sistema ortonormal.
Lámina delgada 2.

$Tr3
=

[

ur3

r2 × ur3

]

$Tr4
=

[

ur4

r2 × ur4

]

$Tt2
=

[

0

ut2

]

(5.98)

donde ur3, ur4 y ut2 constituyen un sistema ortonormal.
Por lo que, cada uno de los tornillos asociados a las libertades de las láminas delgadas deben
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aniquilar ortogonalmente al tornillo asociado a la restricción deseada, por lo tanto:

Kl ($Wf
, $Tr1

) = uf · (r1 × ur1) = r1 · (ur1 × uf ) = 0 (5.99)

Kl ($Wf
, $Tr2

) = uf · (r1 × ur2) = r1 · (ur2 × uf ) = 0 (5.100)

Kl ($Wf
, $Tt1

) = uf · ut1 = 0 (5.101)

Kl ($Wf
, $Tr3

) = uf · (r2 × ur3) = r1 · (ur3 × uf ) = 0 (5.102)

Kl ($Wf
, $Tr4

) = uf · (r2 × ur4) = r1 · (ur4 × uf ) = 0 (5.103)

Kl ($Wf
, $Tt2

) = uf · ut2 = 0 (5.104)

Las ecuaciones (5.101) y (5.104) indican que el plano de las placas deben ser perpendiculares
a la dirección de la restricción de fuerza lineal, F, uf . Sin embargo, no necesariamente ut1 y ut2,
deben ser perpendiculares entre śı. De las ecuaciones (5.101) y (5.104) se sabe que,

uf = µ1ur1 + µ2ur2 (5.105)

uf = µ3ur3 + µ4ur4 (5.106)

respectivamente. Ahora bien, de las ecuaciones (5.99), (5.100), (5.102) y (5.103) se tiene que,

r1 · [(λ1ur1 + λ2ur2)× uf ] = r1 · [(λ1ur1 + λ2ur2)× (µ1ur1 + µ2ur2)] = 0 (5.107)

r2 · [(λ3ur3 + λ4ur4)× uf ] = r2 · [(λ3ur3 + λ4ur4)× (µ3ur3 + µ4ur4)] = 0 (5.108)

sin embargo, resulta evidente notar que,

(λ1ur1 + λ2ur2)× (µ1ur1 + µ2ur2) = η1ut1 (5.109)

(λ3ur3 + λ4ur4)× (µ3ur3 + µ4ur4) = η2ut2 (5.110)

por lo que es posible afirmar que,
r1 · ut1 = r2 · ut2 = 0 (5.111)

Ahora bien, si la dirección es uf = (1, 0, 0)T las direcciones ut1 y ut2 deben ser perpendiculares,
de este modo se toman dos direcciones linealmente independientes, no necesariamente ortogonales,
sin embargo para el presente caso, se optó por situarlos de forma ortogonal.

ut1 = (0, 1, 0)T ut2 = (0, 0, 1)T (5.112)

por lo tanto,
ur1 = (0, 0, 1)T ur3 = (0,−1, 0)T ur2 = ur4 = (1, 0, 0)T (5.113)

y
r1 = (0, 0, 0)T r2 = (−r2x, 0, 0)

T (5.114)

dado que se está realizando una suma de libertades es necesario situar las láminas delgadas en serie.
El arreglo final se puede observar en la Figura 5.17
Utilizando libertades se observa que, los tornillos asociados a las libertades de cada una de las

láminas delgadas, son los siguientes:
Lámina delgada 1.

0V 1
O =

�
0$11,

0$12,
0$13

�
= [J1] (5.115)
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ur3
ur1

Z

Y

ut1

uf,ur2,ur4

XWf

ut2 O

P2 r2

Figura 5.17: Restricción de tipo fuerza lineal, F, creada a partir de dos láminas delgadas.
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; [J1] =

























0 1 0

0 0 0

1 0 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0

























(5.116)

Lámina delgada 2.
1V 2

O =
�
1$24,

1$25,
1$26

�
= [J2] (5.117)
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; [J2] =

























0 1 0

−1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

−r2x 0 1

























(5.118)

Ahora bien, dado que ambas láminas delgadas se encuentran en serie, ambos subespacios de
libertades deben sumarse de modo que,

0V 2
O = 0V 1

O + 1V 2
O = [J1] + [J2] =

























0 1 0 0 1 0

0 0 0 −1 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −r2x 0 1

























(5.119)

donde el rango de la matriz resultante es 5, de modo que, al aplicar el mapeo σV

Kl a la matriz
resultante de la suma [J1] + [J2] se obtiene el siguiente resultado:
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σV

Kl ([J1] + [J2]) =
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0

0

0

























(5.120)

De esta forma se observa que el resultado es el esperado, una restricción lineal, F, en la dirección
X.

5.4.3. Śıntesis de una restricción de tipo wrench, W, 1DOC o 5DOF.

Considere el tornillo que representa una restricción de tipo wrench, dado por la ecuación (5.121).
El movimiento asociado con la restricción de tornillo presenta 1DOC y presenta 5DOF.

$Ww =

[

uw

rw × uw + huw

]

. (5.121)

Sin pérdida de generalidad, es posible asumir que el eje del tornillo asociado a la restricción
de tipo wrench, W, $Ww , pasa a través del origen, es decir, rw = (0, 0, 0)T por lo tanto, se desea
diseñar un dispositivo que restrinja un movimiento de tornillo y permita los demás movimientos.

$Ww =

[

uw

huw

]

. (5.122)

La meta puede alcanzarse mediante dos enfoques duales:

1. Desde un punto de vista de grados de libertad. El problema consiste en generar un dispositivo
flexible de 5 grados de libertad, dos rotaciones y dos traslaciones y un movimiento de tornillo.
Sin embargo, la solución no es directa utilizando elementos flexibles.

2. Desde un punto de vista de grados de restricción. El problema consiste en generar 1 grado
de restricción, un wrench. El resultado no es inmediato dado que no existe, de momento, un
elemento flexible primitivo que contenga 1DOC de este tipo.

Para sintetizar la restricción de tipo wrench, W, se buscará obtener 5 grados de libertad, para
ello se aplicará el mapeo σV

Kl al espacio de restricción generado por la restricción de tipo wrench,
W, con la finalidad de obtener su espacio de libertad. Sin pérdida de generalidad asuma que la
dirección de la restricción se encuentra a lo largo del eje X, por lo que,

[JW ] = [$Ww ] =

























1

0

0

h

0

0

























(5.123)
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Ahora bien, al aplicar el mapeo σV

Kl a este espacio de restricción se obtiene el siguiente resultado

σV

Kl ([JW ]) = [JT ] =

























0 0 0 0 1

0 0 1 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 −h

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

























(5.124)

En la ecuación (5.124) se observa como el espacio de libertades asociado a una restricción de
tipo wrench, W, puede interpretarse como la suma directa de tres subálgebras del álgebra de Lie,
se(3), es decir, la suma directa de dos movimientos ciĺındricos, para el presente caso a lo largo de
los ejes Y y Z, y un movimiento de tornillo, a lo largo del eje X. Dado que es necesario realizar
una suma de espacios de libertad los dispositivos flexibles que generan dichas subálgebras deben
situarse en serie. Como ya se explicó en la sección 5.2.3, para lograr un dispositivo que genere la
subálgebra ciĺındrico, es necesario remover ese quinto alambre para eliminar la dependencia entre
la rotación y traslación del dispositivo, de forma que ahora ambos movimientos son independientes
entre śı, lo siguiente es situarlo en la dirección del eje Y . El resto es repetir, utilizando el mismo
dispositivo que genere la subálgebra ciĺındrico, pero esta vez en la dirección del eje Z. Para concluir
se coloca en serie un dispositivo capaz de generar la subálgebra de tornillo, situado a lo largo del
eje X. Por lo cual se tendrán tres dispositivos en serie, dicho resultado es posible observarlo en la
Figura 5.18,

Debido a que estamos tratando con alambres, la forma más sencilla de analizar los dispositivos
es mediante restricciones, de este modo,

Dispositivo 1. Para el dispositivo 1 se tienen las siguientes direcciones asociadas a cada uno
de los alambres que conforman el dispositivo:

uf11 = uf21 = (0, 1, 0)T (5.125)

uf31 = uf41 = (1, 0, 0)T (5.126)

r21 = (0, 0, r21z)
T r41 = (0, 0, r41z)

T (5.127)

de esta forma,
0F 1

O =
�
0$11,

0$12,
0$13,

0$14
�
= [JW1] (5.128)
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(5.129)
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uf21 uf11

Z

X

Y

Ww
O

r53
uw

uf13

uf33uf53

uf23

uf43

uf41

uf31

uf42

uf32

uf12

uf22

P2

P3

P1

r22, 42r

r21, 41r

r23, 43r

0

0

1

2

3

Figura 5.18: Restricción de tipo wrench, W, creada a partir de alambres.

[JW1] =

























0 0 1 1

1 1 0 0

0 0 0 0

0 −r21z 0 0

0 0 0 r41z

0 0 0 0

























(5.130)
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o bien,

σV

Kl ([JW1]) = [JT1] =

























0 0

0 0

1 0

0 0

0 0

0 1

























(5.131)

El resultado es un movimiento ciĺındrico a lo largo del eje Z.
Dispositivo 2. Para el dispositivo 2 se tienen las siguientes direcciones asociadas a cada uno

de los alambres que conforman el dispositivo:

uf12 = uf22 = (0, 0,−1)T (5.132)

uf32 = uf42 = (1, 0, 0)T (5.133)

r22 = (0, r22y, 0)
T r42 = (0, r42y, 0)

T (5.134)

de esta forma,
1F 2

O =
�
1$21,

1$22,
1$23,

1$24
�
= [JW2] (5.135)
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(5.136)

[JW2] =

























0 0 1 1

0 0 0 0

−1 −1 0 0

0 −r22y 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −r42y

























(5.137)

o bien,

σV

Kl ([JW2]) = [JT2] =

























0 0

1 0

0 0

0 0

0 1

0 0

























(5.138)

El resultado es un movimiento ciĺındrico a lo largo del eje Y .
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Dispositivo 3. Este dispositivo ya fue analizado en la sección 5.2.3 de modo que a continuación
se muestran los resultados, repetidos, de dicha sección.

[JW3] =

























0 0 0 0 1

1 1 0 0 0

0 0 −1 1 1

0 0 0 0 h

0 0 0 r4x 0

0 r2x 0 0 −h

























(5.139)

o bien,

σV

Kl ([JW3]) = [JT3] =
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(5.140)

El resultado es un movimiento de tornillo a lo largo del eje X.
Finalmente se realiza la suma directa para obtener el espacio de libertad,

[JT ] = [JT1]⊕ [JT2]⊕ [JT3] =

























0 0 0 0 1

0 0 1 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 −h

0 0 0 1 0

0 1 0 0 0

























(5.141)

Ahora bien, al aplicar el mapeo σV

Kl a este espacio de libertad se obtiene el siguiente resultado

σV

Kl ([JT ]) = [JW ] = [$Ww ] =
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h
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(5.142)

De esta forma se observa que el resultado es el esperado, una restricción de tipo wrench, W, en la
dirección del eje X.

5.5. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), del grupo Eucĺıdeo,
SE(3), a partir de dispositivos paralelos.

La clasificación de las subálgebras del álgebra de Lie, se(3), se organiza con base en la dimensión
de las respectivas subálgebras, tal como se muestra en la Figura 2.5.
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Una vez que se obtienen los tres subespacios anteriores: Restricción de una fuerza lineal, restric-
ción de un momento y restricción de un wrench es posible combinarlos de tal forma que es posible
formar las subálgebras del álgebra de Lie, se(3), para lograrlo se realizará de forma dual a la sección
anterior, es decir, tomando en cuenta las restricciones de cada uno de los dispositivos, realizando la
intersección de los grados de libertad de cada dispositivo elemental, para ello estos deben situarse
en paralelo, tal como se muestra en las siguientes secciones.

5.5.1. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión uno.

Para el caso de las subálgebras de dimensión uno, estas ya fueron analizadas previamente en el
presente caṕıtulo mediante la deducción de dispositivos elementales.

5.5.2. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión dos.

Para el caso de las subálgebras de dimensión dos es necesario disponer de cuatro dispositivos
en paralelo, estos dispositivos corresponden a los subespacios vistos en la sección anterior.

Subálgebra t⊥
u1
, traslación plana.

Corresponde a traslaciones sobre un plano, en este caso el plano es perpendicular al eje Z. Se
realiza la intersección entre cuatro subespacios, los cuales tres de ellos poseen una restricción de
momento y uno de ellos posee una restricción de fuerza lineal.

0F 5
O = 0F 5

O1 +
0F 5

O2 +
0F 5

O3 +
0F 5

O4 (5.143)

Donde

0F 5
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; 0F 5
O4 =

�
0$5O4

�
=
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.

(5.144)
Note que el segundo sub́ındice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el cuerpo
intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del efector
final son:

0F 5
O = 0F 5

O1 +
0F 5

O2 +
0F 5

O3 +
0F 5

O4 =

























0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

























(5.145)
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aplicando el mapeo σV

Kl a la matriz resultante 0F 5
O se obtiene que,

σV

Kl

�
0F 5

O

�
=

























0 0

0 0

0 0

1 0

0 1

0 0

























(5.146)

dando como resultado el movimiento esperado, dos traslaciones rectiĺıneas a lo largo de los ejes X
y Y .

X

Y

Wm1

Wm2

OWm3

Z

0

0

0

0

1

2
3

4

P1

P3

P2

P4

5

Figura 5.19: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subálgebra t⊥
u1
, traslación plana.

Subálgebra CP,u1
, ciĺındrico.

Corresponde a una rotación alrededor de un eje fijo, más una traslación independiente en la
misma dirección, en este caso la dirección es sobre el eje X.

0F 5
O = 0F 5

O1 +
0F 5

O2 +
0F 5

O3 +
0F 5

O4 (5.147)

donde

0F 5
O1 =
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(5.148)
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Note que el segundo sub́ındice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el cuerpo
intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del efector
final son:

0F 5
O =

























0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

























(5.149)

aplicando el mapeo σV

Kl a la matriz resultante 0F 5
O se obtiene que,

σV

Kl

�
0F 5

O

�
=

























0 0

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0

























(5.150)

dando como resultado el movimiento esperado, una traslación rectiĺınea y una rotación, indepen-
dientes entre śı, sobre el eje X. El dispositivo flexible se muestra en la Figura 5.20.

Como se describió en la secciones 5.2.3 y 5.4.3 es posible sintetizar un dispositivo que sea capaz
de generar la subálgebra de movimiento ciĺındrico, tal como se muestra a continuación:

0F 5
O = 0F 5

O1 +
0F 5

O2 +
0F 5

O3 +
0F 5

O4 (5.151)

donde

0F 5
O1 =
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(5.152)
finalmente las restricciones del efector final son:

0F 5
O =

























0 0 0 0

−1 −1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 −r4x

0 −r2x 0 0

























(5.153)
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P4

4
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0

2
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1

5 P3

P2

P1

Figura 5.20: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subálgebra CP,u1
, ciĺındrico.

aplicando el mapeo σV

Kl a la matriz resultante 0F 5
O se obtiene que,

σV

Kl

�
0F 5

O

�
=

























0 0

0 0

1 0

0 1

0 0

0 0

























(5.154)

dando como resultado el movimiento esperado, una traslación rectiĺınea y una rotación, indepen-
dientes entre śı, sobre el eje X. El dispositivo flexible se muestra en la Figura 5.21.

5.5.3. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión tres.

Subálgebra tu1,u2,u3
, traslación espacial.

Corresponde a las traslaciones espaciales de un cuerpo ŕıgido. A continuación se muestra un
dispositivo paralelo que genera la subálgebra de traslaciones espaciales, tu1,u2,u3

.

0F 4
O = 0F 4

O1 +
0F 4

O2 +
0F 4

O3 (5.155)
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0
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Figura 5.21: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subálgebra CP,u1
, ciĺındrico.

donde
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(5.156)

Note que el segundo sub́ındice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
efector final son:

0F 4
O =

























0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

























(5.157)

aplicando el mapeo σV

Kl a la matriz resultante 0F 5
O se obtiene que,

σV

Kl

�
0F 5

O

�
=

























0 0 0

0 0 0

0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

























(5.158)

dando como resultado el movimiento esperado, una traslación espacial.
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Figura 5.22: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subálgebra tu1,u2,u3
, traslación espacial.

Subálgebra gu1
, movimientos planos.

Corresponde a traslaciones en un plano y una rotación sobre un eje perpendicular a este plano.
A continuación se muestra un dispositivo flexible paralelo que genera la subálgebra de movimientos
planos.

0F 4
O = 0F 4

O1 +
0F 4

O2 +
0F 4

O3 (5.159)

donde

0F 4
O1 =
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(5.160)

Note que el segundo sub́ındice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
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efector final son:

0F 4
O =

























1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

























(5.161)

aplicando el mapeo σV

Kl a la matriz resultante 0F 5
O se obtiene que,

σV

Kl

�
0F 5

O

�
=

























1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 1 0

0 0 1

























(5.162)

dando como resultado el movimiento esperado, un moviemiento plano general. El dispositivo flexible
se muestra en la Figura 5.23.

Z

X

Y

Wf1

Wm1

Wm2

O

P2

P3

0

0

0

2

3

1 4

P1

Figura 5.23: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subálgebra gu1
, movimientos planos.

Subálgebra sO, esférica.

Corresponde a todas las rotaciones alrededor de un punto fijo. A continuación se muestra un
mecanismo flexible que genera la subálgebra esférica, sO.

0F 4
O = 0F 4

O1 +
0F 4

O2 +
0F 4

O3 (5.163)
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5.5. SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE LIE, SE(3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS
PARALELOS.

donde

0F 4
O1 =

�
0$4O1

�
=

























1

0

0

0

0

0

























; 0F 4
O2 =

�
0$4O2

�
=

























0

1

0

0

0

0

























; 0F 4
O3 =

�
0$4O3

�
=

























0

0

1

0

0

0

























(5.164)

Note que el segundo sub́ındice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
efector final son:

0F 4
O =

























1 0 0

0 1 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

























(5.165)

aplicando el mapeo σV

Kl a la matriz resultante 0F 4
O se obtiene que,

σV

Kl

�
0F 5

O

�
=

























1 0 0

0 1 0

0 0 1
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0 0 0

0 0 0

























(5.166)

dando como resultado el movimiento esperado, un moviemiento esférico. El dispositivo flexible se
muestra en la Figura 5.24.

Subálgebra yu1,p, traslación plana de un desplazamiento helicoidal.

Corresponde a las traslaciones en un plano, además de un movimiento de tornillo paralelo a
dicho plano.

0F 4
O = 0F 4

O1 +
1F 4

O2 +
2F 4

O3 (5.167)

Donde
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(5.168)
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5.5. SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE LIE, SE(3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS
PARALELOS.
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Figura 5.24: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subálgebra sO, esférica.

Note que el segundo sub́ındice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
efector final son:

0F 4
O = 0F 4

O + 0F 4
O + 0F 4

O =
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(5.169)

aplicando el mapeo σV

Kl a la matriz resultante 0F 4
O se obtiene que,

σV

Kl

�
0F 5

O

�
=

























0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 −h

0 0 0

0 0 0

























(5.170)
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5.5. SUBÁLGEBRAS DEL ÁLGEBRA DE LIE, SE(3), A PARTIR DE DISPOSITIVOS
PARALELOS.

dando como resultado el movimiento esperado, un moviemiento de traslación plana de un despla-
zamiento helicoidal. El dispositivo flexible se muestra en la Figura 5.25.

X
Ww1O

1

0

0
4

2

P1

0

0

3

Z

Wm3

Y

Wm2

Figura 5.25: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subálgebra yu1,p, traslación plana de un
desplazamiento helicoidal.

5.5.4. Subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dimensión cuatro.

Para el caso de las subálgebras de dimensión cuatro, se realizaron dos versiones de mecanismo
flexibles, uno serial, es decir, sumando cuatro libertades para lograr 4DOF y otro en paralelo, es
decir, sumando dos restricciones para lograr 2DOC.

Subálgebra xu1
, Schönflies.

Corresponde a traslaciones en el espacio, además de una rotación sobre una ĺınea fija.

0F 3
O = 0F 3

O1 +
0F 3

O2 (5.171)
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5.6. EJEMPLOS

Donde

0F 3
O1 =
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(5.172)

Note que el segundo sub́ındice del estado de fuerza indica la cadena serial mostrada por el
cuerpo intermedio que conecta el cuerpo fijo con el efector final. Finalmente las restricciones del
efector final son:

0F 3
O = 0F 3

O1 +
0F 3

O2 =
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(5.173)

aplicando el mapeo σV

Kl a la matriz resultante 0F 5
O se obtiene que,
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(5.174)

dando como resultado el movimiento esperado, dos traslaciones rectiĺıneas a lo largo de los ejes X
y Y . El dispositivo flexible se muestra en la Figura 5.26.

5.6. Ejemplos

Finalmente se analizarán dos ejemplos encontrados en la literatura, los cuales comparten la
caracteŕıstica de ser cinemáticamente incorrectos, debido a que el espacio generado por estos dis-
positivos flexibles forma un subespacio del álgebra de Lie, se(3), pero este es creado a partir de una
suma o intersección de otros subespacios y no a partir de subálgebras, siendo aśı cinemáticamente
incorrectos.

5.6.1. Ejemplo 1: Mecanismo flexible de cuatro grados de libertad, 2R2T.

El primer ejemplo se trata de un mecanismo flexible propuesto por Hopkins y Culpepper [24] el
cual debe permitir cuatro grados de libertad, dos rotaciones y dos traslaciones. Sin embargo, como
se observa en el trabajo realizado por Hopkins y Culpepper, este mecanismo es creado a partir de
la suma de dos supespacios. Otro ejemplo de este mismo mecanismo, el cual cinemáticamente es
incorrecto, se puede consultar en el trabajo realizado por Hopkins y Panas [40].
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5.6. EJEMPLOS
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1
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Figura 5.26: Mecanismo flexible en paralelo que genera la subálgebra xu1
, Schönflies.

Una vez que se conocen cada uno de los dispositivos flexibles que generan a cada una de las
subálgebras del álgebra de Lie, se(3), una manera, cinemáticamente correcta, de sintetizar dicho
mecanismo flexible es realizando la suma directa de dos dispositivos flexibles, los cuales, cada uno
debe generar la subálgebra de movimiento ciĺındrico, dicho resultado se muestra a continuación:

Si se observa la Figura 5.27 es posible plantear el siguiente análisis,

0V 2
O = 0V 1

O + 1V 2
O (5.175)

0V 1
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(5.176)

por lo tanto,

0V 2
O = 0V 1

O + 1V 2
O =

























0 0 0 0

0 0 1 0
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0 0 0 0
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(5.177)
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5.6. EJEMPLOS
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Figura 5.27: Mecanismo flexible en serie que posee cuatro grados de libertad, 2R2T.

5.6.2. Ejemplo 2: Mecanismo flexible de tres grados de libertad, 2R1T.

El segundo ejemplo se trata de un mecanismo flexible propuesto por Hao [51] el cual debe
permitir tres grados de libertad, dos rotaciones y una traslación. Sin embargo, como se observa en
el trabajo realizado por Hao, este mecanismo es creado a partir de la suma de subespacios.

Una vez que se conocen cada uno de los dispositivos flexibles que generan a cada una de las
subálgebras del álgebra de Lie, se(3), una manera, cinemáticamente correcta, de sintetizar dicho
mecanismo flexible es realizando la suma directa de tres dispositivos flexibles, los cuales, dos de
ellos deben generar la subálgebra de rotación y uno de ellos la subálgebra de traslación.

0V 3
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O (5.178)
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5.6. EJEMPLOS

por lo tanto,

0V 2
O = 0V 1

O + 1V 2
O + 2V 3

O =
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(5.180)
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Figura 5.28: Mecanismo flexible en serie que posee tres grados de libertad, 2R1T.
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Caṕıtulo 6

Conclusión y trabajo futuro.

En el presente trabajo se desarrolló una metodoloǵıa cinemáticamente correcta que permitió rea-
lizar la śıntesis de dispositivos de posicionamiento flexibles. La teoŕıa está basada en el álgebra de
tornillos, isomórfica al álgebra de Lie, se(3), y la teoŕıa de espacios ortogonales.

Para tal fin se reunieron los fundamentos teóricos necesarios, partiendo de la definición de un
estado de velocidad y su representación siguiendo un resultado clásico: La equivalencia entre es-
tados de velocidad y teorema infinitesimal de Chasles. Además, se mostró que el álgebra de Lie,
se(3), es isomórfica al álgebra de tornillos. Por lo tanto, fue posible definir subespacios y subálge-
bras del álgebra de Lie, se(3), estas estructuras juegan un importante papel en el desarrollo de
la teoŕıa pertinente a esta tesis. El otro concepto fundamental es el de una forma simétrica bili-
neal. Este concepto permite mostrar que el álgebra de tornillos, isomórfica al álgebra de Lie, se(3),
forma un espacio ortogonal y en él se pueden definir aniquiladores duales y aniquiladores ortogo-
nales y finalmente mostrar que las formas de Killing y Klein están bien definidas en el álgebra de
tornillos. En particular, la forma de Klein y la correlación asociada a la forma de Klein permite es-
tablecer una relación uno a uno entre los subespacios de se(3) y sus aniquiladores ortogonales. Este
resultado explica la equivalencia entre el empleo de movilidades y restricciones en el método FACT.

Una vez obtenidas las herramientas matemáticas, es necesario analizar los elementos flexibles
que sobre los cuáles se aplicaŕıan los conceptos y resultados obtenidos en la primera mitad de este
trabajo de tesis. Para tal fin, se analizaron los elementos flexibles más utilizados en la literatura y
cómo, al momento de combinarlos, se pueden obtener diversos mecanismos flexibles. Finalizado este
análisis, se desarrolló una metodoloǵıa cinemáticamente correcta con la cual se logró la śıntesis de
dispositivos de posicionamiento flexibles. Poniendo en práctica esta metodoloǵıa se logró sintetizar
mecanismos flexibles que generen cada una de las subálgebras del álgebra de Lie, se(3), de dos
diferentes maneras; mediante cadenas seriales, empleando las “libertades”de los movimientos de
los elementos flexibles y mediante cadenas abiertas, a partir de las restricciones impuestas por los
elementos flexibles.

Finalmente se utilizan estos mecanismos flexibles para combinarlos y aśı resolver dos ejemplos
encontrados en la literatura que, en la solución propuesta por los autores, tienen en común que no
emplearon conceptos matemáticamente relevantes; además, las soluciones adolecen de la formalidad
matemática necesaria para abordar los temas de: Espacios ortogonales y dualidad. No obstante, al
emplear la metodoloǵıa desarrollada en el presente trabajo, se logran soluciones cinemáticamente
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correctas en ambos casos.

Existen diversas áreas de extensión del presente trabajo, algunas de ellas son:

1. Verificar los resultados obtenidos mediante software especializado empleando modelos de ele-
mento finito.

2. Llevar a cabo la construcción de prototipos en los cuales sea posible mostrar, de forma f́ısica,
los resultados obtenidos en el presente trabajo de tesis.

3. Realizar la śıntesis de mecanismos clásicos a partir de elementos flexibles y siguiendo la
metodoloǵıa aqúı propuesta.

4. Reanalizar la metodoloǵıa desarrollada con un enfoque de optimización estructural.
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