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Resumen  

La asignatura de control en los programas educativos de ingenierías aborda 

generalmente el estudio de conceptos de sistemas lineales e invariantes en 

el tiempo y de controles lineales. Se aborda tanto el análisis de respuesta en 

el tiempo como en la frecuencia. El uso de prototipos de sistemas 

mecánicos y mecánicos y electrónicos permite a los estudiantes comprender 

los conceptos en sistemas físicos y extender estos conceptos a otro tipo de 

sistemas en los que no sean tan claros los comportamientos de los sistemas 

en lazo abierto y lazo cerrado. En este documento se estudia el sistema de 

una esfera sobre plataforma actuada de dos grados de libertad. Este tipo de 

sistemas son utilizados con propósitos educacionales. Se obtiene el 

modelado matemático del sistema utilizando las ecuaciones de movimiento 

de Euler-Lagrange y se propone un controlador proporcional-integral-

derivativo sobre el modelo linealizado para la estabilización de una posición 

de la esfera sobre la plataforma. Se presentan resultados de simulación 

numérica. 
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Introducción 

La ingeniería de control es una rama de la ingeniería que ha aportado al avance 

tecnológico contribuyendo con otras ramas como la robótica, la mecánica, y la 

electrónica. Resulta transcendental entonces proveer de prototipos de sistemas 

controlados que permitan mejorar el aprovechamiento de estudiantes, por ejemplo 

de nivel licenciatura, en las asignaturas de ingeniería de control. En este trabajo se 

aborda el sistema de una esfera que rueda libremente, sin deslizamiento, debido 

al efecto de la gravedad sobre superficie cuya inclinación puede modificarse 

mediante dos grados de libertad. Este tipo de sistemas han sido estudiados, 

implementados y controlados de diferentes maneras. Por ejemplo el sistema de 

bola y viga el cual tiene como propósito controlar la posición de la pelota mediante 

el control de la viga [1], [3], el péndulo invertido [2], es un servo mecanismo que 

consta de un riel sobre el cual se puede deslizar un carro, sobre este está 

montado un péndulo que puede girar libremente. Mientras que el sistema de 

esfera [4], [5], [6] sobre superficie es un mecanismo donde rueda libremente una 

esfera mientras que el mecanismo actúa para modificar la posición de la esfera. 

Siendo un sistema no lineal  con dos grados de libertad o 2DOF por sus siglas en 

inglés (Degree of freedom) [7] o más DOFs  [8],  con objetivos de seguimiento de 

trayectorias y estabilización de posiciones, se suele utilizar un control PID para 

estabilizar posiciones. En [9] se proponen técnicas de control difuso y control de 

modos deslizantes para realizar la estabilización de posiciones. En [8] se 

comparan tres controladores, un control LQR, un control polinomial LQ y un 

controlador básico PD para estabilizar posiciones de la esfera utilizando un robot 

manipulador como mecanismo de accionamiento. En [10] se presenta un sistema 

de 6DOF, balanceador de esfera de basquetbol sobre una plataforma, que se 

basa en un robot industrial serie. En [11] se presentan resultados de simulación de 

una red neuronal PID basada en un algoritmo genético donde este último se usa 

para obtener los factores de peso de la red neuronal. En este trabajo se presentan 

resultados de simulación del análisis y el modelo matemático del sistema de 

esfera sobre superficie. 
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Objetivos  

1. Estudiar el estado del arte en prototipos demostrativos de sistemas de 

control. 

2. Modelar el sistema de esfera superficie. 

3. Considerar un control PID y obtener simulaciones de lazo cerrado mediante 

el modelo obtenido.  

 

Justificación 

En este proyecto se plantea estudiar, modelar y controlar en simulación 

numérica, un sistema de esfera sobre superficie con un el objetivo de la 

construcción posterior de un prototipo didáctico de sistema de control basado en 

una plataforma mecánica y electrónica. Este tipo de prototipos tiene como objetivo 

fortalecer el proceso de enseñanza en las asignaturas de control clásico a nivel 

licenciatura. Se espera que el prototipo pueda aportar una mejor comprensión de 

los conceptos de control para la asignatura de control. Con el diseño de un 

prototipo académico demostrativo se podrá conocer en mayor medida el 

comportamiento de diversas variables de control. Por otro lado mediante el 

prototipo se espera obtener un método para medir distintas variables o conceptos 

básicos de la ingeniería de control, las plataformas didácticas ayudan a los 

estudiantes de ingeniería a comprender los sistemas de control de una forma 

práctica y relativamente simple. 

Metodología  

Se describe a continuación la formulación de Euler-Lagrange que permite 

obtener el modelo del sistema. Esta formulación permite obtener las ecuaciones 

de movimiento para mecanismos y se deriva de la función Lagrangiana      ̇ . La 

definición de esta función hace uso de la energía cinética y la energía potencial de 

un sistema y está dada por      ̇       ̇      . Las variables   y  ̇  denotan 

los vectores de posiciones u orientaciones y de velocidades respectivamente. La 

energía cinética está dada por      ̇        ̇      ̇. Sea    la fuerza o torque 

externo aplicado al sistema. Entonces las ecuaciones de movimiento dinámicas 



 

Vol. 6 (2019) 7º Encuentro de Jóvenes Investigadores  

 

4 
 

pueden ser desarrolladas usando las ecuaciones de Euler-Lagrange por cada 

coordenada generalizada mediante (1). 
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)  
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                                                      (1) 

En la Fig. 1 se muestra una descripción gráfica del sistema. La variable de estado 

que describe una posición y orientación específica del sistema es denotada por 

              y representa la posición       de la esfera con respecto al marco 

  ̂   ̂ fijo sobre la plataforma y la orientación de la plataforma (     ).  
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Fig.  1. Descripción gráfica del sistema esfera sobre plataforma. 

Donde     son las posiciones de la esfera sobre la plataforma;  ̇ y  ̇ definen la 

velocidad de la esfera sobre la plataforma;   es el radio  y   es la masa de la 

esfera;    y    son os ángulos de rotación de la plataforma en los ejes;  ̇  y  ̇  son 

las velocidades angulares de la plataforma;    es el momento de inercia de la 

plataforma y   es el momento de inercia de la esfera. Se denota por   la suma de 

la  energía cinética de la pelota y la energía cinética de la superficie        . 

La energía total del sistema está dada por la siguiente ecuación y la energía 

potencial del sistema está definida por      ̇  
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En (2) y (3) se muestran las ecuaciones de los torques mientras que en (4) y (55) 
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se muestran las ecuaciones que representan el modelo del sistema esfera sobre 

superficie. 

(  
 

  )  ̈     ̇ 
 
    ̇  ̇                                   (2) 
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    ̇  ̇                                   (3) 
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   (        ) ̈      ̈      ̇ ̇    ̇  ̇     ̇ ̇               (5) 

 
Este modelo se linealiza alrededor de una posición fija de la esfera sobre la 

plataforma. Para un cascarón de esfera de un material de densidad constante, el 

momento de inercia está dado por   
 

 
   .   En (6) y (7) se representa el modelo 

linealizado de las ecuaciones de movimiento del sistema esfera sobre superficie. 

 

 
 ̈       , 

 

 
 ̈                                                           (6)    

   ̈    ,     ̈                                                           (7) 

 

donde    representa la suma de momentos de inercia de la plataforma y de la 

esfera.  

Resultados 

Se utilizó un controlador PID (Proporcional Integral y Derivativo) en lazo cerrado 

con el modelo linealizado (6)-(7) y se muestra en la Fig. 2. El controlador consta 

de un bloque PID para cada una de las coordenadas   y  . 
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 Fig.  2. Controlador del sistema esfera sobre superficie. 

La ecuación de un controlador PID            
  

 
    .  Al agregarse  el 

controlador PID en cada eje, se convierte en un sistema en lazo cerrado y se 

obtienen las ecuaciones (8) y (9) las cuales son las funciones de transferencia del 

sistema con respecto a la condición inicial. 
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A continuación se muestran los resultados después de aplicar el criterio de 

Routh-Hurwitz  y de esta manera determinar dentro de que rangos es estable el 

sistema. Donde se obtuvo que      y     , así como 
  

 
       .  En la Fig 3 

y 4 se muestran los resultados obtenidos de la simulación con una condición inicial 

de        . 
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Las ganancias que se utilizaron en las Fig 3 y 4 para el eje   son:       , 

       y          y para el eje  :        ,       y      . En la Figura 5 y 

6 se muestran los resultados obtenidos con la simulación con una condición inicial 

de          Con una condición inicial de       . Las ganancias que se utilizaron 

Fig.  3. Respuesta del controlador en la 

posición 𝑋𝑌 con condición inicial 

       . 

Fig.  4. Respuesta del controlador en la posición 

𝑋, respuesta del  controlador en la posición 𝑌. 

Fig.  5. Respuesta del controlador en la 

posición 𝑋𝑌 con condición inicial       . 
Fig.  6. Respuesta del controlador en la 

posición 𝑋, respuesta del  controlador en la 

posición 𝑌, con estabilidad en ambos ejes. 
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para el eje   son:       ,         y         y para el eje  :        , 

        y      . 

 

Conclusiones 

En este trabajo se presentó el modelado matemático y se realizó el análisis para 

determinar las ganancias de un controlador PID para estabilizar posiciones.  Se 

realizaron distintas pruebas del controlador propuesto y se obtuvieron resultados 

aceptables de la estabilización de la posición de la esfera sobre la plataforma 

siempre y cuando las ganancias del controlador se encuentren el rango 

establecido  
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