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FRACCIONARIO AL MODELADO

DE SISTEMAS EN INGENIERÍA
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Resumen

En este trabajo de tesis se proponen nuevos modelos por medio de cálculo frac-

cionario para describir sistemas pertenecientes a la ingenieŕıa eléctrica. Los modelos

encontrados cuentan con grados de libertad adicionales que son obtenidos al resolver

ecuaciones diferenciales de orden fraccionario y que permiten conocer información

inherente a los procesos f́ısicos que es imposible describir en los modelos tradiciona-

les representados por ecuaciones diferenciales de orden entero. Además, se proponen

alternativas para el mejoramiento de algoritmos de procesamiento de imágenes.

Palabras Clave – Cálculo Fraccionario, modelo de Drude, circuito eléctrico RLC,

matriz Hessiana, angiograma de coronaria.
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Dr. Dumitru Baleanu

Advisors

University of Guanajuato, DICIS

Agosto, 2018

Abstract

In this dissertation work, new models to describe electrical engineering systems

by means of fractional calculus are being proposed. Models found have more degrees

of freedom which are obtained by solving fractional-order differential equations, thus

allowing to know information regarding to physical processes which are impossible to

describe with traditional models represented by entire-order differential equations. Mo-

reover, alternatives for the improvement of image processing algorithms are proposed.

Keywords – Fractional Calculus, Drude model, RLC electrical ciruit, Hessian ma-

trix, coronary angiogram.
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Por creer en mı́ y permitirme trabajar con ustedes.

A los Doctores Roberto Rojas Laguna y Everardo Vargas Rodŕıguez, por
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Índice general
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3.12. Gáfica de la solución del circuito RC con una fuente externa oscilatoria,

con 0 < γ ≤ 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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Caṕıtulo 1

Introducción

Claro que nosotros, como sabemos comprender la vida,

nos burlamos tranquilamente de los números. A mı́ me

habŕıa gustado empezar esta historia a la manera de los

cuentos de hadas.

El principito

Antoine de Saint-Exupéry

1.1. Motivación

La necesidad de encontrar herramientas que permitan proponer modelos más pre-

cisos de sistemas: f́ısicos, qúımicos o de ingenieŕıa, por mencionar algunos, ha obliga-

do a explorar métodos que anteriormente hab́ıan sido considerados solo “curiosidades

matemáticas”. Por eso a partir de los años 70’s, comenzó el redescubrimiento de

una rama del análisis matemático llamada “Cálculo Fraccionario” que hasta entonces

hab́ıa sido poco explorada.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

El cálculo fraccionario (CF) consiste en el estudio de los operadores de derivación

e integración de ordenes arbitrarios, sobre el dominio de funciones reales o complejas

y su origen se remonta al siglo XVII, su desarrollo ha sido progresivo y en general

más lento que el del cálculo convencional. A lo largo de estos años han aparecido

diversas definiciones de derivada fraccionaria, cuyo propósito ha sido el de generalizar

el concepto de derivada, sin embargo, algo que tienen en común es que todas convergen

a la definición de derivada tradicional cuando el orden arbitrario vuelve a ser un

valor entero, por ejemplo, dado un operador fraccionario Dα
t donde α es el orden de

derivación, śı α = 1, entonces Dα
t = d

dt
. Lo mismo sucede en el caso de la integración

fraccionaria.

El utilizar derivadas de orden no entero ha tenido como consecuencia algunos

problemas que hasta el d́ıa de hoy se consideran abiertos: no existe un consenso en

cuanto a la interpretación f́ısica o geométrica de la derivada fraccionaria, la ley de

ı́ndices no siempre se cumple, no siempre se puede obtener la derivada del producto,

la regla de la cadena no se puede aplicar de manera directa en todos los operadores

fraccionarios. Además, las derivadas de orden entero son operadores locales, mientras

que las derivadas fraccionarias, en términos generales son operadores no-locales, es

decir, las derivadas fraccionarias dependen de todos los valores que conforman el

fenómeno. Muchos sistemas dinámicos de orden superior y fenómenos complejos no

lineales pueden ser representados utilizando un menor número de coeficientes [1]-[3],

dado que el orden fraccionario de la derivada le da un grado de libertad adicional que

permite ajustarse a un comportamiento espećıfico [4].

Otra caracteŕıstica es que las derivadas fraccionarias dependen del dominio y las

condiciones de contorno. Es decir, las derivadas de orden entero son operadores locales

y se definen con valores de vecindad próximos, sin embargo, la derivada fraccionaria

en un punto x no está determinada por valores de vecindad próximos, sino por los

valores de vecindad de largo alcance. Esto sirve en sistemas donde se tiene memoria a

2



1.2. JUSTIFICACIÓN

largo plazo y los valores en cualquier punto dependen de un amplio rango de valores

a lo largo del fenómeno. Por este motivo es vigente la necesidad de encontrar nuevos

modelos para describir fenómenos, en las ciencias e ingenieŕıa utilizando las derivadas

e integrales fraccionarias que han resurgido.

1.2. Justificación

En los últimos años el cálculo fraccionario ha demostrado ser una poderosa he-

rramienta para el modelado de sistemas y múltiples modelos han sido propuestos

utilizando operadores fraccionarios.

En este sentido, el CF se presenta como una interesante alternativa para describir

con mejor exactitud fenómenos presentes en la ingenieŕıa eléctrica, en especial en

modelos como el de Drude, el cual describe la forma en la que los electrones se

mueven dentro de un metal al ser estimulados por un campo eléctrico.

Los circuitos eléctricos RLC y RC, por ejemplo, son básicos en el diseño de filtros

analógicos, sirven para modelar ĺıneas de transmisión, modelos de impedancia en

tejidos biológicos, etc. Dichos circuitos han sido descritos por medio de operadores

fraccionarios de tipo Caputo. Sin embargo, en los últimos años surgió una definición

de derivada fraccionaria basada en la definición básica del ĺımite de una razón.

Por otro lado, las derivadas fraccionarias han sido utilizadas en procesamiento de

imágenes en detección de bordes y realzado de texturas, sin embargo, se puede probar

su aplicación en tareas de realzado de estructuras vasculares, modificando la matriz

Hessiana y por consecuencia sus respectivos eigenvalores.

3



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.3. Objetivo

El objetivo principal de este proyecto es utilizar el CF como herramienta para

proponer modelos alternativos para describir fenómenos presentes en la ciencia y en

la ingenieŕıa eléctrica y desarrollar nuevos algoritmos en procesamiento de imágenes.

En particular, analizaremos:

el comportamiento de los electrones en un material metálico con la presencia

de un campo eléctrico por medio de derivadas fraccionarias.

el comportamiento de circuitos eléctricos mediante nuevas definiciones de deri-

vadas fraccionarias.

la aplicación de derivadas fraccionarias para el desarrollo de herramientas para

tareas de visión y procesamiento de imágenes.

1.4. Plan de la obra

En el Caṕıtulo 2 se hace una descripción de las caracteŕısticas más importantes

del CF y algunas definiciones de derivadas e integrales fraccionarias. En el Caṕıtulo

3 se presentan los casos analizados de modelos fraccionarios de ciencias e ingenieŕıa

eléctrica. En el Caṕıtulo 4 se presentan las conclusiones y posibles investigaciones

futuras y finalmente en el apéndice A se presentan los productos obtenidos de este

proyecto.
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Caṕıtulo 2

El cálculo fraccionario

A los mayores les gustan mucho las cifras. Cuando se les

habla de un nuevo amigo, jamás preguntan cosas

esenciales como: “¿Qué tono tiene su voz? ¿Qué juegos

prefiere? o ¿Si le gusta o no coleccionar mariposas?” En

cambio preguntan: “¿Qué edad tiene? ¿Cuantos

hermanos tiene? ¿Cuanto pesa? ¿Cuanto gana su

padre?” Solamente con estos detalles creen conocerle.

El principito

Antoine de Saint-Exupéry

En el caṕıtulo anterior se discutió la necesidad de encontrar nuevas herramientas

matemáticas para la construcción de modelos capaces de describir con mayor exac-

titud fenómenos presentes en las ciencias y la ingenieŕıa. A continuaćıon se realizará

una breve semblanza de lo que ha sido el desarrollo del CF a lo largo de su historia, se

presentarán algunas funciones cuyo uso es frecuente en la resolución de ecuaciones di-

ferenciales fraccionarias, se mostrarán algunas definiciones de operadores fraccionarios

utilizados en este proyecto de tesis, se describirán las caracteŕısticas más importan-

tes que debe tener un operador fraccionario y, finalmente se mencionarán algunos

5



CAPÍTULO 2. EL CÁLCULO FRACCIONARIO

ejemplos de aplicaciones actuales del CF en diferentes áreas de conocimiento.

2.1. Breve historia

El CF es una disciplina matemática de más de 300 años de antigüedad, apareció

solo un tiempo después que fueron publicados los primeros estudios sobre cálculo

diferencial e integral. En 1675 Leibniz presentó la notación

dny

dxn
,

para referirse a la n-ésima derivada de la función y, donde n es un entero positivo.

Posteriormente, en 1695 y debido a la inquietud que provocó dicha notación Leibniz

recibió una carta de L’Hôpital [5], en esa carta preguntaba: Qué pasaŕıa si n fuera 1/2

la respuesta de Leibniz fue profética y se considera el génesis del cálculo fraccionario:

“ . . . , esto conduciŕıa a una paradoja de la que algún d́ıa se extraerán consecuencias

útiles”.

Varios matemáticos mencionaron la posibilidad de utilizar ordenes arbitrarios: Euler,

Laplace, Fourier, entre otros. Por ejemplo, Leibniz le envió una carta a J. Wallis [6],

donde le comentó que él podŕıa calcular su producto infinito (el producto de Wallis

1 [7]) para π utilizando derivadas de orden 1/2. En 1819 Lacroix propuso como un

ejercicio matemático el cálculo de la n-ésima derivada de la función y = xm [8],

dny

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n. (2.1)

Para poder utilizar un valor arbitrario q, Lacroix usó la función Gamma propuesta

por Legendre para expresar el factorial de un número no entero.

dqy

dxq
=

Γ(m+ 1)

Γ(m− q + 1)
xm−q. (2.2)

1John Wallis en 1655 expresó π por medio del producto π

2 =
∏

∞

k=1
(2k)(2k)

(2k−1)(2k+1) =
2
1 · 2

3 · 4
3 · 4

5 · · ·

6



2.1. BREVE HISTORIA

La solución de algunos operadores diferenciales fraccionarios para polinomios converge

a esta fórmula por lo que todav́ıa es de uso frecuente. En 1822 Fourier presentó una

definición de derivada para un orden arbitrario α para una función f [9], sin embargo

la fórmula nunca fue utilizada

dαf(t)

dtα
=

1

2π

∫ +∞

−∞

f(τ)dτ

∫ +∞

−∞

uα cos(ut− uτ + απ/2)du, (2.3)

válida para cualquier α positiva o negativa. La primera persona que encontró un uso

práctico para el CF fue Niels Henrik Abel, en 1823 aplicó el CF para resolver una

integral que surgió en la solución de la curva tautócrona [10]. Este problema consiste

en encontrar la forma de la curva f(t) sobre un plano vertical de tal forma que un

objeto se deslize sin rozamiento y que, no importando la posición inicial del objeto

sobre la curva, el tiempo para llegar al final del recorrido sea siempre el mismo. Abel

partió de la siguiente ecuación conocida ahora como integral de Abel [7].

k =

∫ x

0

(x− t)1/2f(t)dt. (2.4)

La ecuación de Abel es un caso especial de las integrales que tienen el kernel 2 de la

forma (x − t)α, en este caso α = 1/2. En estas ecuaciones integrales la función f(t)

es desconocida y tiene que ser determinada. Abel encontró la solución aplicando un

operador diferencial de orden 1/2.

Inspirado por los resultados de Abel y basándose en la integral de Fourier, Joseph

Liouville realizó la primera definición formal de derivada fraccionaria en la publicación

de sus memorias en 1832 y 1855 [11, 12]. La definición se basó en una extensión natural

de la derivada de una función tipo exponencial

dm

dxm
eax = ameax, (2.5)

cambiando m por un valor arbitrario ν

dν

dxν
eax = aνeax, (2.6)

2Aunque en castellano la palabra equivalente es núcleo, dada la gran cantidad de bibliograf́ıa
que maneja el termino como kernel, se ha decidido utilizar la palabra directamente en lugar de su
traducción.
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desarrollando f(x) como una serie de la forma

f(x) =
∞
∑

k=0

cke
akx, Re(ak) > 0, (2.7)

entonces las derivada ν-ésima se puede expresar como

dν

dxν
f(x) =

∞
∑

k=0

cka
νeakx. (2.8)

La ecuación (2.8) se conoce como la primera definición de Liouville para derivada frac-

cionaria sin embargo, debido a la convergencia, tiene la desventaja de estar restringida

para ciertos valores de x.

En 1847 Riemann obtuvo una definición de integral de orden arbitrario utilizando

una expansión en series de Taylor sin embargo, su trabajo fue publicado de forma

póstuma hasta 1892

d−α

dx−α
f(x) =

1

Γ(α)

∫ x

c

(x− τ)u(τ)dτ + ψ(x), (2.9)

donde α > 0 es el orden arbitrario de la integral y ψ(x) es una función complementaria

de naturaleza indeterminada.

A partir de estos trabajos se realizaron investigaciones basadas en la integral de

Cauchy, hasta llegar a la que se conoce como integral de Riemann-Liouville (1870-

1884). Además, los operadores se estudiaron desde el punto de vista de la definición de

la derivada por medio de una razón incremental, que tuvo como resultado la deriva-

da fraccionaria de Grünwald-Letnikov (1867-1868). Ambas definiciones detonaron el

desarrollo de nuevas definiciones y de aplicaciones prácticas. En la actualidad se han

escrito una gran cantidad de trabajos al respecto [13]-[21], además se han organizado

eventos especializados en muchos páıses, México no ha sido la excepción, desde el año

2012, se ha organizado el Mexican Workshop on Fractional Calculus fundado por el

Dr. Rosales y colaboradores.
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2.2. Funciones utilizadas en el CF

Algunas funciones aparecen de manera recurrente al utilizar operadores fraccio-

narios, a continuación se describen brevemente.

2.2.1. Función Gamma

El factorial de un número entero n se define como el producto de todos los enteros

consecutivos desde 1 hasta n y se expresa

n! = 1× 2× · · · (n− 1)× n, (2.10)

el factorial de cero es 0! = 1. Si se quiere extender la idea a valores que no sean enteros

se utiliza la función Gamma definida por la integral [22].

Γ(z) =

∫

∞

0

tz−1e−tdt, (2.11)

para cualquier z ∈ C, tal que Re(z) > 0, al integrar por partes se tiene una propiedad

interesante

Γ(z) = (z − 1)Γ(z − 1), (2.12)

cuando se aplica a valores reales enteros tenemos la relación

n! = Γ(n+ 1), (2.13)

de esta manera se puede generalizar el concepto del factorial para valores reales o

complejos.
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2.2.2. Función Mittag-Leffler

De la misma forma en que la función exponencial juega un rol fundamental en la

solución de muchas ecuaciones diferenciales de orden entero, la función Mittag-Leffler

(ML) aparece de manera consistente en la solución de las ecuaciones diferenciales

fraccionarias. Fue definida por Gösta Mittag-Leffler en 1903 [23] y estudiadas algunas

de sus propiedades [24, 25]

Eα(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(αk + 1)
, (2.14)

posteriormente, una generalización fue propuesta en 1905 y otras actualizaciones en

[26]-[29]. La función

Eα,β(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
, (2.15)

es llamada función ML de dos parámetros. Se puede observar que (2.14) es un caso

especial cuando β = 1 en la ecuación (2.15). Además, la función exponencial se

considera un caso especial de la ML, cuando α = 1, entonces

E1,1(z) =
∞
∑

k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞
∑

k=0

zk

k!
= ez. (2.16)

En la actualidad se han seguido haciendo generalizaciones [30]-[32].

Debido a que la transformada de Laplace es ampliamente utilizada en la solución

de ecuaciones diferenciales de orden entero y fraccionario la siguiente expresión en

términos de ML y su transformada de Laplace son de interes [4],

tαk+β−1E
(k)
α,β (at

α) ⇐⇒ aα−βk!

(sα − a)k+1
,

E
(k)
α,β(at

α) =
d(k)

dt(k)
Eα,β(at

α). (2.17)
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2.3. Operadores fraccionarios

2.3.1. Derivada fraccionaria Grünwald-Letnikov

En 1832 Liouville fue el primero en buscar una derivada fraccionaria partiendo

de la generalización de la razón incremental. Después en 1867 Grünwald y en 1872

Letnikov dieron forma a lo que hoy se conoce como la derivada Grünwald-Letnikov

(GL) [13] [33] [34], esta se obtiene partiendo de la definición básica de derivada, h es

el incremento en t, se puede hacer la fórmula directa

df

dt
= ĺım

h→0

f(t)− f(t− h)

h
, (2.18)

o también puede ser la derivada reversa

df

dt
= ĺım

h→0

f(t+ h)− f(t)

h
, (2.19)

si repetimos el proceso de 2.18 obtenemos la derivada de segundo orden

d2f

dt2
= ĺım

h→0

f(t+ 2h)− 2f(t+ h) + f(t)

h2
, (2.20)

se hace una generalizacinón para el n-ésimo orden usando la notación de coeficientes

binomiales
dnf

dtn
= ĺım

h→0

1

hn

n
∑

k=0

(−1)k
(

n

k

)

f(t− kh), (2.21)

n y k son enteros, los coeficientes binomiales están dados por

(

n

k

)

=
n!

k!(n− k)!
. (2.22)

Si cambiamos el orden de la derivada por un valor arbitrario α, obtenemos la expresión

dαf

dtα
= ĺım

h→0

1

hα

∞
∑

k=0

(−1)k
(

α

k

)

f(t− kh), (2.23)
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en este caso el coeficiente binomial contiene a α ∈ R, entonces el coeficiente se expresa

(

α

k

)

=
α(α + 1)(α + 2) · · · (α + k − 1)

k!
, (2.24)

acotando la serie y reacomodando los coeficientes binomiales en términos de la función

Gamma Γ(·) se obtiene la derivada fraccionaria GL de orden α, donde α ∈ R

dαf

dtα
= ĺım

h→0

1

hα

t−α
h

∑

k=0

(−1)k
Γ(α + 1)

k!Γ(α− k + 1)
f(t− kh), (2.25)

del mismo modo se hace el procedimiento para la derivada fraccionaria reversa y se

obtiene

dαf

dtα
= ĺım

h→0

1

hα

t−α
h

∑

k=0

(−1)k
Γ(α + 1)

k!Γ(α− k + 1)
f(t+ kh). (2.26)

Estas definiciones se utilizan de manera frecuente debido a la facilidad para ser im-

plementadas en modelos numéricos y algoritmos computacionales.

2.3.2. Integral de Riemann-Liouville

Si integramos de manera iterativa n veces una función f(t) obtenemos la integral

de Cauchy

Inf(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

0

(t− τ)n−1f(τ)dτ . (2.27)

Si se quiere hacer una integración de orden arbitrario, se puede usar la integral de

Cauchy (2.27) con una modificación: el término 1/(1 − n)! se sustituye por 1/Γ(α).

El resultado se conoce como la integral fraccionaria de Riemann-Liouville (IRL)

Iαf(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ , (2.28)

se pueden considerar tres propiedades [4]:
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1. La integral fraccionaria IRL de orden α se puede expresar como

Iα = (Φ ∗ f)(t),

donde Φ(t) = tα−1/Γ(α) y su transformada de Laplace es 1/sα. Si consideramos

f(t) regular a trozos y de orden exponencial, entonces la transformada de

Laplace de la integral Iα está dada por

L [Iαf(t)] = F (s)/sα, (2.29)

donde F (s) es la transformada de f(t)

2. sea f ∈ H1(a, b) 3 se verifica que

ĺım
α→0

Iαf(t) = f(t),

para todo t ∈ [a, b]

3. Se cumple la propiedad de semigrupo o ley de exponentes. Sea f ∈ H1(a, b),

eontonces se verifica que

IβIαf(t) = Iα+βf(t), α, β ∈ R+, (2.30)

para todo t ∈ [a, b].

2.3.3. Derivada de Riemann-Liouville

Para una función f(t) ∈ H1(a, b). La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

(DRL) de orden α ∈ R+ se define como

Dαf(t) =
[

DnIn−αf
]

(t), (2.31)

donde, n− 1 ≤ α < n. La DRL existe si f(t) ∈ Hn[a, b]. Entonces la DRL se expresa

como

aD
α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

(

d

dt

)n ∫ t

a

f(τ)dτ

(t− τ)α−n+1
, (2.32)

para n− 1 ≤ α < n. Se distinguen dos propiedades para la DRL [4]

3 Hk(a, b), es el conjunto de todas las funciones f diferenciables en k, en el intervalo (a, b)
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1. sea f ∈ H1(a, b) se verifica que

ĺım
α→0

Dαf(t) = f(t),

para todo t ∈ [a, b].

2. sea f ∈ H1(a, b) se verifica que

DαIαf(t) = f(t),

para todo t ∈ [a, b].

De las propiedades anteriores se pueden deducir las siguientes caracteŕısticas:

al igual que en el cálculo elemental, el operador DRL es el inverso izquierdo al

operador IRL, del mismo orden α.

la DRL de una constante es diferente de cero.

el operador DRL en términos generales no cumple con la propiedad de semi-

grupo.

El hecho de que la DRL este definida por un integral, tiene como consecuencia efectos

no locales, llamados efectos de memoria. A diferencia de la derivada ordinaria que

solo contiene información local [15].

SeaDαf(t) donde n−1 ≤ α < n, yDα es el operador DRL. Al aplicar la transformada

de Laplace se obtiene

L[Dαf(t)] = sαL[f(t)]−
n−1
∑

k=0

skDα−k−1f(0), (2.33)

la trasnformada de Laplace del operador DRL tiene el inconveniente de que se requie-

ren condiciones iniciales de orden fraccionario [15].
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2.3.4. Derivada fraccionaria de Caputo

La DRL resultó práctica en aplicaciones puramente matemáticas como: la reso-

lución de algunas ecuaciones diferenciales, definición de algunas funciones, etc. Sin

embargo, la dificultad para interpretar las condiciones iniciales de problemas f́ısicos

forzó a buscar nuevas alternativas. Por eso en 1971, Michel Caputo propuso la uti-

lización de una variación de la DRL propuesta por Liouville [35]. Esta derivada es

parecida a la DRL solo cambia el orden en el que son aplicados los operadores y se

define por

C
aD

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ, (2.34)

donde fn(·) es la derivada de n-ésimo orden, n = 1, 2, . . . ∈ N y n − 1 < α ≤ n, sin

perder generalidad se puede considerar a = 0.

La transformada de Laplace de la derivada de Caputo se define como

L
[

CDαf(t)
]

= sαL [f(t)]−
n−1
∑

k=0

sα−k−1Dkf(0). (2.35)

La importancia de la transformada de Laplace de la derivada de Caputo radica en el

hecho que las condiciones iniciales no contienen términos de derivadas fraccionarias.

Eso implica condiciones f́ısicas conocidas, es decir, de orden entero.

2.3.5. Derivada Fraccionaria Caputo-Fabrizio

En 2015 se propusó una variación de la derivada de Caputo, se cambió el kernel

(t−τ)−α por la función e−
α(t−τ)
1−α

t y la expresión 1
Γ(1−α)

se sustituyó por M(α)
1−α

. Entonces,

para una función f ∈ H1(a, b), b > a y para un orden de derivación α tal que 0 < α ≤ 1

y un valor a ∈ [−∞, t]. La derivada CF se define como [36]

CF
a Dα

t f(t) =
M(α)

(1− α)

∫ t

a

ḟ(τ) exp

[

−α(t− τ)

1− α

]

dτ , (2.36)
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sin perder generalidad se puede considerar a = 0, donde M(α)
1−α

es una función de

normalización con la propiedad M(0) = M(1) = 1. Si f(t) es una constante la

derivada CF es cero. Sin embargo, a diferencia de la derivada de Caputo, el kernel

no tiene ninguna singularidad en t = τ . Se le conoce como derivada Caputo-Fabrizio

(DCF). La transformada de Laplace de la DCF definida en 0 < α ≤ 1 se define como

L
[

CF
a Dα

t f(t)
]

=
sF (s)− f(0)

s+ α(1− s)
, (2.37)

al igual que la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo, la

transformada de Laplace de la DCF no tiene condiciones iniciales de orden fracciona-

rio, por lo que se puede utilizar en aplicaciones prácticas, además debido al cambio

de kernel la DCF no tiene singularidades.

2.3.6. Integral fraccionaria Caputo-Fabrizio

En el año 2015. Losada y Nieto presentaron una integral fraccionaria [37], basada

en la derivada fraccionaria DCF de orden 0 < α ≤ 1,

CF Iαt f(t) =
2(1− α)

(2− α)M(α)
f(t) +

2α

(2− α)M(α)

∫ t

0

f(τ)dτ, (2.38)

donde la función de normalización es

M(α) =
2

2− α
, 0 < α ≤ 1. (2.39)

2.3.7. Derivada Atangana-Baleanu

En [38, 39] se proponen dos derivadas fraccionarias, su caracteŕıstica es que tienen

en su kernel la función ML, una de ellas es utilizada en este proyecto y la llamaremos
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(ABC): f ∈ H1(a, b), a < b, α ∈ [0, 1],

ABCDα[f(t)] =
B(α)

1− α

∫ t

a

f ′(x)Eα

[

− α
(t− x)α

1− α

]

dx, (2.40)

donde Eα(·) es la función de ML de un parámetro [15] y su transformada de Laplace

está dada por

L[ABCDαf(t)] =
B(α)

1− α
· s

αF (s)− sα−1f(0)

sα + α
1−α

, 0 < α ≤ 1, (2.41)

donde B(α) tiene propiedades similares que la DCF. Debido a que la DCF y la ABC

son variantes de la derivada de Caputo con kernel distinto.

2.3.8. Derivada Fraccionaria Conformable

En [42] se presenta una derivada fraccionaria que, a diferencia de los operadores

diferenciales fraccionarios t́ıpicos como la DRL, Caputo o DCF, no está definida por

una integral. En este caso, se usa la definición básica del ĺımite de una razón: dada

una función f : [0,∞) → ℜ, la derivada fraccionaria conformable de orden α se define

como

Tα(f)(t) =
dαf(t)

dtα
= fα(t) = ĺım

ǫ→0

f(t+ ǫt1−α)− f(t)

ǫ
, (2.42)

para todo t > 0 y 0 < α ≤ 1. Cuando α = 1 se puede volver a la definición estandar de

derivada. Si α = 1 de (2.42), obtenemos f ′ = ĺımǫ→0
f(t+ǫ)−f(t)

ǫ
. Si f es α−diferenciable

en (0, a), a > 0, y ĺımt→0+ f
α(t) existe, entonces se define

fα(0) = ĺım
t→0+

fα(t). (2.43)

Las propiedades más importantes de la derivada fraccionaria conformable están dadas

por el siguiente teorema:

Dado α ∈ (0, 1], f y g son α-diferenciables en t > 0. Entonces

1. Tα(af + bg) = aTα(f) + bTα(g), para todo a, b ∈ ℜ.
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2. Tα(t
p) = ptp−α, para todo p ∈ ℜ.

3. Tα(λ) = 0, para toda función constante f(t) = λ.

4. Tα(fg) = fTα(g) + gTα(f).

5. Tα

(

f
g

)

= gTα(f)−fTα(g)
g2

.

6. Tα(f)(t) = tn+1−α dn+1f
dtn+1 , α ∈ [n, n + 1]. Śı f(t) es (n + 1)− diferenciable en

t > 0.

Las derivadas fraccionarias definidas por integrales satisfacen de manera deficiente

la regla del producto, la regla del cociente, la regla de la cadena y en general no se

cumple la regla de los ı́ndices. En cambio, la derivada conformable cumple todas ellas,

lo cual ha despertado el interés de los investigadores en los últimos años.

2.4. Requisitos de un operador fraccionario

Como se ha visto en secciones anteriores a partir del surgimiento del CF, han

aparecido diversas definiciones para los operadores derivada e integral de orden frac-

cionario. Sin embargo, es necesario tener en cuenta las condiciones que debe cumplir

un operador para ser considerado, “fraccionario”. En [43] se hace una descripción

de las condiciones que deben cumplir los operadores derivada fraccionaria. Dado un

operador D, entonces D es llamado un operador derivada fraccional, si cumple las

siguientes condiciones:

1. Si D de una función en un valor elegido de entrada, describe la tasa de cambio

de la función cercana al valor de entrada.

2. D[f ] de orden cero produce f .

3. D es lineal, es decir: D [af(t) + bg(t)] = aD [f ] + bD [g]

4. D satisface la regla del factor constante, es decir: D [af(t)] = aD [f(t)]
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5. D Satisface la regla de la suma, es decir: D [f + g] = D [f ] +D [g]

6. D Satisface la regla de la sustracción: D [f − g] = D [f ]−D [g]

Debido a que es dif́ıcil cumplir todas las condiciones, es tema de debate el calificativo

de “derivada fraccionaria” en algunos operadores, en [44]-[46] se presentan algunos

ejemplos de controversias al respecto. Un análisis más detallado se encuentra fuera

de los objetivos del presente trabajo de tesis por lo que se considerarán en general

operadores fraccionarios.

2.5. Conclusiones

Se realizó una breve recopilación de aportaciones históricas en el campo del CF

desde su origen hasta la actualidad, se analizaron las funciones de uso más común en

el CF, las definiciones de operadores fraccionarios más utilizadas en la actualidad y

su transformadas de Laplace.

Desde la primera alusión a utilizar ordenes de derivacion no enteros, hasta los

operadores fraccionarios utilizados en la actualidad, el CF ha tenido una gran evolu-

ción, pero a pesar de no existir una interpretación f́ısica o geométrica de la derivada

fraccionaria, lo que ha catalizado su desarrollo en los últimos años es la capacidad

de describir caracteŕısticas de fenómenos reales que no pueden ser visualizadas con el

cálculo tradicional.

En el siguiente caṕıtulo se describen los proyectos en los que se utilizaron los

operadores fraccionarios en este trabajo de tesis y se discuten los resultados obtenidos

en cada uno.
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Caṕıtulo 3

Casos de Estudio

Afortunadamente para la reputación del asteroide B-612

un dictador turco impuso a su pueblo, bajo pena de

muerte, la obligación de vestirse a la europea. El

astrónomo volvió a hacer su demostración en 1920 y, con

un traje muy elegante. Y esta vez todo el público estuvo

de acuerdo con él.

El principito

Antoine de Saint-Exupéry

En el caṕıtulo anterior se realizó un estudio de las principales definiciones de

operadores fraccionarios y su utilización en el modelado de fenómenos, aśı como la

interpretación de los resultados que se puedan obtener. En este caṕıtulo se hace un

compendio de los trabajos de investigación realizados en el modelado de problemas

de ingenieŕıa eléctrica con CF y las aportaciones obtenidas en este proyecto de tesis.
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3.1. Aplicaciones prácticas

Desde el desarrollo de la solución de la curva tautócrona por Abel en 1823, comenzó

a utilizarse el CF en aplicaciones prácticas, sin embargo, a partir de la aplicación de la

derivada de Caputo en 1967 comenzó una explosión en la cantidad de aplicaciones en

una cantidad cada vez mayor de campos de conocimiento como: modelos con mecánis-

mos de memoria [35]; mecánica clásica [48]-[56]; modelos fraccionarios de difusión

[57]-[59]; nuevos modelos de capacitor [60]; descripción no-local de dinámica cuánti-

ca, como el movimiento Browniano y difusión anómala [61, 62]; comportamiento de

materiales viscolelásticos [63]-[68]; fenómenos anómalos no-Gaussianos de transporte

[69]; materiales dieléctricos [70]-[73]; fenómenos electromagnéticos y óptica [74]-[80];

procesamiento de señales [81] y de imágenes [82]-[87].

3.2. Modelo fraccionario de Drude

El modelo propuesto por Paul Drude en 1900 se conoce como el primer modelo

realista para describir metales, a pesar de ser muy simple puede ayudar a explicar

propiedades como conductividad eléctrica, conductividad térmica, y algunas propie-

dades ópticas de los metales [88, 89]. Este modelo considera un metal como un gas

ejecutando movimientos de difusión. La ecuación unidimensional que describe el mo-

vimiento de una part́ıcula cargada e con masa m afectada por un campo eléctrico

E(t) [90] está dada por

m
dv

dt
+
m

τ
v = −eE(t), (3.1)

v es la velocidad de movimiento de los electrones. En el lado izquierdo, el primer

termino representa la aceleración de la carga inducida por el campo eléctrico, el

segundo término describe el factor de atenuación debido a la dispersión del electrón

y τ representa el parámetro de relajación.

21
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Si el campo eléctrico es constante E(t) = E0 la solución de (3.1) está dada

por

v(t) = −eE0τ

m

[

1− exp

(

− t

τ

)]

. (3.2)

Si el campo eléctrico se define como un pulso descrito por la distribución delta de

Dirac E(t) = E0δ(t) [97], la solución de (3.2) es

v(t) = −eE0τ

m
exp

(

− t

τ

)

. (3.3)

Si el campo eléctrico es oscilatorio se define por E(t) = E0 cosωt la solución de (3.1)

está dada por

v(t) = − eE0τ

m
[

1 + (ωτ)2
]

[

cosωt+ ωτ sinωt− exp

(

− t

τ

)]

. (3.4)

En el modelo de Drude t́ıpicamente solo la densidad de corriente ~j, puede ser medible

de manera experimental [91], para relacionarla con la velocidad considere un conduc-

tor que cumple la ley de Ohm con un número N de portadores de carga (electrones)

por unidad de volumen que se mueven a una misma velocidad v = v(t) entonces, la

densidad de corriente se define por ~j = −eN~v. Si hacemos σ0 = e2Nτ
m

, donde σ0 es

llamada conductividad estática de Drude, después sustituimos t̄ = t/τ y obtenemos,

j(t̄) = σ0E0v(t̄). (3.5)

Para E(t̄) constante tenemos

jcte(t̄) = σ0E0 [1− exp (−t̄)] . (3.6)

Para E(t̄) definido por un pulso

jδ(t̄) = σ0E0 exp (−t̄) . (3.7)

Y para un campo eléctrico oscilatorio

josc(t̄) =
σ0E0

[

1 + (ωτ)2
] [cosωτ t̄+ ωτ sinωτ t̄− exp (−t̄)] . (3.8)

En la Figura 3.1 se muestran las gráficas de la densidad de corriente para los campos

eléctricos: constante jcte, de pulso jδ(t̄) y oscilatorio josc(t̄).

22



3.2. MODELO FRACCIONARIO DE DRUDE

0 1 2 3 4 5

t̄

-1

-0.5

0

0.5

1

j
(t̄
)

jcte(t̄)
jδ (t̄)
josc(t̄)

Figura 3.1: Gráficas de la densidad de corriente j(t̄) utilizando diferentes campos
eléctricos.

Modelo de Drude con la derivada de Caputo

Con el objetivo de agregar un nuevo grado de libertad al modelo de Drude en

[92] se propuso una ecuación diferencial fraccionaria para describir el movimiento de

las cargas en el metal. El orden entero de la ecuación diferencial es sustituido por

un orden real, 0 < γ ≤ 1 entonces, el nuevo grado de libertad es dado por el orden

fraccionario de la derivada. Para poder manejar las ecuaciones de manera dimensio-

nalmente correcta en este trabajo se utiliza la sustitución: u(t̄) = −m/eE0τv(t̄) y se

obtiene

dγu(t̄)

dt̄γ
+ u(t̄) = E(t̄), 0 < γ ≤ 1. (3.9)

El resultado es una ecuación diferencial fraccionaria de orden γ, adimensional. Para

resolver la ecuación diferencial fraccionaria se tiene que considerar dos factores: el

tipo de operador diferencial fraccionario y el campo eléctrico E(t). En este caso se

utilizó la derivada fraccionaria de Caputo (2.34) con dos campos eléctricos diferentes.
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Evaluando para un campo eléctrico constante E(t) = E0 se obtiene una ecua-

ción diferencial fraccionaria con el operador diferencial de Caputo

CDγ
t̄ u(t̄) + u(t̄) = E0. (3.10)

Para encontrar la solución aplicamos la transformada de Laplace en ambos lados

L
[

CDγ
t̄ u(t̄)

]

+ L [u(t̄)] = L [E0] , (3.11)

utilizando la fórmula (2.35) para encontrar la transformada de Laplace del operador

de Caputo

[sγU(s)− u(0)] + U(s) =
E0

s
, (3.12)

considerando la condición inicial u(0) = 0 y despejando para U(s) obtenemos

U(s) =
E0

s [(τs)γ + 1]
, (3.13)

aplicando transformada inversa de Laplace en (3.11) y usando (3.5) para encontrar

la densidad de corriente se obtiene

j(t̄; γ) = σ0E0 [1− Eγ (−t̄γ)] , (3.14)

Eγ(·) es la función ML, (2.14), j(t̄; γ) es el resultado que depende de t̄ y del orden

de la derivada γ. En el caso cuando γ = 1 se obtiene la solución ordinaria (3.6).

Si utilizamos el operador diferencial de Caputo y un campo eléctrico oscilato-

rio cosωτ t̄, entonces la ecuación diferencial fraccionaria resulta

CDγ
t̄ u(t̄) + u(t̄) = E0 cosωτ t̄, 0 < γ ≤ 1. (3.15)

Aplicando transformada de Laplace, haciendo u(0) = 0 y despejando para U(s) se

obtiene

U(s) =
sE0

[(τs)γ + 1] (s2 + ω2)
. (3.16)
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3.2. MODELO FRACCIONARIO DE DRUDE

Se toma la potencia más alta de s como factor común y se expande en una serie

geométrica alterna [95], después se aplica la transformada inversa de Laplace, para

obtener la solución de v(t̄; γ), finalmente se calcula j(t̄; γ)

j(t̄; γ) = σ0E0

∞
∑

k,l=0

(−1)k+l(ωτ)2k

Γ [γ(l + 1) + 2k + 1]
(t̄)γ(l+1)+2k, (3.17)

cuando γ = 1 se obtiene la solución ordinaria (3.8).

3.2.1. Modelos fraccionarios de Drude con kernel no singular

En este proyecto se proponen modelos fraccionarios de Drude utilizando operado-

res sin kernel singular, en especial se utilizan: la DCF y la ABC. Con el fin de realizar

comparaciones, primero se realizó el análisis del caso en que se utiliza la derivada de

Caputo y un campo eléctrico descrito por un impulso δ(t), entonces tenemos

CDγ
t̄ u(t̄) + u(t̄) = E0δ(t̄), 0 < γ ≤ 1. (3.18)

Aplicando la transformada de Laplace, considerando u(0) = 0 y despejando para U(s)

U(s) =
E0

sγ + 1
, (3.19)

aplicando la transformada inversa de Laplace y calculando la densidad de corriente

j(t̄; γ)

j(t̄; γ) = σ0E0t̄
γ−1Eγ,γ (−t̄γ) . (3.20)

En el caso cuando γ = 1, obtenemos la solución ordinaria (3.7). Una vez que se

tienen los tres casos de campos eléctricos con derivada de Caputo se resuelve la

ecuación fraccionaria utilizando los operadores DCF y ABC utlizando los mismos

campos eléctricos.
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CAPÍTULO 3. CASOS DE ESTUDIO

Modelo de Drude con la derivada Caputo-Fabrizio

Si utlizamos el operador diferencial DCF, podemos revisar el comportamiento del

modelo fraccionario de Drude con este operador con los campos eléctricos utilizados

anteriormente. En el caso de tener un campo eléctrico constante E(t) = E0.

CFDγ
t̄ u(t̄) + u(t̄) = E0, 0 < γ ≤ 1. (3.21)

Aplicando la transformada de Laplace a la ecuación diferencial con el operador de

DCF
s̄U(s̄)− u(0)

s̄+ γ(1− s̄)
+ U(s̄) =

E0

s̄
, 0 < γ ≤ 1, (3.22)

donde s̄ = τs, si consideramos la condición inicial u(0) = 0, despejando para U(s̄),

obteniendo la transformada inversa de Laplace. Adicionalmente se calcula la densidad

de corriente j(t̄; γ)

j(t̄; γ) = σ0E0

[

1− 1

2− γ
exp

(

− 2

2− γ
t̄

)]

, (3.23)

cuando γ = 1 se obtiene la solución ordinaria (3.2).

Si se considera el operador diferencial DCF y un campo eléctrico E0δ(t̄) tene-

mos la ecuación fraccionaria

CFDγ
t̄ u(t̄) + u(t̄) = E0δ(t̄), 0 < γ ≤ 1. (3.24)

Aplicando la transformada de Laplace

s̄U(s̄)− u(0)

s̄+ γ(1− s̄)
+ U(s̄) = E0, 0 < γ ≤ 1, (3.25)

donde s̄ = τs, si consideramos la condición inicial u(0) = 0, despejando para U(s̄),

aplicando transformada inversa de Laplace obtenemos la expresión y calculamos la

densidad de corriente tenemos

j(t̄; γ) =
σ0E0

(2− γ)

[

(1− γ)δ(t̄) +
γ

2− γ
exp

(

− γ

2− γ
t̄

)]

, (3.26)

26



3.2. MODELO FRACCIONARIO DE DRUDE

cuando γ = 1 se obtiene la solución ordinaria (3.7).

Si consideramos la derivada DCF y un campo eléctrico oscilante cosωτ t̄

CFDγ
t̄ u(t̄) + u(t̄) = E0 cosωτ t̄, 0 < γ ≤ 1. (3.27)

Aplicando transformada de Laplace

s̄U(s̄)− u(0)

s̄+ γ(1− s̄)
+ U(s̄) =

sE0

s̄2 + (ωτ)2
, 0 < γ ≤ 1, (3.28)

donde s̄ = τs, si consideramos la condición inicial u(0) = 0, despejando para U(s̄),

obteniendo la transformada inversa de Laplace y calculando la densidad de corriente

j(t̄; γ)

j(t̄; γ) =
σ0E0(2− γ)

γ2 + (ωτ)2(2− γ)2

[

A cosωτ t̄+ B sinωτ t̄+ C exp

(

− γ

2− γ
t̄

)]

, (3.29)

donde los coeficientes A, B y C son

A = (ωτ)2(1− γ) +
γ2

2− γ
,

B = γ(ωτ)− γ(1− γ)

ωτ
,

C =
γ2

2− γ

(

1− γ − 1

2− γ

)

,

cuando γ = 1: A = 1, B = ωτ y C = −1 entonces, se obtiene la solución ordinaria

(3.8).

Modelo de Drude con la derivada Atangana-Baleanu

Usando el operador diferencial ABC y un campo eléctrico constante E(t) = E0 se

tiene la ecuación diferencial fraccionaria

ABCDγ
t̄ u(t̄) + u(t̄) = E0, 0 < γ ≤ 1, (3.30)
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γ es el orden de la ecuación diferencial. Aplicando transformada de Laplace, con

s̄ = τs, obtenemos

B(γ)

1− γ
· s̄

γU(s̄)− s̄γ−1u(0)

s̄γ + γ
1−γ

+ U(s̄) =
E0

s̄
, (3.31)

donde B(γ) tiene las mismas propiedades que la M(γ) de la derivada CF (2.36) y en

este caso B(γ)
1−γ

= 1, además se considera la condición inicial u(0) = 0. Despejando para

U(s̄), aplicando transformada inversa de Laplace y finalmente calculando la densidad

de corriente j(t̄; γ), tenemos

j(t̄; γ) = σ0E0

[

1− 1

2− γ
Eγ

(

− γ

2− γ
t̄

)]

, (3.32)

donde Eγ(·) es la función ML, (2.14). Cuando γ = 1 se obtiene la solución ordinaria

(3.6).

Si se utiliza el operador diferencial con ABC y un campo eléctrico E0δ(t̄)

ABCDγ
t̄ u(t̄) + u(t̄) = E0δ(t̄), 0 < γ ≤ 1, (3.33)

aplicando transformada de Laplace, con s̄ = τs, obtenemos

B(γ)

1− γ
· s̄

γU(s̄)− s̄γ−1u(0)

s̄γ + γ
1−γ

+ U(s̄) = E0, (3.34)

se consideran las mismas condiciones que para (3.31). Despejando para U(s̄), apli-

cando transformada inversa de Laplace y calculando la densidad de corriente j(t̄; γ)

tenemos

j(t̄; γ) =
σ0E0

(2− γ)
·
[

(1− γ)δ(t̄) +
γ

2− γ
t̄γ−1Eγ,γ

(

− γ

2− γ
t̄γ
)]

, (3.35)

donde Eγ,γ(·) es la función ML de dos parámetros (2.15). Cuando γ = 1 se obtiene

la solución ordinaria (3.7).

Si se utiliza el operador diferencial con kernel ML, ABC y un campo eléctrico

oscilante E0 cosωτ t̄

ABCDγ
t̄ u(t̄) + u(t̄) = E0 cosωτ t̄, 0 < γ ≤ 1, (3.36)
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aplicando transformada de Laplace, con s̄ = τs, entonces obtenemos

B(γ)

1− γ
· s̄

γU(s̄)− s̄γ−1u(0)

s̄γ + γ
1−γ

+ U(s̄) =
s̄E0

s̄2 + (ωτ)2
, (3.37)

se consideran las mismas condiciones que para (3.31). Despejando para U(s̄), apli-

cando transformada inversa de Laplace y calculando j(t̄; γ) tenemos

j(t̄; γ) = σ0E0

[

1− γ

2− γ
A+

γ

1− γ
B

]

, (3.38)

donde A y B son:

A =
∞
∑

k,l=0

(−1)k+l(ωτ)2kγl

(2− γ)lΓ [2k + lγ + 1]
t̄2k+lγ,

B =
∞
∑

k,l=0

(−1)k+l(ωτ)2kγl

(2− γ)lΓ [(l + 1)γ + 2k + 1]
t̄(l+1)γ+2k, (3.39)

Cuando γ = 1 se obtiene la solución ordinaria (3.8).

3.2.2. Resultados

Una vez que se tienen las soluciones de la ecuación fraccionaria con los operadores

fraccionarios: Caputo, DCF y ABC, y con los campos eléctricos: constante, impulso y

oscilatorio. Se pueden comparar directamente las soluciones para cada campo eléctrico

usando los tres operadores.

En la Figura 3.2 se puede apreciar el comportamiento de la densidad de corriente

j(t̄; γ) cuando se utilizan los tres operadores fraccionarios con diferentes valores de γ

tales que 0 < γ ≤ 1, y un campo eléctrico constante E0. En los casos: (a) Caputo,

(b) DCF y (c) ABC cuando γ = 1 la curva coincide con la solución ordinaria (3.6).

La aproximación asintótica para la ecuación (3.23) es: cuando t̄ → 0 la jCF (t̄; γ) →
σ0E0(1− 1/2− γ) y cuando t̄→ ∞ entonces jCf (t̄; γ) → σ0E0 lo cual concuerda con

el caso ordinario, cuando γ = 1.
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En el caso de jABC(t̄; γ) las aproximaciones asintóticas de la función ML para

valores de t̄→ 0 y para t̄→ ∞, en la primera aproximación son [96],

Eγ(−t̄γ) ∼ e−
t̄γ

Γ(1−γ) , (3.40)

Eγ(−t̄γ) ∼
t̄−γ

Γ(1− γ)
. (3.41)

Como consecuencia, la función ML toma valores intermedios de t̄ de una función

exponencial y una función de potencias negativas, vease la Figura 3.2 (c). Se observan

dos caracteŕısticas que cambian debido al operador fraccionario elegido: el valor inicial

de j(0; γ) es diferente de cero cuando γ < 1, cuando se usan los operadores DCF y

ABC. Además, los puntos donde se cruzan las curvas de diferentes valores de γ vaŕıan

según el operador: en jC es en t̄ ≈ 0.75, para jCF es en t̄ ≈ 0.50 y para jABC es en

t̄ ≈ 1.22.

En la Figura 3.3 se puede apreciar el comportamiento de la densidad de corriente

j(t̄; γ) cuando se utilizan los tres operadores fraccionarios con diferentes valores de γ

tales que 0 < γ ≤ 1, y un campo eléctrico δ(t̄)E0. En los casos: (a) Caputo, (b) DCF y

(c) ABC. Cuando γ = 1 la curva coincide con la solución ordinaria (3.7). La diferencia

principal en los tres operadores es la rapidéz con la que las funciones decaen cuando

se usan valores γ < 1, tomando como referencia la solución con Caputo, jC(t̄; γ), la

solución con la DCF, jCF (t̄; γ) decae más lento mientras que las soluciones con ABC,

jABC(t̄; γ) decaen más rápido.

En la Figura 3.4 se puede apreciar el comportamiento de la densidad de corriente

j(t̄; γ) cuando se utilizan los tres operadores fraccionarios con diferentes valores de γ

tales que 0 < γ ≤ 1, y un campo eléctrico oscilatorio. En los casos: (a) Caputo, (b)

DCF y (c) ABC. Cuando γ = 1 la curva coincide con la solución ordinaria (3.8). Se

puede ver que cuando se utiliza el operador DCF, tienen un comportamiento exponen-

cial de decaimiento similar al modelo de orden entero. La DCF tiene limitaciones al

momento de caracterizar fenómenos de difusión anómala de naturaleza no exponencial
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Figura 3.2: Gráficas de las soluciones j(t̄; γ) usando diferentes operadores diferenciales
fraccionarios, 0 < γ ≤ 1 y un campo eléctrico constante E0.
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Figura 3.3: Gráficas de las soluciones j(t̄; γ) usando diferentes operadores diferenciales
fraccionarios,0 < γ ≤ 1 y un campo eléctrico E0δ(t̄).
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Figura 3.4: Gráficas de las soluciones j(t̄; γ) usando diferentes operadores diferenciales
fraccionarios, 0 < γ ≤ 1 y un campo eléctrico oscilatorio E0 cosωτ t̄.
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[98]. Por otro lado, usando la ABC, la solución dada está en términos de la función

ML, la cual interpola para valores de tiempo, entre los de tipo exponencial y los de

potencias negativas. Los de tipo exponencial con decaimiento rápido para tiempos

pequeños t→ 0, mientras que los de potencias negativas decaen de manera lenta. Las

diferencias se acentuán con respecto a la solución ordinaria conforme γ < 0.8. En las

0 1 2 3 4 5

t̄

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

j A
B
C
(t̄
;γ

)

jC
jCF

jABC

(a) γ = 1

0 1 2 3 4 5

t̄

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

j A
B
C
(t̄
;γ

)

jC
jCF

jABC

(b) γ = 0.96

0 1 2 3 4 5

t̄

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

j A
B
C
(t̄
;γ

)

jC
jCF

jABC

(c) γ = 0.92

0 1 2 3 4 5

t̄

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

j A
B
C
(t̄
;γ

)

jC
jCF

jABC

(d) γ = 0.80

Figura 3.5: Variación de la densidad de corriente j(t̄; γ) cuando se utiliza un campo
eléctrico constante E0, con las derivadas fraccionarias de Caputo, DCF y ABC, usando
valores espećıficos de γ.

Figuras 3.5, 3.6, y 3.7 se puede ver que cuando γ = 1, los resultados obtenidos usando

derivadas de Caputo, DCF y ABC son idénticas. Sin embargo, conforme γ < 0.8, las

diferencias se incrementan, esto se debe al kernel en la estructura de las definiciones

usadas de derivadas fraccionarias. Las diferencias entre los resultados obtenidos para

la densidad de corriente usando Caputo y ABC para lapsos pequeños de tiempo t̄→ 0

y para valores grandes de tiempo t̄→ ∞ es el término γ/2− γ.
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Figura 3.6: Variación de la densidad de corriente j(t̄; γ) cuando se utiliza un campo
eléctrico E0δ(t̄), con las derivadas fraccionarias de Caputo, DCF y ABC, usando
valores espećıficos de γ.
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Figura 3.7: Variación de la densidad de corriente j(t̄; γ) cuando se utiliza un campo
eléctrico oscilatorio E0 cosωτ t̄, con las derivadas fraccionarias de Caputo, DCF y
ABC, usando valores espećıficos de γ.
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Las gráficas en la Figura 3.8 representan las diferencias entre las funciones obte-

nidas con las derivadas fraccionarias DCF y ABC. Se puede ver nuevamente que las

diferencias se incrementan cuando γ < 0.8, también se puede ver que, para tiempos

grandes no hay diferencias notables entre la derivada de Caputo y ABC, debido a que

ambas dependen de la función ML.
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Figura 3.8: Las gráficas muestran las diferencias entre los operadores diferenciales
Caputo, DCF y ABC, para un campo eléctrico constante y algunos valores de γ.

3.2.3. Conclusiones

En este trabajo se realizó un análisis en el dominio del tiempo del modelo fraccio-

nario de Drude utilizando las derivadas DCF y la ABC. Para el estudio se consideraron
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tres campos eléctricos: uno constante, uno descrito por un impulso y otro tipo osci-

latorio. El análisis se hizo suponiendo valores de orden de derivada 0 < γ ≤ 1. Se

mostró que la densidad de corriente j(t) depende del tiempo, del orden de la deriva-

da fraccionaria y de la definición de derivada fraccionaria usada. Adicionalmente se

realizaron algunas comparaciones con el trabajo realizado previamente usando la deri-

vada de Caputo [92]. Se mostró que cuando se usan diferentes operadores fraccionarios

cambian los comportamientos cuando t̄→ 0 y cuando t̄→ ∞.

3.3. Circuitos eléctricos de orden fraccionario

En los últimos 3 años la derivada conformable (2.42) ha atráıdo la atención de

múltiples investigadores [113, 114], debido a que su aplicación es muy sencilla a dife-

rencia de otras definiciones de derivada fraccionaria. En la actualidad existen varias

aplicaciones prácticas que hacen uso de ella [115]-[118]. Con la motivación de encon-

trar nuevos modelos para describir fenómenos conocidos y algunos desconocidos, en

este proyecto se propone la aplicación de dicha derivada en los circuitos eléctricos RC,

LC y RLC para analizar su comportamiento. Se demuestra que el estado del circuito

depende no solo del tiempo, además vaŕıa con el orden de la derivada 0 < γ ≤ 1, esto

nos puede ayudar a ajustar curvas. En el caso particular cuando γ = 1, la solución

vuelve al caso ordinario.

Un circuito eléctrico RLC se compone de una resistencia R, un inductor L y un

capacitor C; que a su vez puede ser alimentado por una fuente de voltaje e(t). Se

consideran casos especiales, cuando falta el inductor, circuito RC o cuando falta la

resistencia, circuito LC. En la Figura (3.9) se muestra el diagrama de un circuito

RLC.
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e(t)

R

L

C

i(t)

Figura 3.9: Diagrama de un circuito eléctrico RLC.

3.3.1. Circuito RC fraccionario

La ecuación que describe el comportamiento de un circuito RC es

dV

dt
+

1

τ
V =

e(t)

τ
, (3.42)

donde V es el voltaje del capacitor, τ = RC es la constante de tiempo medida en

segundos y C es la capacitancia. Si consideramos constante el voltaje de la fuente

e(t) = e0, la solución es

V (t) = e0

{

1− exp

(

− t

τ

)

}

. (3.43)

Partiendo de una ecuación diferencial ordinaria se puede llegar a una ecuación dife-

rencial fraccionaria. Para realizar el proceso podemos tomar como base la ecuación

diferencial del circuito RC. Tradicionalmente se sustituye el operador entero por un

operador fraccionario. Esto es correcto desde el punto de vista puramente matemáti-

co, sin embargo, desde el punto de vista de f́ısica e ingenieŕıa, esto no es del todo

cierto, y se necesita hacer unas correcciones. En [99] se propone una forma sistemáti-

ca de construir ecuaciones diferenciales fraccionarias dimensionalmente consistentes,

tomando esto en cuenta en [100]-[107] es utilizado dicho sistema junto con la derivada

fraccionaria de Caputo. Se introducen los parámetros σt y σx con la dimensionalidad

apropiada como sigue

d

dt
=

1

σ1−γ
t

dγ

dtγ
,

d

dx
=

1

σ1−γ
x

dγ

dxγ
, (3.44)
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donde γ es un valor arbitrario que representa el orden de la derivada, 0 < γ ≤ 1.

El parámetro σt representa las componentes de tiempo del sistema, su dimensión es

dada en segundos [s], el parámetro σx tiene dimensiones de longitud [l] y representa

las componentes espaciales fraccionarias [99]. Entonces se puede expresar

d

dt
=

1

τ 1−γ

dγ

dtγ
. (3.45)

Si reemplazamos los operadores enteros por operadores fraccionarios de orden γ en la

ecuación (3.42), podemos expresar la ecuación de un circuito RC de orden fraccionario,

como
dγV

dtγ
+

1

τ γ
V =

e(t)

τ γ
, 0 < γ ≤ 1. (3.46)

La ecuación fraccionaria del circuito RC ha sido estudiada previamente por otros

autores utilizando los operadores diferenciales fraccionarios: Caputo [107]-[103], la

DCF [104, 105], y ABC [106].

3.3.2. Circuito RC con la derivada conformable

Si consideramos la relación (3.45) y usamos la definición de derivada conformable,

en particular la propiedad 6 del teorema,

dγ

dtγ
f(t) = t1−γ d

dt
f(t), (3.47)

aśı obtenemos
d

dt
f(t) =

1

τ 1−γ

dγ

dtγ
f(t) =

t1−γ

τ 1−γ

d

dt
f(t). (3.48)

Podemos decir que la expresión (3.48) es una transformada conformable fraccionaria.

Si reemplazamos (3.48) en (3.42) tenemos

dV

dt
+ atγ−1V = atγ−1e(t), 0 < γ ≤ 1, (3.49)

donde, a = 1/τ γ. La ecuación (3.49) es una ecuación diferencial “fraccionaria” con-

formable del circuito RC [108], que en realidad es una ecuación diferencial ordinaria
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lineal fraccionaria con coeficientes variables y de potencia no entera. Los coeficientes

variables son de orden fraccionario 0 < γ ≤ 1.

Si consideramos una fuente constante e(t) = e0, de la ecuación (3.49) tenemos

dV

dt
+ atγ−1V = btγ−1, (3.50)

donde a = 1/τ γ y b = e0/τ
γ. Considerando la condición inicial V (0) = 0, la solución

está dada por

Vconf (t; γ) = e0

{

1− exp
[

− 1

γ

( t

τ

)γ]}

, 0 < γ ≤ 1, (3.51)

podemos ver que para el caso ordinario cuando γ = 1, la ecuación (3.51) se redu-

ce a (3.43). La Figura 3.10 muestra la solución para el circuito RC con derivada

conformable y algunos valores de γ.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tiempo [s]

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

V
co
n
f
(t
;γ
)

γ = 1

γ = 0.98

γ = 0.9

γ = 0.85

γ = 0.8

γ = 0.7

γ = 0.5

γ = 0.2

3.4 3.5 3.6

0.996

0.997

0.998

0.999

Tiempo= 3.44

Figura 3.10: Simulación numérica de la ecuación (3.51) para algunos valores de γ en
el circuito RC con fuente constante.

Como se mencionó anteriormente, ya se hab́ıan hecho algunos trabajos para re-

solver el circuito RC con otras derivadas fraccionarias [107, 102]. En 3.52 se muestra

la solución del circuito RC utilizando la derivada de Caputo

Vcaputo(t; γ) = e0 [1− Eγ(−t̄γ)] , (3.52)
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CAPÍTULO 3. CASOS DE ESTUDIO

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tiempo [s]

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

V
co
n
f
(t
;γ
)

γ = 1

γ = 0.7

γ = 0.5

γ = 1

γ = 0.7

γ = 0.5

Conformable

Caputo

(a)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Tiempo [s]

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

V
co
n
f
(t
;γ
)
−
V
ca
p
u
to
(t
;γ
)

γ = 1

γ = 0.7

γ = 0.5

(b)

Figura 3.11: (a) Gráficas de las ecuaciones (3.43), (3.51) y (3.52) para algunos valores
de γ: 1, 0.7 y 0.5. en (b) se muestra la gráfica de la diferencia entre la solución con
derivada conformable y Caputo del circuito RC para los mismos valores de γ.

donde t̄ = t/τ y Eγ(·) es la función ML y 0 < γ ≤ 1.

En la Figura 3.11 (a) se muestran juntas las gráficas de las soluciones del circuito

RC conformable, usando la solución ordinaria, la solución con derivada conformable

y la solución con Caputo. En la Figura 3.11 (b) se puede observar la diferencia entre

ambas soluciones fraccionarias. De ambas gráficas se puede ver que aproximadamente

en t = 0.55 s se genera la mayor diferencia, despues disminuye lentamente. Se puede

ver que esa diferencia es mayor conforme γ < 1.

En el caso de una fuente oscilatoria e(t) = e0 cosωt, donde ω es la frecuencia

angular, de (3.49) tenemos la ecuación diferencial fraccionaria conformable de orden

γ
dV

dt
+ atγ−1V = btγ−1 cosωt, 0 < γ ≤ 1, (3.53)

Donde a = 1/τ γ y b = e0/τ
γ. Esta es una ecuación diferencial lineal no homogénea con

coeficiente variable de orden γ. La simulación numérica de la Figura 3.12 se muestra

en la gráfica para diferentes valores de γ.
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Figura 3.12: Gáfica de la solución del circuito RC con una fuente externa oscilatoria,
con 0 < γ ≤ 1.

En las Figuras 3.10-3.12 se puede ver que para un tiempo menor a un τc, las curvas

correspondientes a valores de γ están por encima de la curva ordinaria con γ = 1, y

para tiempos mayores a τc las curvas están por debajo de la solución ordinaria. En

este caso τc = 1.4040 s para un circuito con fuente constante y τc = 1.6315 s para una

fuente oscilatoria.

3.3.3. Circuito LC con derivada conformable

Considere un circuito eléctrico LC. Si el capacitor se encuentra inicialmente carga-

do y el interruptor es cerrado entonces, la corriente del circuito y la carga del capacitor

oscilan entre valores positivos y negativos. La variación de la carga del capacitor con

respecto al tiempo se describe por medio de una ecuación diferencial homogénea de

segundo orden

d2q

dt2
+

1

LC
q(t) = 0, (3.54)
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y su solución ordinaria, en terminos de la carga q es

q(t) = q0 cosω0t, (3.55)

donde ω2
0 = 1/LC es la frecuencia del circuito y q0 es la carga inicial del capacitor en

t = 0. Usando la expresión (3.48), se puede

d2

dt2
= ω

2(1−γ)
0

d2γ

dt2γ
= ω

2(1−γ)
0 t2(1−γ) d

2

dt2
. (3.56)

Tomando en cuenta esta relación, se obtiene para (3.54) su correspondiente ecuación

diferencial conformable.
d2q

dt2
+ ω2γ

0 t
2(γ−1)q(t) = 0. (3.57)

Las soluciones numéricas son graficadas en la Figura 3.13.
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Figura 3.13: Gráficas correspondientes a la ecuación 3.57 para diferentes valores de γ.
En (a) y en (b) se observa que cuando γ < 1, las amplitudes crecen, además tienen
un cambio de fase con respecto a la solución ordinaria.

En el caso de una fuente harmónica con frecuencia angular ω, tenemos su corres-

pondiente ecuación diferencial conformable

d2q

dt2
+ ω2γ

0 t
2(γ−1)q(t) = ω

2(γ−1)
0 t2(γ−1)e0 cosωt. (3.58)
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La simulación numérica es graficada en la Figura 3.14 para diferentes valores de γ. Los

valores tomados para voltaje, inductancia, capacitancia y frecuencia son: e0 = 50V ,

L = 10µH, C = 47µF y f = 60Hz, respectivamente. En las Figuras 3.13 y 3.14 se
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Figura 3.14: Gráficas correspondientes a la ecuación (3.58) para el circuito LC con
fuente externa oscilante, para algunos valores de γ. En (a) y (b) se puede observar
el que el comportamiento es similar al caso sin fuente externa pero la amplitud es
mayor.

observa que cuando γ < 1 las amplitudes crecen y las ondas tienen un desplazamiento

con respecto a la onda ordinaria γ = 1. Estos desplazamientos pueden describir el

comportamiento del circuito resonante LC con algunas perturbaciones, que no son

consideradas en las ecuaciones (3.57) y (3.58), cuando γ = 1.

3.3.4. Circuito RLC con derivada conformable

Si consideramos un circuito RLC sin fuente de voltaje externa, tenemos una ecua-

ción diferencial conformable de segundo orden

d2q

dt2
+ 2ζωγ

0 t
γ−1dq

dt
+ ω2γ

0 t
2(γ−1)q = 0, (3.59)
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donde ζ es el factor de amortiguamiento y se define por ζ = R
2

√

C
L
. El valor de este

factor de amortiguamiento determina el tipo de transitorio que exhibe el circuito. Para

ζ = 0 tenemos un circuito sin amortiguamiento (3.57); si ζ < 1 tenemos un sistema

subamortiguado, Figura 3.15 (a); si ζ = 1 es sistema es criticamente amortiguado

Figura (b); finalmente, cuando ζ > 1 tenemos un sistema sobreamortiguado Figura

(c). La solución se obtiene de manera numérica utilizando la función de Matlab ode

En las gráficas de la Figura 3.15 se puede observar que, para cada valor de ζ se

tiene un conjunto de estados debidos al valor de 0 < γ ≤ 1, esto no sucede en el caso

ordinario, sin embargo, en el caso de los sistemas fraccionarios este comportamiento es

normal. Finalmente, para el circuito RLC con una fuente externa, se tiene la ecuación

d2q

dt2
+ 2ζωγ

0 t
γ−1dq

dt
+ ω2γ

0 t
2(γ−1)q = e0ω

2(γ−1)
0 t2(γ−1) cosωt. (3.60)

usando nuevamente la función ode de Matlab se obtiene la solución de manera

numérica del circuito RLC con una fuente externa. La gráfica correspondiente a la

ecuación (3.60), para diferentes valores de γ se muestra en la Figura 3.16. Los valores

tomados para voltaje, resistencia, inductancia capacitancia y frecuencia son: e0 = 1V ,

R = 1kΩ, L = 10µ, C = 47µF y f = 60Hz, respectivamente y las condiciones iniciales

son: q(0) = 0Coulombs y q′(0) = 4 · 10−3Coulombs.

La aplicación de la derivada conformable a los modelos de circuitos eléctricos

en este trabajo predice comportamientos que pudieran ser atribuidos a heterogenei-

dades [99]-[106], los cuales pueden ser causados por rasgos no conservativos en los

componentes que involucran efectos irreversibles disipativos, tales como fricción oh-

mica, memoria térmica y no linealidades, como consecuencia de los campos eléctrico

y magnético. Estos efectos disipativos no son considerados en los modelos estándar,

pero es importante tomarlos en cuenta [106]. El parámetro γ nos da información de

la propiedades intŕınsecas del sistema. Se puede observar que para γ < 1, el sistema

se estabiliza en un tiempo ligeramente largo. La solución numérica de las ecuacio-

nes diferenciales conformables (3.49, 3.57, 3.58, 3.59 y 3.60) son resueltas por medio
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Figura 3.15: Gráficas correspondientes a la solución de la ecuación diferencial confor-
mable del circuito RLC sin fuente externa (3.59), para algunos valores de γ. En (a)
se muestra que si 0 < ζ < 1 el sistema muestra un comportamiento oscilatorio su-
bamortiguado. En (b) si ζ = 1 el sistema es cŕıticamente amortiguado. En (c) cuando
ζ > 1, es un sistema sobreamortiguado y la función decrece de manera exponencial.
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Figura 3.16: Gráficas correspondientes a la solución del circuito RLC con fuente exter-
nas oscilante 3.60), para algunos valores de γ. (a) un sistema subamortiguado ζ < 1.
(b) para ζ = 1 un sistema cŕıticamente amortiguado. (c) circuito sobre amortiguado.
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de Matlab, utilizando la función ode [106]. Esta función tiene una implementación

numérica del método de Runge-Kutta con tiempo variable [119].

3.3.5. Conclusiones

En este trabajo se resolvieron las ecuaciones diferenciales de los circuitos RC,

LC y RLC, utilizando el método propuesto en [99] para obtener la correspondiente

ecuación diferencial fraccionaria. Después se aplicó la transformación de la ecuación

fraccionaria, una nueva clase de ecuación diferencial ordinaria con coeficientes de

potencias no enteras del circuito eléctrico correspondiente. La soluciones obtenidas

de los modelos de los circuitos son graficadas. En el caso de la solución del circuito RC

con la derivada conformable se hizo una comparación con la solución con la derivada

de Caputo. Se mostró que al igual que las soluciones encontradas con la derivada

de Caputo y con otros operadores, la solución fraccionaria encontrada depende del

tiempo t y el orden de derivada 0 < γ ≤ 1 y que en el caso particular cuando γ = 1

se regresa a la solución ordinaria de los circuitos eléctricos.

3.4. Realzado de vasos sangúıneos

Los angiogramas son radiograf́ıas tomadas de los vasos sangúıneos, por medio de

un catéter y un ĺıquido de contraste que es introducido al torrente sangúıneo. Algunos

ejemplos de angiogramas son: angiogramas de abdominal, angiogramas de aórtica,

angiogramas de coronaria, angiogramas cerebrales, etc. Por otro lado, la evolución

de la tecnoloǵıa ha catapultado el desarrollo de sistemas de diagnóstico por medio

de segmentación automática de tejidos, Computer Assisted Diagnosis (CAD). Por

ejemplo, la segmentación automática de coronarias juega un rol muy importante en
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el diagnóstico y tratamiento de enfermedades cardiovasculares [121]. Sin embargo, las

imágenes obtenidas de los angiogramas presentan problemas en su calidad, como son:

no uniformidad de iluminación o bajo contraste. Por esta razón, para un proceso de

diagnóstico automático, se necesita una etapa de realzado de vasos sangúıneos. Se han

propuesto varios métodos para resolver este problema, algunos utilizan operaciones

morfológicas para encontrar formas de arterias [122]-[125]; otros métodos utilizan

rasgos de la matriz Hessiana [126]-[132]. En [121] se propone un método de segmen-

tación automática de arterias de coronaria. Este método consiste en dos etapas: en la

primera son detectadas las estructuras de vasos sangúıneos utilizando los eigenvalores

de la matriz Hessiana. Después en la segunda etapa, la magnitud de la respuesta

de la medida de vesselness 1 es segmentada por un algoritmo de umbralización

evolucionario, utilizando un método de optimización de sumas de pesos multiobjetivo.

Por otro lado, en años recientes el CF ha sido utilizado en procesamiento de

imágenes y en tareas de visión como son: detección de bordes [133]-[135] y realzado

de texturas [136, 137]. Estos algoritmos usan las propiedades de las derivadas

fraccionarias para mejorar el desempeño de los operadores gradiente y laplaciano,

descartando falsos bordes o mejorando la detección de bordes finos [133]. Motivado

por el éxito obtenido por otros autores en la aplicación del CF en procesamiento

de imágenes, en este trabajo se propone una variación del algoritmo de Frangi

para realzado de vasos sangúıneos. Esta variación consiste en la utilización de una

matriz Hessiana de orden fraccionario y sus propiedades para el mejoramiento de la

detección de vasos sangúıneos en angiogramas de coronarias.

La variación de la matriz Hessiana se hace utilizando la derivada GL (2.26), debido

a su fácil implementación en un algoritmo computacional. El orden fraccionario de la

derivada es probado en el intervalo [2, 3) y los angiogramas usados en este trabajo son

parte de una base de 100 angiogramas de coronarias. Cada imagen tiene un tamaño de

1Condición de ser clasificado como vaso sangúıneo.
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300×300, para cada angiograma fue trazado su correspondiente imagen ground-truth

2, que fue delineado por un especialista y la aprobación ética fue otorgada por el IMSS

UMAE T1 León. La evaluación del desempeño del algoritmo se realiza calculando

el área bajo la curva Receiver Operating Characteristic (ROC). Los resultados son

comparados con los obtenidos con el método tradicional de Frangi.

3.4.1. Algoritmo de Frangi

Las arterias de coronarias en los angiogramas pueden ser descritas como estruc-

turas tubulares con iluminación no uniforme, diferentes diámetros y diversas orien-

taciones [6]. EL algoritmo de Frangi emplea las propiedades de los eigenvalores de

la matriz Hessiana, la cual es calculada para ṕıxel de la imagen del angiograma. La

matriz Hessiana se define como

H =

[

Ixx(x, y) Ixy(x, y)

Iyx(x, y) Iyy(x, y)

]

, (3.61)

donde los elementos de la matriz son las segundas derivadas locales de la imagen y

son calculadas por

Ixx = ∂2I
∂x2 = I(x, y) ∗ σ2Gxx,

Ixy = ∂2I
∂y∂x

= I(x, y) ∗ σ2Gxy,

Iyx = ∂2I
∂x∂y

= I(x, y) ∗ σ2Gyx,

Iyy = ∂2I
∂y2

= I(x, y) ∗ σ2Gyy.

(3.62)

Las segundas derivadas son obtenidas con la operación de convolución, representada

por el śımbolo ∗, entre la imagen I(x, y) y la correspondiente derivada parcial de la

2Imagen delineada por un experto, utilizada como referencia.
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función Gaussiana G(x, y)

G(x, y) =
1√
2πσ

e
−

[

x2+y2

2σ2

]

(3.63)

Como la matriz Hessiana es simétrica, el eigenvalor grande λ1 y el pequeño λ2 son

calculados con

α =
√

(Ixx − Iyy)
2 + 4I2xy (3.64)

λ1 =
Ixx + Iyy + α

2
(3.65)

λ2 =
Ixx + Iyy − α

2
(3.66)

Entonces la medida de vesselness está dada por

VF =











exp
(

− R2
β

2β2

) [

1− exp
(

− s2

2γ2

)]

si (λ1, λ2 < 0)

0 en otro caso
, (3.67)

en este caso Rβ = λ1/λ2, s =
√

λ21 + λ22, β = 0.5 y γ se define como la mitad del

máximo valor de s. La imagen final resultante se obtiene seleccionando el valor de

vesselness más alto para cada ṕıxel, elegido entre los valores obtenidos utilizando

diferentes escalas de σ para cada ṕıxel. Se comienza con un σ0, y se termina en un

σf , utilizando incrementos de σp.

3.4.2. Hessiana de orden fraccionario

El método propuesto consiste en modificar la matriz Hessiana. En este caso los

elementos de la Hessiana son sustituidos por derivadas parciales de orden, (n+ϕ) de

la imagen I(x, y), donde 0 ≤ ϕ < 1, entonces con n = 2 la Hessiana de orden (2 + ϕ)

es expresada como

H2+ϕ =

[

∂2+ϕI
∂x2+ϕ

∂2+ϕI
∂x1+ϕ∂y

∂2+ϕI
∂y∂x1+ϕ

∂2+ϕI
∂y2+ϕ

]

, (3.68)
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en este caso, los elementos de la matriz Hessiana fraccionaria son obtenidos con la

convolución de la imagen I(x, y) con la (2 + ϕ)-derivada de la función Gaussiana

G(x, y) de manera similar al caso ordinario.

∂2+ϕI

∂x2+ϕ
= I(x, y) ∗ σ2Dϕ

xGxx,

∂2+ϕI

∂x1+ϕ∂y
= I(x, y) ∗ σ2Dϕ

xGxy,

∂2+ϕI

∂y∂x1+ϕ
= I(x, y) ∗ σ2Dϕ

xGyx,

∂2+ϕI

∂y2+ϕ
= I(x, y) ∗ σ2Dϕ

yGyy.

(3.69)

Una vez que se encuentra el valor de la nueva Hessiana, se calculan los eigenvalores y

se encuentra la imagen encontrando los mejores valores de vesselness, recorriendo las

diferentes escalas de σ para cada ṕıxel, como en el método convencional. Si ϕ = 0 la

Hessiana fraccionaria se convierte en la Hessiana tradicional y el algoritmo vuelve a

ser el de Frangi.

3.4.3. Resultados

Para la realización de los experimentos fue implementado el algoritmo en una

computadora personal con procesador AMD A-9 A 3.00 Hz y 12 GB RAM, con

plataforma Matlab. La comparación se hizo manteniendo constantes los parámetros:

tamaño del paso σp, valor inicial σ0 y valor final σf . Adicionalmente, se aplicó la

derivada GL a la función Gaussiana con valores de derivada 2 + ϕ, donde 0 ≤ ϕ < 1.

La evaluación se hizo calculando el área bajo la curva ROC. Se hizo variar el valor de

ϕ, mientras se mantuvieron constantes los parámetros σp = 0.5, σ0 = 1.0, σf = 14.

La Tabla 3.4.3 muestra los valores del área bajo la curva ROC obtenidos, cuando se

aplica el algoritmo fraccionario en algunos angiogramas. En la primera columna se
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ϕ Ang. 1 Ang. 2 Ang. 3 Ang. 4 Promedio Porcentaje %
0.00 0.9593 0.9536 0.9477 0.9686 0.9573 0.000
0.01 0.9609 0.9558 0.9485 0.9693 0.9586 0.138
0.02 0.9629 0.9584 0.9483 0.9700 0.9599 0.272
0.08 0.9707 0.9665 0.9481 0.9723 0.9644 0.742
0.09 0.9717 0.9667 0.9483 0.9724 0.9648 0.781
0.10 0.9726 0.9666 0.9484 0.9724 0.9650 0.804
0.11 0.9731 0.9670 0.9482 0.9723 0.9651 0.820
0.12 0.9734 0.9673 0.9481 0.9721 0.9652 0.828
0.13 0.9736 0.9673 0.9478 0.9718 0.9651 0.817
0.14 0.9736 0.9671 0.9475 0.9715 0.9649 0.797
0.15 0.9734 0.9670 0.9471 0.9711 0.9646 0.768

Tabla 3.1: Resultados del área bajo la curva ROC, usando ordenes de derivación
fraccionaria ϕ, aplicada a algunos angiogramas.

muestra el valor fraccionario que se adiciona al orden de derivación, 0 ≤ ϕ < 0. Las

siguientes cuatro columnas tienen los valores obtenidos de área para cada angiograma

a cada valor de ϕ, la quinta columna es el valor promedio de área de los 4 angiogramas

para cada valor de ϕ, la sexta columna representa el porcentaje de mejoŕıa para cada

valor de ϕ con respecto al algoritmo convencional (cuando ϕ = 0). Por otra parte, las

Figuras 3.17 (a) y (b) muestran un angiograma original y su correspondiente imagen

ground-truth delineada por un experto 3.17 (b) y (d).

Las Figuras 3.18 (a) y (c) muestran como resultado las imágenes de vasos san-

gúıneos detectados despues de aplicar el algoritmo de Frangi y su correspondientes

curvas ROC (b) y (d). Mientras que las Figuras (c) y (d) muestran el resultado de

aplicar el algoritmo para valores ϕ > 0 y su correspondiente curva ROC, en especial

ϕ = 0.05. La Figura 3.19 muestra las gráficas de las curvas ROC usando valores de

ϕ = 0, 0.05, 0.130, y 0.15. y los valores de área calculados para cada caso. Con los

datos en la Tabla 3.4.3 y los valores de área de la curva ROC, se puede observar

que el valor del área incrementa cuando 0 < ϕ < 0.15, sin embargo, decrece cuando
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 3.17: Angiogramas originales y su correspondiente imagen ground-truth.
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(a) ϕ = 0 (b) ϕ = 0.05

(c) ϕ = 0.13 (d) ϕ = 0.15

Figura 3.18: Imágenes resultantes de realzado de vasos sangúıneos usando la matriz
Hessiana fraccionaria de orden ϕ ≥ 0. Cuando ϕ = 0 se obtiene la solución ordinaria
(a).
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(a) Curva ROC para ϕ = 0
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(b) Curva ROC para ϕ = 0.05
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(c) Curva ROC para ϕ = 0.13
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(d) Curva ROC para ϕ = 0.15

Figura 3.19: Gráficas de las Curvas ROC para diferentes valores de ϕ y las áreas
encontradas.
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ϕ ≥ 0.15. Además se puede ver por inspección visual que a medida que ϕ está en

0 < ϕ < 0.15, se pueden distinguir más rasgos y detalles de los vasos sangúıneos.

3.4.4. Conclusiones

En este trabajo se implementó un sistema para realzado de angiogramas de co-

ronarias, basado en la obtención de derivadas fraccionarias, utilizando la derivada

fraccionaria GL. Se realizaron muchas pruebas a un pequeño conjunto de angiogra-

mas manteniendo constantes los parámetros de σ y variando la derivada fraccionaria

ϕ. Los resultados muestran que, a pesar de utilizar un conjunto pequeño de angiogra-

mas, existe mejoŕıa en los valores de área de la curva ROC, Cuando se utilizan valores

de derivada en 0 < ϕ < 0.15, en cambio los valores de área decrecen si ϕ > 0.15. Esta

mejora en el realzado de angiogramas puede ayudar a obtener mejores resultados en

los algoritmos de segmentación automática.
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Conclusiones y perspectivas

Lo que realmente embellece al desierto

–dijo el principito–

es el pozo que se oculta en algún sitio . . .

El principito

Antoine de Saint-Exupéry

Conclusiones

Desde su descubrimiento en el siglo XVII hasta la actualidad, el cálculo fracciona-

rio ha evolucionado de manera significativa. Comenzando con las primeras fórmulas

que rompieron el paradigma de la derivación de orden entero, hasta los operadores

fraccionarios propuestos en los últimos años. Sin embargo, el cambio más significativo

se dio a partir de los años 70’s, cuando, gracias a la derivada fraccionaria propuesta

por M. Caputo se pudo prescindir de las condiciones iniciales de orden no entero que

aparećıan al resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias y cuya interpretación f́ısica

era dif́ıcil. Aśı, esta nueva definición y las que han aparecido últimamente se están
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aplicando a prácticamente a todos los campos de conocimiento.

Se propusieron modelos fraccionarios de Drude utilizando los operadores DCF y

ABC, además, se consideraron los casos en los que los electrones son estimulados por:

un campo eléctrico constante, un campo descrito por un pulso y por un campo tipo

oscilatorio. Se encontró que la densidad de corriente depende del tiempo, del campo

eléctrico utilizado y también del orden de la derivada fraccionaria γ, donde 0 < γ ≤ 1.

Cuando γ = 1 se regresa a las soluciones ordinarias en todos los casos. Se mostró

que cuando se usan diferentes operadores fraccionarios cambian los comportamientos

cuando t̄→ 0 y cuando t̄→ ∞.

Se propusieron modelos fraccionarios para los circuitos eléctricos RC, RL y RLC,

utilizando la derivada fraccionaria conformable. Al simplificar las ecuaciones dife-

renciales fraccionarias conformables se obtuvieron ecuaciones diferenciales ordinarias

lineales con coeficientes variables de potencias no enteras. Las soluciones obtenidas de

los modelos de los circuitos son graficadas. En el caso de la solución del circuito RC

con la derivada conformable se hizo una comparación con la solución con la derivada

de Caputo. Se mostró que al igual que las soluciones encontradas con la derivada

de Caputo y con otros operadores, la solución fraccionaria encontrada depende del

tiempo t y el orden de derivada 0 < γ ≤ 1 y que en el caso particular cuando γ = 1

se regresa a la solución ordinaria de los circuitos eléctricos.

Con el fin de ayudar en el mejoramiento de angiogramas para tareas de segmen-

tación automática de vasos sangúıneos se implementó un sistema para realzado de

angiogramas de coronarias basado en la obtención de una matriz Hessiana de orden

fraccionario

2 + ϕ utilizando la derivada fraccionaria GL. Se realizaron pruebas a un pequeño

conjunto de angiogramas, manteniendo constantes los parámetros de σ y variando la
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derivada fraccionaria ϕ. Los resultados muestran que, a pesar de utilizar un conjunto

pequeño de angiogramas, existe evidencia de mejoŕıa en los valores de área bajo de

la curva ROC, cuando se utilizan valores de derivada en 0 < ϕ < 0.15, en cambio

los valores de área decrecen ϕ > 0.15. Esta modificación ayuda a obtener mejores

resultados en los algoritmos de segmentación automática.

Perspectivas

A medida que se van descubriendo nuevos operadores, los modelos fraccionarios se

pueden probar con las nuevas definiciones que van surgiendo. Además, otro aspecto a

tomar en cuenta es la posibilidad de comparar datos experimentales con las soluciones

propuestas. En este sentido se muestran los posibles trabajos a futuro:

Análisis del modelo de Drude con la derivada fraccionaria conformable.

Análisis experimental del modelo de Drude y la comparación con modelos

fraccionarios.

Análisis en frecuencia del modelo de Drude con operadores sin kernel regular.

Análisis de modelos fraccionarios de semiconductores.

Análisis experimental de modelos fraccionarios.

Análisis experimental de circuitos eléctricos y la comparación con el modelo

fraccionario conformable.

Solución anaĺıtica de la matriz Hessiana fraccionaria y su aplicación a realzado

de angiogramas.

Modificación del algoritmo de Salem para realzado de angiogramas [127].

Detección de bordes usando máscaras con la derivada Caputo-Fabrizio.

Diseño de filtros para procesamiento de señales por medio de derivadas de orden

fraccionario.
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Fractional drude model of electrons in a metal
M. Guı́a, J.J. Rosales, L. Martı́nez, and J.A. Álvarez
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In the present work we analyse the behaviour of electrons in a metal placed into uniform electric field, , from its fractional differential
equation. We show that the velocity and the current density of the electrons not only depend on the time , but also on the order of the
fractional differential equation , the Drude model is a particular case. This fact could have interesting consequences in the study of
electrical properties of metals.

Keywords: Fractional derivative; drude model; Mittag-Leffler function.

PACS: 45.10.Hj; 45.20.D; 66.70.Df

1. Introduction

Fractional calculus (FC) is the generalization of the ordinary
integer calculus that deals with operators having non-integer
order: fractional derivatives and fractional integrals [1-4].
The FC provide an excellent instrument for the description
of memory and hereditary properties of various materials and
processes [5-9];. This is the main advantage of FC in com-
parison with ordinary integer calculus, in which such effects
are in fact neglected. In the last few decades the FC and frac-
tional differential equations have found applications in sci-
ence and various engineering disciplines [10-13].

Recently, at the work [14] it was shown that the fractional
order Gompertz model of order produced a better fit to
experimental dataset than the well-known Gompertz model.
On the other hand, at [15] charging and discharging processes
of different capacitors in electrical RC circuit has been con-
sidered theoretically and experimentally. It was shown that,
the measured experimental results could be exactly obtained
within the fractional calculus approach for the order 0.998.

In the present work we analyse the behaviour of electrons
in a metal placed into uniform electric field from its fractional
differential equation. We show that its behavior depends on
the fractional order of the differential equation and its solu-
tions are given by the Mittag-Leffler function. We consider
here both DC and AC electric field.

2. Basic Concepts of Fractional Calculus

In this work we use the Caputo fractional derivative defined
as [2]

(1)

where denotes the Euler Gamma function,
and , where is the

fractional order derivative. In this definition is an or-
dinary derivative. The Laplace transform of the Caputo’s
fractional derivative has the form [2]

(2)

The classical Mittag-Leffler function is a complex function
depending on a complex parameter and was defined and stud-
ied by Mittag-Leffler [16-18], as

(3)

This function is a generalization of the exponential function
since for we have . The generalization of the func-
tion (3) is given by

(4)

Note that . This generalization was studied
by Wiman [19]. The Laplace transform of the function

is given by

(5)

Consequently, the inverse Laplace transform is

(6)

Some useful here Laplace transform are [2]

(7)
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[41] O.J.J. Algahtani. Comparing the Atangana-Baleanu and Caputo-Fabrizio deri-

vative with fractional order: Allen Cahn model. Chaos, Solitons and Fractals. 89,

552-559, 2016.

[42] R. Khalil, M.Al. Horani, A. Yousef, and M. Sababheh. A new definition of frac-

tional derivative. J. Comp. Appl. Math. 264, 65-70, 2014.

[43] A. Atangana. Derivative With a New Parameter: Theory, and Applications. El-

sevier, London UK, 2016.

[44] V.E. Tarasov. Local Fractional Derivatives of Differentiable Functions are

Integer-order Derivatives or Zero. Int. J. of App. and Com. Maths., 2(2), 1-9,

2016.

[45] M.D. Ortigueira, and J.T. Machado. A critical analysis of the Caputo-Fabrizio

operator. Commun Nonlinear Sci Numer Simulat, 59, 608-61, 2018.

[46] V.E. Tarasov. No nonlocality. No fractional derivative, Commun Nonlinear Sci

Numer Simulat, 62, 157-163, 2018.

[47] A. Atangana, and A. Secer. A note on fractional order derivatives and table of

fractional derivatives of some special functions. Abstract and Applied Analysis

2013, Article ID: 279681, 2013.

[48] K. Sau Fa, A falling body problem through the air in view of the fractional deri-

vative approach, Physica A, 350, 199-206, 2005.

[49] A. Ebaid. Analysis of projectile motion in view of fractional calculus, Appl. Math.

Modelling, 35, 1231-1239, 2011.
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Fraga, and R. Guzmán-Cabrera, Fractional Mechanical Oscillator, Rev. Mex. F́ıs.,

58, 348, 2012.

73



BIBLIOGRAFÍA
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[83] S. Larnier, and R. Mecca. Fractional-order diffusion for image reconstruction,

2012 IEEE International Conference on Acoustics, Speech and Signal Processing

(ICASSP), 25-30 March 2012, IEEE, Kyoto Japan, 2012.

[84] A.C. Sparavigna, and P. Milligan, Using fractional differentiation in astronomy,

2009, arXiv:0910.4243v2.

[85] A.C. Sparavigna, Fractional differentiation based image processing, Computer

Vision and Pattern Recognition, 2009, arXiv:0910.2381v4.

[86] Y. Pu, J. Zhou, and X. Yuan, Fractional Differential Mask: A Fractional

Differential-Based Approach for Multiscale Texture Enhancement, IEEE Tran. on

I. Pro., 19 (2), 491-511, 2010.

[87] A. Melbourne, N. Cahill, C. Tanner, M. Modat, D. J. Hawkes, and S. Ourselin.

Using fractional gradient information in non-rigid image registration: application

to breast MRI, Medical Imaging 2012: Image Processing, Proc. of SPIE Vol. 8314

83141Z, 1-10, 2012.

[88] P. Drude, Zur elektronentheorie der metalle, Ann. der Physik, 306(3), 466-613,

1900.

[89] P. Drude, Zur elektronentheorie der metalle; II. Teil. galvanomagnetische und

thermomagnetische effecte, Ann. der Physik, 308(11), 369-402, 1900.
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[101] M. Gúıa, F. Gómez, and J. Rosales. Analysis on the time and frequency domain

for the RC electric circuit of fractional order. Centr. Eur. J. Phys. 11 (10), 1366-

1371, 2013.

[102] H. Ertik, A.E. Calik, H. Sirin, M. Sen, B. Öder. Investigation of electrical RC
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