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Resumen 
  
En este trabajo se investiga un sistema físico simple. Analizamos el circuito RC desde el punto de vista 
del cálculo fraccionario, haciendo uso y comparando las derivadas fraccionarias de Caputo y Caputo-
Fabrizio. Las dos definiciones de derivadas fraccionarias coinciden en el límite ordinario, 𝛾𝛾 = 1.  

Abstract  
  
In this work, the research of a simple physical system is presented. We analyze the RC circuit from the 
point of view of the fractional calculus. We use and compare the Caputo and the Caputo-Fabrizio 
fractional derivatives. The two definitions coincide in the ordinary limit 𝛾𝛾 = 1. 
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INTRODUCCIÓN  

Durante los últimos 30 años, el cálculo de orden 
arbitrario (mejor conocido en la literatura como 
cálculo de orden fraccionario) se ha desarrollado 
de manera impresionante. [1,2]  

El nacimiento del cálculo de orden arbitrario o 
fraccionario tuvo lugar después de la publicación, 
en 1675, de un documento de G. W. Leibniz, 
donde aparecía el símbolo 𝑑𝑑𝑛𝑛𝑦𝑦/𝑑𝑑𝑑𝑑𝑛𝑛, el cual se 
refiere a la derivada de orden n de la función y 
respecto de x, donde n es un número natural. [1] 

La herramienta matemática conocida como cálculo 
fraccionario permite la derivación e integración de 
una función usando cualquier orden: racional, real 
o imaginario. Dentro del campo de las 
matemáticas podemos encontrar varios ejemplos 
de extensión del significado, como puede ser el 
paso de los números reales a los números 
complejos, o la generalización del cálculo del 
factorial de un número entero al cálculo del 
factorial de un número complejo mediante la 
utilización de la función gamma de Euler Г(𝑧𝑧). 
Aunque Leibniz y L´Hôspital discutieron la 
posibilidad de que la n -ésima derivada podría ser 
fracción y no necesariamente un entero alrededor 
del año 1965, esta rama del análisis matemático 
se desarrolló plenamente a principios del siglo XIX 
por Liouville, Riemann, Letnikov, entre otros. [3]   

El reciente interés del cálculo fraccional y, en 
particular, en las ecuaciones diferenciales 
fraccionarias es estimulado por las aplicaciones en 
diversas áreas de la física, la química y la 
ingeniería. Sin embargo, la derivación de estas 
ecuaciones de algunas leyes fundamentales no es 
un asunto fácil.  El operador fraccionario refleja 
procesos de disipación intrínsecas que son lo 
suficientemente complicadas en la naturaleza. Su 
relación teórica con el cálculo fraccional aún no se 
determina por completo. [4] Es por ello que resulta 
muy interesante el análisis de un sistema físico 
simple y llegar a comprender su comportamiento 
haciendo uso de la ecuación fraccionaria.  

En el presente trabajo de investigación se 
analizará un sistema físico simple, llamado circuito 
eléctrico RC, por medio de 2 definiciones de orden 
arbitrario. Existen diferentes definiciones de las 
derivadas e integrales de orden arbitrario o 
fraccionario, 2 definiciones fueron elegidas, las 
cuales son empleadas para la solución de 

problemas físicos, la derivada fraccionaria de 
Caputo y recientemente la derivada fraccionaria de 
Caputo-Fabrizio. Se analizaron los resultados 
obtenidos mediante éstas definiciones y se obtuvo 
una pequeña diferencia en el comportamiento del 
sistema. Las dos definiciones coinciden en el caso 
límite 𝛾𝛾 = 1. 

MATERIALES Y MÉTODOS 

Un circuito RC que será analizado mediante las 
derivadas fraccionarias de Caputo y de Caputo-
Fabrizio. Para esto, definamos la 

• Derivada fraccionaria de Caputo: 

Dt
γf(t) =

1
Г(n − γ)�

fm(τ)
(t − τ)γ−m+1  dt 

t

0
   (1) 

Donde n= 1,2, ∈ N, Г es la función gamma 
y n − 1 < γ ≤ n. Una de las grandes 
ventajas de la derivada fraccionaria de 
Caputo es que en las condiciones iniciales 
tiene derivadas ordinarias a diferencia de 
otras definiciones, donde son 
fraccionarias. La transformada de Laplace 
de la derivada fraccionaria de Caputo, se 
define como; 

L�Dt
γf(t)� =  

SγF(s) −  ∑ sγ−k−1fk(0)m−1
k=0 .                    (2) 

 

Esta es una generalización natural que 
corresponde a la fórmula bien conocida 
como la transformada de Laplace de 
(f)n(t) donde γ = n, y puede ser usada 
para resolver ecuaciones diferenciales 
fraccionarias con condiciones iniciales. 

• Derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio: 

𝒟𝒟t
(α)𝑓𝑓(𝑡𝑡) 

=
M(α)

Г(1 − α)� f(τ) exp �−
α(t − τ)

1 − α
�

t

a
 dt      (3) 

 

Donde M(α) es una función de 
normalización de tal forma que M(0) =
M(1) = 1. De acuerdo con la definición (3), 
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la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio 
es cero cuando f(t) es constante.  

 

• La transformada de Laplace de la derivada 
de Caputo-Fabrizio es: 

𝐿𝐿𝐿𝐿�𝒟𝒟t
(α)� =  1

(1−𝛼𝛼)
 𝐿𝐿𝐿𝐿�𝑓𝑓(𝑡𝑡)�𝐿𝐿𝐿𝐿 �𝑒𝑒𝑑𝑑𝑒𝑒 − 𝛼𝛼𝛼𝛼

1−𝛼𝛼
� =

 
�𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠�𝐹𝐹(𝑠𝑠)�−𝑠𝑠𝑠𝑠(0)−𝑠𝑠´(0)�

𝑠𝑠+𝛼𝛼 (1−𝑠𝑠)
                                    (4) 

I Conceptos Preliminares 

La ley de Ohm indica que la corriente que fluye a 
través de un conductor entre dos puntos dados es 
directamente proporcional a la diferencia de 
potencial e inversamente proporcional a la 
resistencia entre ellos. La fórmula matemática se 
puede escribir 

                   𝑉𝑉𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑡𝑡)            (5) 

Donde 𝑅𝑅(𝑡𝑡) es la corriente que fluye a través del 
conductor, medido en amperios (A), 𝑣𝑣(𝑡𝑡) es la 
diferencia de potencial medida entre dos puntos 
del conductor con unidades de voltios V, y R es la 
resistencia del conductor, medida en ohmios. La 
corriente es el cambio en la carga 𝑞𝑞 respecto al 
tiempo 𝑡𝑡, es decir 

                         𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝛼𝛼

                           (6) 

Teniendo esto en cuenta, la ley de Ohm se puede 
escribir en función de la carga 𝑞𝑞(𝑡𝑡) 

                        𝑉𝑉𝑅𝑅(𝑡𝑡) = 𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝛼𝛼

               (7) 

La idea es volver a escribir la ley de Ohm en 
función de las derivadas fraccionarias. Para este 
fin se introduce un operador de derivada 
fraccionaria, como sigue 

                   𝑑𝑑
𝑑𝑑𝛼𝛼
→ 𝑑𝑑𝛾𝛾

𝑑𝑑𝛼𝛼𝛾𝛾
 ,          0 < 𝛾𝛾 ≤ 1             (8) 

Donde 𝛾𝛾 es un parámetro arbitrario que representa 
el orden de la derivada, para 𝛾𝛾 = 1 la derivada se 
convierte en ordinaria. Sin embargo, el operador 
de derivada tiene dimensiones de segundos 
inversos, mientras que la derivada fraccionaria (8) 
tiene segundos inversos a la 𝛾𝛾, 𝑠𝑠−𝛾𝛾. Una 
posibilidad de corregir este problema de 
dimensionalidad es introduciendo una función de 
“peso” en la expresión (7), esto es; 

                  

                1
𝜎𝜎1−𝛾𝛾

 𝑑𝑑
𝛾𝛾

𝑑𝑑𝛼𝛼𝛾𝛾
= 1

𝑠𝑠
 ,      0 < 𝛾𝛾 ≤ 1              (9) 

Donde 𝜎𝜎 debe tener dimensiones de segundos. 

II Circuito RC Ordinario  

La ecuación dinámica del circuito RC es 

                       𝑅𝑅 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝛼𝛼

+ 1
𝑐𝑐

 𝑞𝑞(𝑡𝑡) = 𝑉𝑉0                       (10) 

Donde V_0 es constante. Esta ecuación se puede 
escribir como 

                      𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝛼𝛼

+ 1
𝜏𝜏

 𝑞𝑞(𝑡𝑡) = 𝑉𝑉
𝑅𝑅0

                            (11) 

Si tomamos la condición inicial q (0) = 0, entonces 
la solución de (11) es  

                  𝑞𝑞(𝑡𝑡) =  𝑉𝑉0𝐶𝐶 (1 − 𝑒𝑒−𝛼𝛼 𝜏𝜏� )                      (12) 

 

III Circuito RC: Derivada fraccionaria de 
Caputo 

El operador de la derivada fraccionaria  

                   𝑑𝑑
 𝑑𝑑𝛼𝛼

 →   𝑑𝑑
𝛾𝛾

𝑑𝑑𝛼𝛼𝛾𝛾
     no correcto                (13) 

                   𝑑𝑑
𝑑𝑑𝛼𝛼

 →  1
𝜎𝜎1−𝛾𝛾

 𝑑𝑑
𝛾𝛾

𝑑𝑑𝛼𝛼𝛾𝛾
    Si correcto           (14) 

 

Entonces, la correspondiente ecuación diferencial 
fraccionaria del RC es 

                       𝑅𝑅
𝜎𝜎1−𝛾𝛾

 𝑑𝑑
𝛾𝛾𝑑𝑑
𝑑𝑑𝛼𝛼𝛾𝛾

 +  1
𝑐𝑐

 𝑞𝑞(𝑡𝑡) =  𝑉𝑉0               (15) 

Se puede escribir como 

        𝑑𝑑
𝛾𝛾𝑑𝑑
𝑑𝑑𝛼𝛼𝛾𝛾

+ 1
𝜏𝜏𝛾𝛾
𝑞𝑞(𝑡𝑡) =  𝐶𝐶

𝜏𝜏𝛾𝛾
 𝑉𝑉0,     𝜏𝜏𝛾𝛾 =  𝑅𝑅𝐶𝐶

𝜎𝜎1−𝛾𝛾
            (16) 

Aplicando la transformada de Laplace para la 
derivada de Caputo (2) 

             𝑆𝑆𝛾𝛾𝑄𝑄(𝑠𝑠) −  𝑠𝑠𝛾𝛾−1 𝑞𝑞0 + 1
𝜏𝜏𝛾𝛾

 𝑄𝑄(𝑠𝑠) =  𝐶𝐶𝑉𝑉0
𝜏𝜏𝛾𝛾𝑠𝑠

        (17) 

Despejando Q(s), resulta 

                𝑄𝑄(𝑠𝑠) =  𝐶𝐶𝑉𝑉0  
1
𝜏𝜏𝛾𝛾

𝑠𝑠�𝑠𝑠𝛾𝛾+ 1𝜏𝜏𝛾𝛾�
         (18) 
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Usando la transformada inversa de Laplace, 
obtenemos 

𝑞𝑞(𝑡𝑡; 𝛾𝛾) = 𝐶𝐶𝑉𝑉0  �1 − 𝐸𝐸𝛾𝛾 �−  𝜎𝜎
1−𝛾𝛾

𝑅𝑅𝐶𝐶
𝜏𝜏𝛾𝛾��    (19) 

Y el voltaje  

                 𝑣𝑣(𝑡𝑡) = 𝑉𝑉0  �1 − 𝐸𝐸𝛾𝛾  �− 𝜎𝜎1−𝛾𝛾

𝑅𝑅𝐶𝐶
𝑡𝑡𝛾𝛾��             (20) 

Definiendo la relación 

                              𝛾𝛾 =  𝜎𝜎
𝑅𝑅𝐶𝐶

                                  (21) 

 

Sustituyendo en las expresiones (19) y (20) se tiene  

 

𝑞𝑞(𝑡𝑡; 𝛾𝛾) =  𝐶𝐶𝑉𝑉�1 −  𝐸𝐸𝛾𝛾 (−𝛾𝛾1−𝛾𝛾 ῖ𝛾𝛾)�,     (22) 

donde ῖ = 𝛼𝛼
𝑅𝑅𝐶𝐶

 , es adimensional.    

IV Circuito RC: Derivada fraccionaria de 
Caputo-Fabrizio 

Analizaremos el mismo sistema físico, pero ahora 
será la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio 
(4). Se tiene 

                              𝑅𝑅
𝜎𝜎1−𝛾𝛾

 𝐷𝐷𝐶𝐶𝐹𝐹
𝛾𝛾 + 1

𝐶𝐶
𝑞𝑞(𝑡𝑡) =  𝑉𝑉0                  

(23) 

La cual se puede escribir como  

           𝐷𝐷𝐶𝐶𝐹𝐹
𝛾𝛾 + 1

𝜏𝜏𝛾𝛾
𝑞𝑞(𝑡𝑡) =  𝐶𝐶

𝜏𝜏𝛾𝛾
 𝑉𝑉0,       𝜏𝜏𝛾𝛾 =  𝑅𝑅𝐶𝐶

𝜎𝜎1−𝛾𝛾
         (24) 

Aplicando la transformada de Laplace a la 
derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio, resulta 

𝑠𝑠𝑄𝑄(𝑠𝑠) − 𝑞𝑞0
𝑠𝑠 + 𝛾𝛾(1 − 𝑠𝑠)

+ 
1
𝜏𝜏𝛾𝛾
𝑄𝑄(𝑠𝑠) =

𝐶𝐶𝑉𝑉0
𝜏𝜏𝛾𝛾

1
𝑠𝑠
 

Despejando 𝑄𝑄(𝑠𝑠),  y haciendo 𝑞𝑞0 = 0, obtenemos 

       𝑄𝑄(𝑠𝑠) =  𝐶𝐶𝑉𝑉0
𝜏𝜏𝛾𝛾𝑠𝑠

 𝜏𝜏𝛾𝛾[𝑠𝑠+𝛾𝛾(1−𝑠𝑠)]

�𝜏𝜏𝛾𝛾𝑠𝑠+𝑠𝑠+𝛾𝛾(1−𝑠𝑠)�
                                 

(25) 

De esta ecuación si la evaluamos 𝛾𝛾 = 1 , resulta 

                   𝑄𝑄(𝑠𝑠) = 𝑉𝑉0𝐶𝐶 �
1
𝑠𝑠
− 1

𝑠𝑠+ 1
𝑅𝑅𝑅𝑅
�                          

(26) 

Entonces, aplicando la transformada de Laplace 
de la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio, se 
tiene 

                       𝑞𝑞(𝑡𝑡) = 𝐶𝐶𝑉𝑉0[1 − 𝑒𝑒−
𝑡𝑡
𝑅𝑅𝑅𝑅]                    

(27) 

La cual coincide con (12), donde 𝜏𝜏 = 𝑅𝑅𝐶𝐶 

RESULTADOS Y DISCUSIÓN 

 
Imagen 1. Carga en el capacitor para diferentes valores de 𝛄𝛄, 
conforme a la derivada fraccionaria de Caputo. 

 

 

Imagen 2. Carga en el capacitor para diferentes valores de 𝛄𝛄, 
conforme a la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio. 

 

En las imágenes 1 y 2 podemos apreciar la 
solución del circuito eléctrico RC de orden 
arbitrario bajo 2 definiciones empleadas (derivada 
fraccionaria de Caputo y caputo-Fabrizio), por 
medio de gráficas para diferentes valores de 𝛾𝛾.  



 
 
 

 

Vo
l. 

2 
no

. 1
, V

er
an

o 
de

 la
 In

ve
st

ig
ac

ió
n 

Ci
en

tíf
ic

a,
 2

01
6 

1545 

 

Comparando las dos gráficas podemos observar 
que la unión de las curvas en la imagen 1 la 
derivada fraccionaria de Caputo es menor a 1 con 
respecto al tiempo y la imagen 2 es mayor a 1. 

Debido a que un circuito RC es un sistema simple, 
y éste es analizado sin la interacción de otros 
sistemas o conexiones, está claro que el circuito 
no presenta pérdidas de energía a excepción de la 
resistencia, por lo que creemos que la derivada 
fraccionaria de Caputo-Fabrizio representa la 
solución con datos más precisos y se demuestra 
en el diapasón entre los intervalos para diferentes 
valores de  𝛾𝛾, el cual es mínimo.  

Debido a estos resultados se requiere un análisis 
más profundo con datos experimentales que 
fundamenten a la derivada fraccionaria de Caputo-
Fabrizio, como una solución más exacta. 

CONCLUSIONES 

En este trabajo hemos estudiado el 
comportamiento del circuito RC con base a 2 
definiciones de orden arbitrario o fraccionario.  

Los modelos fraccionarios representan mejor a los 
sistemas dinámicos complejos. Esto se debe a que 
estos modelos tienen un grado de libertad 
adicional. Además, que describen modelos locales 
y con memoria. 

La ecuación ordinaria de un circuito RC es un 
modelo ideal, sin embargo, existen factores en 
este circuito que en el cálculo ordinario no son 
tomados en cuenta; en el resistor existe de alguna 
manera disipación, es decir, pérdidas de energía, 
además el capacitor y el medio dieléctrico no son 
ideales. El cálculo de orden arbitrario toma en 
cuenta lo mencionado anteriormente.  

Con el objetivo de tener un mejor modelo teórico 
para el circuito eléctrico RC se analizó su 
comportamiento bajo dos definiciones de 
derivadas fraccionarias (Caputo y Caputo-
Fabrizio). Los resultados obtenidos indicaron que 
la derivada fraccionaria de Caputo-Fabrizio, 
teóricamente representa la solución más exacta 
para este sistema simple, a la espera de la 
comprobación experimental.  
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