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Resumen

Actuales avances en los dispositivos de medición tales como poseer un extenso
rango de actividades, una mayor capacidad de procesamiento y comunicación, hasta
contar con compactas dimensiones ha impulsado gradualmente a la modernización en
el diseño de sistemas.

Los sistemas de redes de sensores WSNs por su nombre en inglés
(Wireless Sensors Network) consiste en un novedosa herramienta que logra integrar la
funcionalidad de la comunicación inalámbrica para mejorar el desempeño de tareas
como sensar, procesar y comunicar caracteŕısticas f́ısicas de un proceso y tener
mayor información de los posibles eventos que se desarrollan utilizando óptimas
estructuras de redes de trabajo. Actualmente, la incursión de los sistemas de redes de
sensores inalámbricos en diferentes campos de aplicación tales como militar, industrial,
económico y biológico entre otros, va incrementado progresivamente la necesidad
de asegurar óptimas condiciones de funcionamiento de los sistemas a través de un
menor consumo de enerǵıa, mayor vida útil de los dispositivos, reducción de costo
computacional y mayor tolerancia a daños.

En este contexto, el análisis de los datos adquiridos a través de técnicas
de procesamiento de información se ha convertido en una herramienta crucial en
esta clase de sistemas. La estimación de estados es una de las herramientas más
utilizadas en la detección de eventos, clasificación y control a partir del filtrado de
variables medibles. Aunque la estimación de estados es un tema altamente estudiado
en múltiples aplicaciones, en los sistemas WSNs algunos eventos inoportunos pueden
contrarrestan los beneficios de esta teoŕıa. Frecuentemente, los sistemas WSNs son
altamente vulnerables a variaciones y perturbaciones en el medio ambiente por estar
localizados en medios hostiles, estar expuestos a circunstancias desfavorables y no estar
protegidos f́ısicamente. Estas razones producen que las mediciones sean imprecisas y
severos errores produzcan incidentes f́ısicos. Considerar técnicas clásicas de estimación
en los sistemas WSNs donde es esencial contar con un conocimiento global del sistema
y tener un completo acceso a todas las mediciones puede llegar a producir respuestas
erróneas y limitar el alcance del procesamiento de los datos.
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Ser consciente de los posibles fallos en las mediciones transmitidas
directamente de los instrumentos a los centros de procesamiento del sistema y
las consecuencias que esto produce, conlleva al estudio de innovadores técnicas de
análisis que incrementar la efectividad de importantes aplicaciones donde propiedades
como retrasos de datos, latencia, desorden en los paquetes, perdida de paquetes,
o fluctuaciones, puede producir el deterioro del funcionamiento del sistema hasta
ocasionar terribles daños y la inestabilidad de este.

El enfoque de asociar el acertado modelado del comportamiento del sistema
y las mediciones disponibles ha sido abordado por algoritmos de estimación como
una herramienta de innovación. En la literatura podemos encontrar el despliegue de
algunos algoritmos como el filtro Kalman, filtros distributivos, de part́ıculas, con mı́nima
varianza o mı́nimo error cuadrático, entre otros, sin embargo, a pesar de que el éxito de
estas técnicas ha demostrado obtener importantes ventajas en este campo, la mayoŕıa
de estas se han enfocado en suposiciones ideales sobre el comportamiento del sistema
los cuales no son completamente prácticos.

La naturaleza aleatoria de los procesos con comunicación inalámbrica
ha introducido extensamente inexactitud en algoritmos convencionales lo que ha
incrementado el requerimiento de un alto grado de certeza en información como las
dinámicas del proceso, las estad́ısticas de su funcionamiento y entorno para obtener
una óptima estimación. Esto representa un desaf́ıo en tradicionales metodoloǵıas que
basan su arquitectura en modelos de covarianza.

Este trabajo de tesis investiga como integrar el efecto de las mediciones
disponibles para desarrollar algoritmos robustos que mejoren el desempeño de la
estimación de estados sin basar su desarrollo en información dif́ıcil de acceder en
aplicaciones reales como son las covarianzas de ruido. En particular, el algoritmo UFIR
de su nombre en inglés (Unbiased Finite Impulse Response) es desarrollado en este
trabajo para mejorar el desempeño de la estimación de estados de sistemas WSNs
altamente perturbados y demostrar la influencia de incertidumbres en los parámetros
en errores y respuestas inestables. A lo largo de este trabajo se presentará el desarrollo
matemático que debe ser considerado para la implementación de estos algoritmos y que
resultados son alcanzados en diversas condiciones de funcionamiento.
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Índice de tablas

3.1. Ejemplo transmisión de datos con retrasos de un tiempo de muestreo . 39

3.2. Ejemplo de transmisión de datos utilizando la metodoloǵıa de
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Caṕıtulo 1

Introducción

En contrate a sistemas con tradicionales comunicaciones, el trabajo
colaborativo de numerosos dispositivos de medición equipados con interfaces
inalámbricas promueve la formación de eficaces redes de trabajo para adaptarse a
diferentes medios de operación y lograr direccionar diferentes clases de servicios,
mejorando costos y limitaciones del sistema. Estos sistemas llamados redes inalámbricas
de sensores (WSNs) utilizan enlaces dinámicos donde no es necesario tener un diseño
particular para tener un alto nivel de la coordinación para suministrar la información
sobre los parámetros medidos de un proceso. En general, estos sistemas cumplen la tarea
de sensar, comunicar y procesar la información de un área en común. La habilidad de
esta novedosa clase de sistemas para proveer el monitoreo y control inteligente sobre
potenciales medios sensibles ha emergido en diversas áreas; por lo tanto, una variedad
de aplicaciones dif́ıcilmente alcanzados con fiabilidad como sistemas qúımicos altamente
abrasivos, la vigilancia de batallas o la detección de desastres naturales ahora tiene una
solución escalable.

Uno de los principales desaf́ıos en los sistemas WSNs consiste en la seguridad
de la aplicación. Las consecuencias producidas por variaciones e incertidumbres en la
práctica del proceso como por ejemplo la interrupción en la comunicación entre nodos
ocasiona retrasos en las señales medidas y perdida de la información recolectada. En
muchas ocasiones, la calidad de las mediciones es muy importante cuando los actuadores
son controlados en tiempo real. Si los paquetes enviados no cumplen con las suficientes
métricas, metodoloǵıas de análisis como la teoŕıa de estimación para la detección de
eventos es significativo.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1.1. Motivación y descripción del problema

Si el monitoreo y estimación de las variables f́ısicas que evolucionan en
un proceso, son determinadas correctamente considerando las condiciones reales de
operación del sistema, la precisión del auténtico desempeño del proceso incrementará y
consecuente la confiabilidad de posteriores objetivos de procesamiento. La trascendencia
de esta hipótesis es plenamente aplicable a los sistemas de redes de sensores con
comunicación inalámbrica. Numerosas aplicaciones modernas de redes requieren de
sobresaliente precisión y confiabilidad de funcionamiento a pesar de manejarse bajo
condiciones altamente afectadas por fenómenos ambientales, problemas de conectividad
y faltas en el quipo f́ısico que contrarrestan el rendimiento y la ejecución del proceso.

En los últimos años, la estimación de estados consiste en un tema importante
en la investigación de detección de sucesos y fallos a través de la determinación de las
variables f́ısicas de los procesos. El desempeño de estas técnicas se ha caracterizado por
involucrar la mayor información posible de la operatividad de diversas aplicaciones, aśı
como la probabilidad y eventualidad de estas acciones para incrementar la fiabilidad
y veracidad de los resultados expuestos. Sin embargo, existen situaciones donde
determinar esta informacion sobre la operación del sistema es una tarea dif́ıcil debido
a la vulnerabilidad del proceso ante variaciones y perturbaciones; en estos casos,
algoritmos robustos de estimación son necesarios. Comparado con otras técnicas de
estimación que podemos encontrar en la literatura, este estudio ofrece un menor esfuerzo
en la determinación de condiciones de operación del sistema los cuales son requisitos
esenciales en la práctica.

1.2. Objetivos

La precisión en la estimación de estados en sistemas electrónicos inalámbricos
utilizando técnicas de estimación robusta permite reducir la influencia de diversos
factores habituales que generan fallos en la práctica de estos sistemas. En este trabajo,
el filtro UFIR es planteado como una solución robusta de estimación que contribuirá
al progreso de aplicabilidad de sistemas WSNs. Diversas etapas se llevarán a cabo para
evaluar la efectividad de la técnica propuesta y su alcance comparando con resultados
existentes en la literatura. De forma espećıfica se cumplirá los siguientes objetivos.

Objetivo general

Diseñar e implementar técnicas de estimación moderna para mejorar la
estimación de variables en sistemas WSNs que presentan retardo o pérdida en la

2



CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

información de manera aleatoria o predecible.

Objetivos espećıficos

Analizar las estad́ısticas de que ocurran retrasos y pérdida de datos en las redes
de sensores según su aplicación.

Obtener el modelo matemático en variable de estados de sistemas de redes de
sensores inalámbricas considerando los retrasos y pérdida de datos de forma que
técnicas de estimación estándar puedan ser aplicadas.

Diseñar algoritmos de estimación modernos de UFIR aplicado a sistemas con
diferentes errores en la medición.

Implementar en el software MATLAB las estrategias de estimación previamente
diseñadas utilizando señales sintéticas de sistemas con errores en las mediciones
para determinar el comportamiento de cada técnica de estimación.

Comparar los resultados obtenidos de las técnicas de estimación de Kalman, H∞ y
UFIR analizando las caracteŕısticas de error de estimación, costo computacional,
robustez a ruido en las mediciones y robustez a información del proceso.

Aplicar los algoritmos diseñados a señales reales de sistemas inalámbricos para
comprobar su comportamiento en la práctica.

1.3. Estructura de la tesis

En general, el estudio de estimación de estados en un tema que es abordado
desde hace algunos años, considerando diferentes perspectivas para mejorar el problema
de filtrado y la determinación de variables desconocidas a partir de la reducción del error
contrastado con mediciones obtenidas. Sin embargo, debido al alcance que ha tenido
la metodoloǵıa de filtrado UFIR para la estimación de estados reduciendo importantes
condiciones que limita frecuentemente la aplicación de teoŕıas clásicas, este trabajo de
tesis consistirá en el desarrollo del problema de estimación lineal basado en la reducción
del sesgo de una señal UFIR a partir de observaciones de la misma. Los conceptos
necesarios para este desarrollo, la derivación de la metodoloǵıa propuesta y resultados
experimentales de la aplicación de esta técnica será organizado en las siguientes etapas:

El caṕıtulo 1 consiste en una introducción en el cual se hablará del funcionamiento
de los sistemas de redes con comunicación inalámbrica al cual va dirigido la
investigación, algunas caracteŕısticas y recientes aplicaciones. Adicionalmente se
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

discutirá la problemática y metodoloǵıas que se desea abordar en esta clase de
sistemas.

El caṕıtulo 2 presenta una concisa introducción de las teoŕıas de estimación
más implementadas en la actualidad sobre los sistemas WSNs y un estado del
arte de los conceptos principales necesarios para el desarrollo de este trabajo de
investigación. El concepto de sistemas discretos estocásticos y estimadores lineales
serán discutidos.

El caṕıtulo 3 aporta un extenso estudio del arte de los diversos factores que
afectan el desempeño de los sistemas WSNs y su representación matemática
a través de modelos en variables de estado. Una ĺınea general de los fallos en
los sistemas será considerada, empezando con una interpretación de los retrasos
definidos por una función determińıstica, continuando con el análisis apropiado
del comportamiento de la llegada de los datos, asumiendo un proceso estocástico
incluyendo sus propiedades estad́ısticas y finalizando, asumiremos que además de
los problemas aleatorios de las observaciones estas señales suelen ser perturbadas
por ruidos correlacionados. Adicionalmente, una detallada caracterización de
algunas técnicas de estimación como el filtro UFIR, Kalman y H∞ serán
presentado enfocado en la diagnosis de sistemas con fallos evaluando los diferentes
niveles.

El caṕıtulo 4 presenta una detallada simulación de los t́ıpicos escenarios de las
deficiencias en el funcionamiento de sistemas WSNs y correspondientes resultados
de estimación de estados para los diversos casos de incertidumbre. Caracteŕısticas
como fallos de mediciones, retrasos, perdidas y perturbaciones aleatorias serán
evaluadas. Un comparativo análisis de los resultados obtenidos con técnicas de
estimación como el filtro Kalman y el filtro H∞ será introducido para examinar las
fortalezas y debilidades de la técnica propuesta. Finalmente, la interpretación de
los sistemas WSNs será desempeñada por algunas bases de datos experimentales
reales de aplicaciones de seguimiento de un objeto basado en mediciones GPS, los
cuales otorga la información de las diversas situaciones en estudio.
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Caṕıtulo 2

Fundamentos Teóricos

El objetivo de este caṕıtulo consiste en una revisión del estado del arte
necesario para el desarrollo de este trabajo de tesis, brevemente se discutirá el
funcionamiento de los sistemas de redes de sensores, el concepto d sistemas lineales,
espacio de estados, y la teoŕıa necesaria para la aplicación de técnicas de estimación
como de filtro Kalman, el filtro H∞ y el algoritmo propuesto en este trabajo, el filtro
UFIR.

2.0.1. Redes inalámbricas de sensores

Una red inalámbrica de sensores se puede definir en un conjunto de nodos
que son conectados en forma de red para trabajar juntas sobre el entorno de un área
en común. Cada nodo de la red consiste en un punto de operación del sistema el cual
está equipado por sensores pequeños, económicos e inteligentes que realizan la labor
de colectar la información del entorno, distribuir inalámbricamente los datos hasta
el siguiente nodo y posteriormente procesarla. Un sistema WSN es el resultado de
la convergencia de tres principales tecnoloǵıas, sistemas digitales de procesamiento,
dispositivo de sensado y comunicación inalámbrica.

El diseño de sistemas WSNs se caracteriza por el constante reto de mantener
algunos requisitos que aseguran la calidad del servicio, como la eficacia de los datos
transmitidos, la eficiencia de la enerǵıa consumida por los dispositivos, la escalabilidad
y mantenimiento considerando el número de nodos manejados y la robustez a daños y
variaciones de operación. El cumplimiento de estas caracteŕısticas ha definido el número
de aplicaciones de los sistemas WSNs encontrados hoy en d́ıa, en diversos campos
tales como militar, económico, biológico, qúımico etc. La versatilidad del entorno de
implementación ha incrementado estas aplicaciones no solo a procesos terrestres, si no
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también bajo tierra, bajo el agua o móviles. Trabajos como [1–7] demuestran el alcance
de los sistemas WSNs en procesos como el monitoreo de riego de cultivos, detección
de incendios forestales, detección de explosivos, control de plantas industriales y el
monitoreo de ĺıneas de transporte entre otros; donde el acceso a la información sobre
de las variables internas y externas son dif́ıciles de obtener y transmitir lo que hace
necesario tecnoloǵıas modernas.

Uno de los principales retos de los sistemas WSNs consiste en optimizar el
consumo de enerǵıa de los dispositivos y aśı incrementar el tiempo de vida de cada
proceso. Como ya conocemos los sistemas de redes están formados por una gran cantidad
de sensores y a diferencia de conexiones nodo a nodo con un homogéneo consumo,
mantener el funcionamiento de todos los dispositivos en grandes áreas demandaŕıa
un gran requerimiento de potencia. El uso de estrategias de enrutamiento a través
de multi-saltos, nodos intermedios, configuraciones dinámicas o la colaboración de
múltiples nodos clasifican el diseño, la implementación y por lo tanto el tratamiento de
la información disponible de las diversas aplicaciones. Dos grupos son principalmente
clasificados: enfoque centralizado, donde todos los sensores interpretan los cambios en
el medio y los env́ıan a un nodo central donde se computa y procesa la información
o un enfoque distribuido donde agrupaciones de nodos toman parciales o completas
decisiones y luego son enviadas a un nodo central. En las redes de sensores una apropiada
implementación de las rutas de conexión tiene el potencial de mejorar la eficiencia de
la aplicación disminuyendo la latencia en la transmisión de los datos y el consumo de
enerǵıa.

Además de un apropiado diseño de la conectividad, distribución y transmisión
de los nodos en el sistemas de redes, la solides de la comunicación y la fiabilidad
de los datos transmitidos depende adicionalmente de las condiciones del medio de
operación del sistema. los WSNs son frecuentemente afectados por fenómenos externos
de perturbación, variaciones en el ambiente o daños en los propios dispositivos, que
ejerzan perjudiciales eventos en el en la llegada de los datos. Como por ejemplo:
redundancia en el tráfico de información debido a canales de comunicación saturados
[8, 9], desconexión de los sensores de medición, decaimiento de las fuentes de enerǵıa,
e incesantes perturbaciones en el entorno [10]. Usualmente, estos factores reflejan
errores como latencia, retraso de datos, perdida de información o saltos en la señal
de mediciones que han sido tomadas por los sensores y posteriormente recibidas en el
centro de procesamiento [11, 12].

En el procesamiento de la información de la red de sensores, el filtrado y
estimación pueden significativamente mejorar el desempeño de la aplicación extrayendo
información redundante y evitar el retraso y la pérdida de datos. El interés de la alta
aplicabilidad de los sistemas WSNs en la actualidad ha motivado en los últimos años
a la investigación de modernos algoritmos de procesamiento de señales para garantizar
el máximo desempeño en las redes de sensores. Estos mecanismos de procesamiento
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consideran las caracteŕısticas en las mediciones recolectadas por los nodos de sensado
para atribuir potenciales propósitos como control, monitoreo, detección de fallos,
localización o eventos futuros.

2.1. Estimación de estados

Los avances en la tecnoloǵıa d́ıa a d́ıa progresan en el desarrollo de aplicaciones
en diversas áreas y en consecuencia a esto, el monitoreo y control de las variables
que evolucionan en dichos procesos se ha convertido en una tarea indispensable de
la ingenieŕıa. Dar seguimiento a un sistema de principio a fin puede ser una labor
complicada de acuerdo a la accesibilidad de este; en sistemas complejos donde factores
como la estructura del sistema, el medio donde se desarrolla no favorecen a la
implementación de sensores o aumenta los costos del proceso, la estimación de estados
es una valiosa herramienta.

El concepto de estimación de estados es introducido como un conjunto de
técnicas que permite identificar las caracteŕısticas presentes en un proceso a partir de las
mediciones disponibles y el conocimiento de especificaciones del sistema. Actualmente,
existen numerosas técnicas de estimación;los cuales son clasificadas usualmente de
acuerdo con algunos criterios de precisión, como la reducción de ruido, oposición a
perturbaciones, respuesta óptima o insesgada, entre otros.

Dentro del diseño de estimadores, el concepto de variables de estados y modelo
en variables de estado fue integrado hace muchos años [13] para facilitar el desarrollo
matemático y su aplicación en procesos reales. En la práctica, un sistema está formado
por innumerables variables f́ısicas que interactúan entre ellas para cumplir el objetivo
del proceso; este conjunto de parámetros que cambian con el tiempo se denominan
variables de estado. En este sentido, la evolución de cada una de las variables de estado
puede ser representada matemáticamente por ecuaciones diferenciales o en diferencia.
El conjunto de estas ecuaciones es definido como un modelo en espacio de estado.

El modelo matemático de un sistema debe interpretar el comportamiento del
sistema lo más parecido a la realidad. Considerando esto, algunos factores deben ser
seleccionadas adecuadamente en su diseño para obtener la mejor semejanza posible.
La complejidad de un modelo matemático depende principalmente de dos factores, la
relación no lineal entre dos o más estados, y la exactitud del vector de variables de
estado. Por lo tanto, el tamaño del vector de variables de estado debe implicar los
parámetros más relevantes para especificar el sistema, de modo que, el vector no debe
ser tan extenso que dificulte el análisis, pero no debe ser tan pequeño que no contenga
el funcionamiento básico del sistema.
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De acuerdo con la relación de las variables de estado existen dos clases de
sistemas; sistemas lineales o sistemas no lineales. Principalmente, un sistema se puede
definir como el conjunto de herramientas agrupada que trabajan para cumplir un
objetivo común. Un sistema es definido lineal cuando el comportamiento f́ısico se puede
representar por un conjunto de ecuaciones lineales de grado uno. Por lo contrario, un
sistema es definido no lineal cuando este es representado por un conjunto de ecuaciones
no lineales de grado mayor a uno.

A lo largo de este trabajo, asumiremos un sistema lineal en tiempo discreto
para el desarrollo de los algoritmos. En el tiempo discreto n un sistema lineal puede ser
representado por el siguiente modelo en espacio de estados:

xn = Fnxn−1 +Bnun + wn , (2.1)

donde la dinámica de las variables f́ısicas del sistema es sintetizada por las matrices
Fn y Bn, definidas como la matriz de transición de los estados y la matriz de
transición del vector de entrada respectivamente. El vector de estados formado por las
variables f́ısicas del proceso consiste en xn, con un tamaño hasta k número de estados
[

x1 x2 x3 · · · xk
]

; asumimos que, los estados en un tiempo de muestreo anterior
son conocidos y definidos como xn−1. Finalmente, el conjunto de señales de entrada en
el sistema es un.

Análogamente, las señales de salida del sistema son interpretado como

yn = Hnxn + vn , (2.2)

donde yn consiste en el vector de estados salidas y la matriz de transición de estos
estados Hn representan la relación de los estados del sistema con las variables medidas.
Note que las matrices F,B y H pueden ser constantes o variar en el tiempo como F (n),
B(n) y H(n) si el sistema es invariante en el tiempo (LTI) o variante en el tiempo (TIV)
respectivamente.

Para obtener una idónea y realista representación del sistema aquellos factores
que influyen de forma externa o interna como perturbaciones o ruido deben ser
consideradas en el modelo. Por lo tanto, en (2.1) y (2.2) las señales aleatorias de ruido
en el proceso wn y ruido en las mediciones vn son consideradas.

2.2. Ruido

Uno de los impactos más trascendentales en el rendimiento de teoŕıas como
procesamiento de señales y análisis de sistemas consiste en la evaluación de las fuentes
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de ruido que impactan en el desempeño de un proceso. Frecuentemente, la idea de
generalizar u omitir la información de las fuentes de ruido reducen la respuesta óptima
de teoŕıas de procesamiento, primordialmente en aplicaciones complejas y altamente
perturbadas.

Una señal de ruido se puede definir como una señal aleatoria que distorsiona
las señales originales que se generan en un proceso. En este sentido, en condiciones reales
existen múltiples circunstancias que interfieren en la productividad de una aplicación
y por lo tanto representan imperfecciones e imprecisión. Las señales de ruido en un
proceso pueden clasificarse según su dominio en el sistema como ruido multiplicativo o
ruido aditivo.

El ruido aditivo hace referencia a todas las señales que se generan de forma
independiente al sistema y, por tanto, no tienen relación entre el sistema y las fuentes
aleatorias. Esta clase de señales se pueden clasificar según sus propiedades estad́ısticas
como ruido blanco y ruido coloreado. En la práctica, el ruido blanco es interpretado
como todas aquellas variaciones constantes, no repetitivas que contienen la misma
enerǵıa en todas sus frecuencias, lo que las hace variables accesibles de manejar, por
ejemplo: las variaciones de presión, temperatura, radiación y ruido electromagnético.
Una de las principales consideraciones en métodos de estimación es asumir que las
señales de ruido tienen una distribución gaussiana como el ruido blanco; sin embargo,
esto puede generar una inferior precisión cuando esta condición no se cumple. Opuesto
a esto, escenarios altamente perturbados son asociados a ruidos de color. Las señales
de ruido coloreada se caracterizan por concentrar su enerǵıa en un ancho de banda
de frecuencias limitado según su color y poseer semejanza con respecto a otras
señales externas de ruido. En este contexto usualmente las señales de interferencia
en comunicaciones inalámbricas son asociadas con ruido coloreado. Para lidiar con esta
clase de ruido, metodoloǵıas especiales deben ser desarrolladas [14–16].

En estimación de estados, el primer y segundo momento estad́ıstico son
parametros altamente necesarios para definir matrices que especifican la relación de
las señales aletoria de ruido como la matriz de covarianza Q = E

{

w(n)wT (n)
}

. En el
caso de ruido blanco gaussiano se asume que solo existe correlación entre la señal de
ruido y ella misma estableciendo la matriz de covarianza o auto-covarianza como:

Qw(n) =











σ2
w1

0 · · · 0
0 σ2

w2
· · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · σ2
wk











, (2.3)

donde la matriz Qw(n) se caracteriza por ser simétrica y con eigenvalores reales y no
negativos.

En el caso de ruido coloreado, se asume que existe dependencia entre las
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diferentes señales de ruido, en un tiempo de muestreo n definida como:

Qw(n) =











σ2
w1

σw1
σw2

· · · σw1
σwk

σw2
σw1

σ2
w2

· · · σw2
σwk

...
...

. . .
...

σwk
σw1

σwk
σw2

· · · σ2
wk











. (2.4)

Finalmente, en un sistema en variables de estado, el ruido aditivo se escribe
como wn y vn en (2.1) y (2.2). Para este trabajo, atribuimos que wn y vn son
señales de ruido blanco con propiedades estaristicas conocidas, media cero y varianza
[

σ2
w1

σ2
w2

· · · σ2
wk

]

y
[

σ2
v1

σ2
v2

· · · σ2
vk

]

que influyen de forma aditiva al proceso y
la medición, respectivamente.

De acuerdo con algunos autores, la interpretación de asumir una distribución
gaussiana en todas las señales de ruido no es del todo cierta en todos los procesos. lo
cual ha motivado al estudio de variaciones en el modelado de sistemas compuestos como
se presenta en caṕıtulos posteriores.

El ruido multiplicativo hace referencia a las señales que influyen una
dependencia aleatoria en las variables del sistema. En la práctica estas señales pueden
ser interpretadas como perturbaciones o interrupciones aleatorias como por ejemplo
cuando en un instante n la medición es observada como ruido o señal mas ruido. En
general, el ruido multiplicativo es denotado por una variable aleatoria de Bernoulli δ(n)
con probabilidad P [δ(n) = 1] = p(n) y varianza unitaria. Matemáticamente, en un
sistema lineal en variable de estado, el ruido multiplicativo es escrito como:

yn = (Hn +Gnδ(n))xn + vn

Dado las definiciones previas, ahora el problema se enfoca en obtener una
estimación de los estados x̂n en cada tiempo de muestreo n utilizando la combinación
de observaciones disponibles yn y el modelo matemático del sistema xn.

2.2.1. Estimadores lineales

Antes de comenzar con la derivación de algunos de los algoritmos
fundamentales en estimación las siguientes hipótesis generales son introducidas

Un sistema lineal debe ser observable para aplicar cualquier técnica de estimación.
La observabilidad de un sistema se basa en la reconstrucción de variables de estado
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que no son medibles a partir de las señales medibles; cualquier sistema lineal es
observable si xn es calculado a partir de las mediciones yn y las entradas un.

La señal de ruido de proceso wn y de medición vn son procesos independiente,
no correlacionados con otras señales, media cero y su función de covarianza se
expresa como QK×K y RK×K respectivamente. donde

Qn = E(wnw
T
n ) , (2.5)

Rn = E(vnv
T
n ) . (2.6)

El valor esperado de una variable está definida por

E
{

v2i
}

= σ2
i (i = 1, · · · k) . (2.7)

La covarianza de una variable es calculada como

E
{

xnx
T
n

}

. (2.8)

En términos matemáticos, asumiendo que cada tiempo de muestreo la medición es
actualizada yn, de forma general, la forma más básica de un estimador recursivo
se puede escribir de la siguiente forma

x̂n = x̂n−1 +Kn(yn −Hnx̂n−1) , (2.9)

donde x̂n es la estimación actual, x̂n−1 es la estimación previa y Kn es la matriz
de ganancia.

En cada ciclo de muestreo, el valor de las variables del sistema es corregido por el
termino (yn −Hnx̂n−1); note que si (yn −Hnx̂n−1) = 0, la estimación no cambia
del tiempo n − 1 a n. La matriz Kn es diseñada de acuerdo con el criterio de
optimización que desea el algoritmo; por ejemplo, el filtro Kalman calcula la
matriz de ganancia para alcanzar el mı́nimo valor en la suma de las varianzas del
error de estimación, o el algoritmo de mı́nimos cuadrados, propone obtener una
estimación insesgada con un mı́nimo error, donde la estimación x̂n será igual al
valor esperado de xn. Considerando esto, a continuación, la derivación matemática
de los algoritmos de estimación que serán utilizados en este trabajo es presentado.

2.3. Algoritmo de filtro de Kalman

Uno de los algoritmos más destacados en el procesamiento de señales y
estimación por su sencillez, optima respuesta y variedad de aplicaciones incluyendo
diciplinas como ingenieŕıa, economı́a, biomédica es el filtro Kalman. El filtro Kalman
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consiste en una herramienta recursiva diseñada para sistemas lineales con el fin de
obtener una estimación de las variables no medibles con un desempeño óptimo,
minimizando el error cuadrático medio de la estimación.

La idea principal de esta teoŕıa consiste en mejorar la información del modelo
dinámico del sistema combinando las mediciones disponibles yn y las propiedades
estad́ısticas de los estados a través del tiempo. Para lograr este objetivo con mayor
sencilles, el concepto de espacio de estados es adoptado. El diseño del filtro Kalman
opera en dos etapas: estimación previa o a priori, denotado por el śımbolo (−) y
estimación actualizada o también llamada a posteriori.

Asumiendo que las condiciones iniciales de las variables de estado x̂0 y las
matrices de covarianza de las variables aleatorias son conocidas Qn y Rn, de acuerdo
con una amplia valoración bibliográfica la derivación del filtro Kalman es resumida por
la siguientes ecuaciones.

Estimación a priori: La estimación inicial de las variables del sistema x−n se
establece como

x̂−n = Fnx̂
+
n−1 +Bnun , (2.10)

Esta hipótesis enfatiza la importancia del modelo matemático del sistema en
el desempeño de la estimación. A pesar de que el efecto de incertidumbre de
modelado puede ser reducida en posteriores etapas, existen factores a los cuales
el filtro Kalman presenta un bajo desempeño, como son fallos en las condiciones
iniciales de operación e inexactitud en la varianza de las señales de ruido. Un
conveniente manejo de estos datos logra un apropiado balance entre el error del
sistema y el sesgo de la estimación.

El concepto de valor esperado del error de la estimación es definido como E {en}
para indicar la variación lineal que existe entre la señal de estimación y otras
señales. Asumiendo que e−n = xn − x̂−n obtenemos

E
{

e−n
}

= E
{

Fnxn−1 +Bnun + wn − Fnx̂
+
n−1 − Bnun

}

= AnE
{

e−n−1

}

+ E {wn} , (2.11)

donde podemos notar que si E {wn} = 0 el error depende linealmente de la
estimación anterior x̂−n , la cual es considerada una condición inicial en cada nueva
iteración.

En consecuencia, para calcular una óptima respuesta, la varianza de la estimación
es especificada como Pn = E(xn − x̂n)(xn − x̂n)

T

P−

n = E(Fne
+
n−1 + wn)(Fne

+
n−1 + wn)

T

= FnE(e
+
n−1e

+T
n−1)F

T + E(wnw
T
n )

= FnP
+
n−1F

T +Qn , (2.12)
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note que la covarianza previa P+
n−1 debe ser conocida o determinada en una

primera iteración como P+
0 .

Estimación a posteriori: Posteriormente, la estimación a priori es corregida o
actualizada considerando el efecto aleatorio de las señales de ruido. Asumiendo
que en cada iteración n las mediciones yn están disponibles y que la ecuación de
estimación en (2.10) se puede obtener como el primer momento de una variable
aleatoria Gaussianas desde el enfoque de la estrategia de Bayesiana, obtenemos:

(yn − ŷn) = yn −Hnx̂
−

n , (2.13)

x̂+n = x̂−n +Kn(yn − ŷn) . (2.14)

El valor esperado del error de estimación es computado por

E
{

e+n
}

= E
{

Fnxn−1 +Bnun + wn − Fnx̂
+
n−1 − Bnun −Kn(yn −Hnx̂

−

n )
}

= FnE
{

e+n−1

}

+ E {wn} −Kn(HnFnE
{

e+n−1

}

+HnE {wn}+ E {vn})

= (I −KnCn)(FnE
{

e+n−1

}

+ E {wn})−KnE {vn} , (2.15)

donde śı wn y vn son Gaussianos E {wn} = 0 y E {vn} = 0.

la matriz de covarianza es definida por la anterior ecuación

P+
n = E((I −KnHn)(Fne

+
n−1 + wn)−Knvn)((I −KnHn)(Fne

+
n−1 + wn)−Knvn)

T

= (I −KnHn)(FnE(e
+
n−1e

+T
n−1)f

T + E(wnw
T
n ))(I −KnHn)

T +KnE(vnv
T
n )K

T
n

= (I −KnHn)(FnP
+
n−1F

T +Qn)(I −KnHn)
T +KnRnK

T
n , (2.16)

note que para que se cumpla la anterior definición e+n−1, vn y wn deben ser
independientes E {envn} = 0 y E {enwn} = 0.

Finalmente, la ganancia del filtro cumple el rol de corregir el sesgo de la señal
estimada, a través del problema de minimización de la suma de las varianzas del
error de estimación, por lo tanto:

mı́n
Kn

Tr
(

E
[

ene
T
n

])

= mı́n
Kn

Tr
(

P+
n

)

= 0

considere que
∂Tr(E[ABAT ])

∂A
= 2AB si B es simétrica, para obtener la siguiente

definición
Kn = P−

n H
T
n (HnP

−

n H
T
n +Rn)

−1 , (2.17)

En posteriores caṕıtulos, avanzados enfoques del filtro Kalman serán
desarrollados para tratar con casos especiales como errores en mediciones los cuales
producen cambios en el modelo matemático básico del sistema y requiere especial
tratamiento.
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2.4. Filtro H∞

En la teoŕıa de estimación, satisfacer con exactitud algunas propiedades
estocásticas de las señales del sistema, es una tarea compleja y no en todas las ocasiones
es conocida. Con el objetivo de compensar estos obstáculos, algoritmos de estimación
robustos son planteados. Uno de los fallos más frecuentes en las técnicas de estimación
es considerada totalmente disponible o accesible la información estad́ıstica del proceso.
La naturaleza aleatoria de las señales como ruido, perturbaciones o hasta la propia
interpretación real del comportamiento f́ısico del sistema aportan cierta incertidumbre
y error.

El algoritmo H∞ es una de las técnicas robustas más usadas en el contexto
de enfrentar las repercusiones cuando se implica eventos deficientes y consistentes de
externas fuentes de disturbios y ruido. En los últimos años, el algoritmo H∞ ha recibido
mucha atención en el campo de redes de sensores debido a las impulsivos fallos que se
pueden ocasionar [17–19].

Numéricamente esta estrategia es resuelta en el tiempo continúo implicando el
planteamiento de desigualdades de matrices lineales LMI (linear matrix inequality) para
asegurar la estabilidad del problema y resolviendo el problema de minimización de la
norma del error infinito con respecto a la enerǵıa de los disturbios; A pesar del alcance de
esta teoŕıa de estimación, grandes esfuerzos son inevitables para encontrar una solución
practica para algunas aplicaciones. Desde la perspectiva numérica, el tiempo discreto
es mucho más fáciles de calcular e implementar en la ingenieŕıa; la teoŕıa recursiva
del filtro H∞ es introducida para cumplir con un objetivo equivalente de minimizar el
error de estimación usando una escala de ajuste θn pero con una estructura accesible y
aplicable. Basado en esto, el filtro en tiempo discreto se obtiene utilizado las siguientes
afirmaciones:

θn es definida positiva y es establecida en el sentido que el error de estimación
en = xn − x̂n sea asintóticamente estable y cumpla con

E
{

ene
T
n

}

≤ tr Pn , (2.18)

Las Q̌ y Ř equivalen a las matrices de error de wn y vn respectivamente; las cuales
son simétricas y definidas positivas. Cuando el ruido del sistema es Gaussiano con
media cero y no correlacionado se puede asumir que Q̌ = Qn y Ř = Rn.

La matriz Sn ∈ RK×K es definida positiva y es calculada para afirmar la
estabilidad del sistema como :

(P̌−

n )−1 − θnSn + CT
n Ř

−1Cn > 0 , (2.19)
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note que θn define el peso de las variables de estado del sistema; si se desea generar
una igualdad de peso en todos los estados, Sn es asignada como una identidad
Sn = I.

Finalmente, la derivación del filtro H∞ de acuerdo a [20] utilizando la función
de costo J(θ) y resolviendo el problema de optimización J̌ = mı́nxn

máxwn,vn,x0
J , es

representado con las siguientes recursiones:

J = −
1

θ
∥e0∥

2
P−1

0

+
N−1
∑

n=0

[

∥e0∥
2
S−1
n

−
1

θ

(

∥wn∥
2
Q−1

n
+ ∥vn∥

2
R−1

n

)

]

< 1 , (2.20)

P̌n = P̌−

n (I − θnSnP̌
−

n +HT
n
ˇ̄R−1
n HnP̌

−

n )−1 , (2.21)

K∞

n = P̌nH̄
T
n
ˇ̄R−1
n , (2.22)

x̂−n = Fnx̂n−1 +Bnun , (2.23)

x̂n = x̂−n +K∞

n (yn −Hnx̂
−

n ) , (2.24)

P̌−

n+1 = FnP̌nF
T
n + Q̌ , (2.25)

El valor de θn debe ser diseñado positivo y suficiente mente pequeño para compensar
la influencia de señales aleatorias a través de la ganancia del estimador; sin embargo,
no debe ser tan pequeño θn = 0 que convierta en filtro H∞ en el filtro Kalman.

2.5. Filtro UFIR

El filtro UFIR consiste en un algoritmo de estimación robusta diseñado en
base a la propiedad de no-sesgo, la cual define que el promedio de la estimación
será equivalente al promedio de los estados del sistema como E {x̂n} = E {xn}, y la
estructura FIR para determinar las variables de estado en un sistema. Este algoritmo
fue introducido en [21] como una alternativa para compensar algunas desventajas del
filtro Kalman y generar una respuesta con mayor robustez.

El diseño del filtro UFIR destaca la cualidad de no requerir algunos parámetros
como condiciones iniciales de las variables del sistema, y la varianza de las señales de
ruido; los cuales son altamente responsables de inestabilidad en filtros óptimos como
el filtro Kalman; en consecuencia, una superior robustez es asociada. El enfoque de
la respuesta finita al impulso (FIR), atribuye importantes beneficios a los algoritmos
de estimación para compensar el efecto de variaciones y perturbaciones. A diferencia
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de los filtros recursivos (IIR) como por ejemplo el filtro Kalman, caracteŕısticas como
estabilidad de las salidas ante entradas limitadas y una mejor precisión a señales de
ruido son alcanzadas por omitir la realimentación de los estados anteriores.

A pesar del destacado comportamiento del filtro FIR, algunas contrariedades
como la necesidad de un mayor costo computacional debido al tamaño de las operaciones
matriciales era observado como una desventaja hace algunos años; sin embargo, debido
a los avances en la tecnoloǵıa d́ıa a d́ıa esto ya no representa un mayor obstáculo.

El diseño del filtro UFIR es efectuado por intervalos de tiempo finito con N
número de muestras empleando dos etapas de operación: estimación en forma de lote
y estimación iterativa. Para garantizar una estimación con un mı́nimo error cuadrático
medio (MSE), la cantidad de numero de muestra utilizadas en el horizonte N es
sintonizado adecuadamente.

Nopt = argmı́n
N

[trPn(N)] , (2.26)

Estimación en forma de lote: asumiendo el concepto general de un estimador
como el resultado de la convolución entre la respuesta al impulso y el vector de
mediciones; en el tiempo discreto la estimación es definida como x̂ = HY .

Para obtener la derivación en forma de lote, el sistema en espacio de estados
(2.1)-(2.2) es extendido en el horizonte de operación [m,n] con máximo Nopt

número de muestras, donde el valor de Nopt es seleccionado en el sentido de
minimizar el error MSE.

Asignando, el vector de variables en espacio de estados como Xm,n =
[xmxm+1 · · · xn], el vector de mediciones como Ym,n = [ymym+1 · · · yn], el vector
de entradas como Um,n = [umum+1 · · · un],el vector de señales de ruido de
proceso como wm,n = [wmwm+1 · · ·wn] y el vector de ruido de mediciones como
vm,n = [vmvm+1 · · · vn], de acuerdo con [22] el modelo puede ser reescrito utilizando
la solución en diferencias hacia atrás, conocido como la forma de Backward Euler
como:

xn = Fnxn−1 +Bnun +Dnwn

xn−1 = Fn−1xn−2 +Bn−1un−1 +Dn−1wn−1

xn−2 = Fn−2xn−3 +Bn−2un−2 +Dn−2wn−2

...

xm+1 = Fm+1xm +Bm+1um+1 +Dm+1wm+1

xm = xm +Bmum +Dmwm ,

donde asumimos que xm es conocida.

16
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Xm,n = Fm,nxm +Bm,nUm,n +Dm,nWm,n , (2.27)

aplicando el mismo procedimiento para la ecuación de observación, la ecuación
extendida de observación es definida como:

ym = Hmxm + vm

ym+1 = Hm+1(Fm+1(xm +Bmum +Dmwm) + Bm+1um+1 +Dm+1wm+1) + vm+1

...

yn−1 = Hn−1(F
m+1
n−1 xm + Fm+1

n−1 Bmum + · · ·+Bn−1un−1 + Fm+1
n−1 Dmwm + · · ·

yn = Cn(F
m+1
n xm + Fm+1

n Bmum + · · ·+Bnun + Fm+1
n Dmwm + · · ·+Dnwn) + vn ,

Ym,n = Hm,nxm + Lm,nUm,n +Gm,nWm,n + Vm,n , (2.28)

donde las matrices de transición extendidas son

Fg
r =







FrFr−1 . . . Fg , g < r + 1
I , g = r + 1
0 , g > r + 1

, (2.29)

Fm,n = [I F T
m+1 . . . F

m+1
n

T
]T , (2.30)

Sm,n =















I 0 . . . 0 0
Fm+1 I . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

Fm+1
n−1 Fm+2

n−1 . . . I 0
Fm+1
n Fm+2

n . . . Fn I















, (2.31)

Hm,n = C̄mAm,n , (2.32)

Lm,n = Bm,nSm,n , (2.33)

Gm,n = C̄m,nDm,n , (2.34)

C̄m,n = diag
(

Hm Hm+1 ··· Hn

)

, (2.35)

Bm,n = diag
(

Bm Bm+1 ··· Bn

)

Sm,n , (2.36)

Dm,n = diag
(

Dm Dm+1 ··· Dn

)

Sm,n , (2.37)

Ahora, con el fin de obtener una respuesta insesgada para garantizar la máxima
semejanza entre el valor esperado de la estimación con el autentica dinámica de
las variables del sistema, la ganancia del filtro H es determinada empleando el
siguiente lema E {x̂n} = E {xn}.
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E {HYm,n} = E
{

Fm+1
n xm +B(N)

m,nUm,n +D(N)
m,nWm,n

}

, (2.38)

sustituyendo el vector de mediciones Ym,n, xn como el ultimo renglón de la
ecuación (2.27) y la media de las señales de ruido como E {Wm,n} = 0 y
E {Vm,n} = 0, se obtiene:

(HHm,n −Fm+1
n )xm = (B(N)

m,n −HLm,n)Um,n , (2.39)

donde B
(N)
m,n =

[

Fm+1
n Bm Fm+2

n Bm+1 . . . FnBn−1 Bn

]

y D
(N)
m,n =

[

Fm+1
n Dm Fm+2

n Dm+1 . . . FnDn−1 Dn

]

.

Combinando la solución homogénea y la solución forzada del sistema, la
estimación en el tiempo de muestreo n, x̂n se obtiene como

x̂m,n = Hh(Ym,s − Lm,nUm,n) + B(N)
m,nUm,n , (2.40)

donde la ganancia es definida como Hh = (C̃T
m,nC̃m,n)

−1C̃T
m,n con

C̃m,n =











Hm(F
m+1
n )−1

Hm+1(F
m+2
n )−1

...
Hn











. (2.41)

Finalmente, la estimación puede ser reescrita como

x̂m,n = GnC̃
T
m,n(Ym,s − Lm,nUm,n) + B(N)

m,nUm,s , (2.42)

donde Gn = (C̃T
m,sC̃m,s)

−1 es la ganancia de potencia de ruido generalizado GNPG
por sus siglas en inglés (generalized noise power gain) y Ym,s es el vector de
mediciones.

Algoritmo iterativo del filtro UFIR:

Conocemos que cuando un mayor número de muestras es considerado en el
horizonte [m,n] la precisión de la estimación mejora, pero la dificultad de las
operaciones matemáticas incrementa. Aunque el filtro UFIR en forma de lote
contribuye a disminuir el error, este se vuelve complejo de acuerdo con la
complejidad del sistema; por lo tanto, el filtro UFIR iterativo es utilizado para
moderar el esfuerzo computacional del algoritmo.

Considerando la teoŕıa de estimación recursiva, la estimación de las variables de
estado del sistema es definido como

x̂l = x̂−l + GlH̄
T
l

(

yl − H̄lx̂
−

l

)

, (2.43)
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donde, la ganancia del estimador es

Gl = [H̄T
l H̄l + (FlGl−1F

T
l )

−1]−1 , (2.44)

note que, la estimación inicial s del intervalo de tiempo de operación del filtro
iterativo [s, l] es determinado por la estimación en forma de lote en x̂s−1 = x̂n.

Figura 2.1. Implementación del filtro UFIR

Finalmente, considerando las previas derivaciones en el tiempo de muestreo
[m,m+K − 1], donde K es el número de estados del sistema, y [m+K, l] como en la
Figura (2.1); un resumen de las ecuaciones requeridas para alcanzar la estimación de
las variables del sistema es enlistado en el siguiente pseudocódigo.

Algorithm 1: Algoritmo filtro UFIR

Data: Ym,l, N , K
Result: x̂n
begin

for j = N − 1 : ∞ do
m = j −N + 1, s = m+K − 1;
Gs = (C̃T

m,sC̃m,s)
−1;

x̃s = GsC̃
T
m,s(Ym,s − Lm,sUm,s) + B

(s)
m,sUm,s;

for l = s+ 1 : j do

x̃−l = Alx̃l−1 +Blul ;
Gl = [H̄T

l H̄l + (FGl−1F
T )−1]−1;

KU
l = GlH̄

T
l ;

x̃l = Flx̃l−1 +KU
l (yl −HlFlx̃l−1);

x̂n = x̃l;

† los datos y0,... hasta yK−1 deben ser disponibles
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2.5.1. Errores de estimación

Uno de los requisitos principales en el diseño de estimadores es reducir el
error de estimación para consolidar una observación fiable del sistema. Aunque el filtro
UFIR no garantiza una respuesta óptima, la varianza de la estimación con respecto a las
variables del sistema es minimizada de acuerdo con el número de muestras Nopt. Una la
amplia investigación sobre la sintonización de este parámetro ha demostrado que, como
se observar en la Figura (2.2), valores de N < Nopt ocasiona que las señales de ruido no
se reduzcan favorablemente, tendiendo a un comportamiento similar al filtro Kalman;
por lo contrario, valores de N > Nopt el sesgo de la estimación puede incrementar. En
este sentido Nopt se selecciona de acuerdo con el mı́nimo MSE

Figura 2.2. Efecto de Nopt en el error

Definiendo el error de estimación como en = xn − x̂n y la covarianza del error
como Pn = E

{

ene
T
n

}

; para la estimación en forma de lote, considerando un sistema no
realimentado Um,n = 0 con ruidos no correlacionados Wm,n,Vm,n, sustituyendo xn y x̂n
de las ecuaciones (2.27) y (2.42) respectivamente; la matriz de covarianza es definida
como:

en = Fm+1
n xm +D(N)

m,nWm,n − GnC̃
T
m,nYm,s , (2.45)

Pn = E

{(

(Fm+1
n − GnC̃

T
m,nHm,n)xm + (B(N)

m,n − GnC̃
T
m,nGm,n)Wm,n − GnC̃

T
m,nvm,s

)

(· · · )T
}

= (B(N)
m,n − GnC̃

T
m,nGm,n)Q̄n(B

(N)
m,n − GnC̃

T
m,nGm,n)

T + (GnC̃
T
m,n)Rn(GnC̃

T
m,n)

T , (2.46)
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donde (· · · )T =
(

(Fm+1
n − GnC̃

T
m,nHm,n)xm + (B

(N)
m,n − GnC̃

T
m,nGm,n)Wm,n − GnC̃

T
m,nvm,s

)T

,

Q̄n = diag(QQ · · ·Q) y Rn = diag(R̄ R̄ · · · R̄) son matrices diagonales de N elementos.

Aśı mismo, para el algoritmo de forma recursiva, definiendo el error de
estimación en (2.47)la covarianza del error es computada como

en = Fnxn−1 +Dnwn − Fnx̂n−1 − GnH
T
n (yn −HnFnx̂n−1)

= Fnen−1 − GnH
T
nHnFnen−1 +Dn(I − GnH

T
nHn)wn − GnH

T
n vn , (2.47)

Pn = (I − GnC
T
n )(AnPn−1A

T
n )(I − GnC

T
n )

T + (I − GnC
T
nCn)(BnQnB

T
n )

×(I − GnC
T
nCn)

T + (GnC
T
n )Rn(GnC

T
n )

T , (2.48)

note que la matriz de covarianza en la ecuación (2.48) es calculada en cada iteración
hasta la estimación definitiva en el tiempo de muestreo l. La ganancia de corrección
de sesgo óptimo es planteada como la minimización del error MSE con respecto a la
ganancia GNPG; considerando las identidades ∂

∂x
trXBXT = XBT +XB, ∂

∂x
trAXT =

A y ∂
∂x
trXA = AT , la ganancia es definida como KUF

n = mı́nKn
tr (P+

n )

KUF
n = P−

n H
T
n

(

Hn(P
−

n + FnQnF
T
n )H

T
n +Rn

)

−1
. (2.49)

donde P−

n = FnPn−1F
T
n +DnQnD

T
n
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Caṕıtulo 3

Métodos de estimación para

observaciones inciertas

Hasta hace algunos años, el problema inicial de estimación lineal se basaba
en asumir dos importantes hipótesis; que las mediciones de las variables del sistema
ofrecen exactamente la información del desempeño del sistema y las perturbaciones
que inciden en el proceso son únicamente interpretados como ruido blanco aditivo. Los
avances en el estudio de estimación de estados y modelado de sistemas a lo largo de estos
años, ha demostrado que estas hipótesis no son del todo ciertas en el mundo practico.
Las mediciones de los sistemas frecuentemente estan expuestas a diversos factores
desde el daño de los dispositivos, variaciones en el medio o errores de comunicación
que reducen la certidumbre de las observaciones obtenidas y la posibilidad de que
impliquen desaciertos es grande. Estas suposiciones ha motivado al análisis de técnicas
de estimación bajo consideraciones de sistemas con errores tanto en el modelado, como
en las señales de medición, definiendo el termino de observaciones inciertas.

Aunque, bajo estas condiciones de sistemas con mediciones inciertas, en la
literatura se han planteado diversos algoritmos con el fin de obtener estimaciones
óptimos o subóptimos, existe un alto grado de discrepancia sobre la generalización de
como interviene las perturbaciones en los fallos en las observaciones y pocos se enfocan
en situaciones prácticas. Por ejemplo: algunos autores consideran que, en aplicaciones
como el control de un robot, o la navegación de quipos manejados remotamente donde
se requiere disponer del seguimiento de un objeto continuamente, el escenario común
de incertidumbre consiste en retrasos de datos en un tiempo constante; sin embargo,
debido a la naturaleza aleatoria de los errores en los canales de comunicación, es acertado
asumir que las observaciones llegan aleatoriamente al procesador y con un alto grado
de probabilidad de pérdida de datos [23, 24]. En este trabajo de tesis, con el fin de
realizar un amplio estudio de la literatura sobre modelado y estabilidad de los posibles
escenarios de incertidumbre se propone el siguiente ejemplo de un escenario t́ıpico de
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los errores en los datos transmitidos como se ilustra en la Figura (3.1).

Figura 3.1. Escenario básico de retrasos de un paso de muestreo y perdida de datos.

Tres situaciones fundamentales se pueden observar,

Caso Regular: definimos un caso regular cuando las señales medidas por el sensor
son enviadas y observadas por el estimador adecuadamente en el intervalo de
tiempo correspondiente. En la figura (3.1) una transmisión correcta es identificada
cuando en y1 y y5 se reciben los datos x1 y x5 en el intervalo de tiempo
correspondiente [t1, t2] y en [t5, t6], respectivamente.

Retraso de datos: la señal de observación es considerada retrasada, cuando la
información transmitida por los sensores no es recibida en el intervalo de tiempo
correspondiente. Un dato puede retrasarse desde un paso de muestreo hasta kn
pasos de muestreo. k = 1, 2, · · ·Kn. En la práctica, usualmente un paquete de
datos tiene un tiempo de retraso de 1,2, hasta 3 muestras; sin embargo, existen
algunas aplicaciones donde el número de pasos de retraso puede incrementar
debido a severos problemas en el medio que se desarrolla el sistema como por
ejemplo los sistemas con comunicación bajo el agua. Por lo tanto, posibles
retrasos con Kn muestras de retraso son consideradas. Evaluar en su totalidad
el comportamiento propio del sistema es vital para tener una mejor comprensión
de las señales recibidas. En la figura (3.1) retrasos de un paso de muestreo son
observados en la señal recibida y3(x2), debido a que x2 no es percibido en el
intervalo de tiempo que le corresponde [t2, t3] si no en el siguiente intervalo [t3, t4].

Perdida de datos: Sucesivos número de retraso de datos, aśı como también
obstrucciones en la comunicación y los instrumentos de medida puede limitar los
datos recibidos observando la pérdida de un dato o datos contiguos; un dato es
considerado perdido cuando este no llega en el intervalo de tiempo correspondiente
o no se observa en intervalos de tiempo contiguos. De acuerdo al ejemplo, la
perdida de datos se presenta en dos situaciones: un dato retrasado (x2) puede
generar la pérdida del dato siguiente (x3) si la latencia de este último es grande,
o un dato retrasado (x4) puede perderse, si la latencia del dato siguiente (x5) es
pequeña. Finalmente, la pérdida del dato es interpretada como un valor nulo o
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ruido. Desde el punto de vista de algunos autores, los eventos de retraso y pedida
de datos no deben ser estudiados de forma independiente, ya que significantes
retrasos originan la perdida de información [25].

Una vez conocido los posibles escenarios de la llegada de los datos desde que
son enviados del nodo principal hasta el procesador; el desarrollo de este trabajo será
ejecutado a través de la interpretación de los acontecimiento de fallos desde el enfoque de
la probabilidad del suceso, dividiendo en dos categoŕıas; retrasos conocidos o aleatorios
[26].

Actualmente, en la literatura el problema de observaciones inciertas es
abordado por diferentes metodoloǵıas desde el enfoque de modificar el modelo
matemático del proceso y de las observaciones para tener una mejor generalización
de la descripción de dichas incertidumbres. Tres escenarios son principalmente
implementadas a este tipo de problema para reducir la dimensión de los errores en
los datos manipulados [27, 28]: retrasos de muestras en tiempos conocidos, eventos
aleatorios independiente o dependientes y correlación de las variables en la operación
entre diversos fallos [29, 30].

Estos sucesos serán resumidos a través de los siguientes modelos matemáticos:
modelo libre de fallos, modelo con fallos determińısticos y modelos con fallos aleatorios.
Dentro de esta última categoŕıa se explorará el modelado de retrasos con 1-paso de
muestreo y pérdida de datos, y el modelado de retrasos y pérdida de datos en múltiples
tiempos de muestreo. Para unificar las condiciones de operación en las posteriores
argumentaciones asumiremos que los diversos fallos en el sistema son satisfactoriamente
monitoreados y la probabilidad de ejecución de los eventos es conocido.

Modelo libre de fallos: El enfoque de modelos libre de fallos hace referencia
a la interpretación de la dinámica de un sistema de redes con comunicación
inalámbrica bajo condiciones ideales de trabajo son consideradas. Este modelo no
caracteriza el efecto de perturbaciones o variaciones que deterioran la fiabilidad
de la información transmitida.

Modelo con fallos determińısticos: el modelado de posibles fallos en las mediciones
recolectadas por el procesador como son los retrasos constantes en las señales
transmitidas será investigado en esta etapa. El efecto del número de muestras
retrasadas en el modelo matemático del sistema para demostrar la efectividad
de algoritmos de estimación será evaluado a través de tres técnicas de filtrado.
Esta interpretación puede ser dif́ıcil de satisfacer especialmente en sistemas con
transmisiones inalámbricas.

Modelos con fallos aleatorios: Finalmente una amplia gama de eventos que
inciden en la eficacia del diseño de modelado será considerada para concluir
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la eventualidad de fallos en las mediciones de acuerdo con la probabilidad de
ocurrencia. Uno, dos, hasta múltiples tiempos de muestreo serán analizados en el
retraso de los datos y consecutivas pérdidas.

Para alcanzar un apropiado diseño de los algoritmos de estimación seguiremos
los siguientes pasos:

Modelado matemático del sistema bajo la consideración de detección de
propiedades de fallo observadas por las mediciones experimentadas en el actuador.

Adaptación de las condiciones de operación para lograr un análisis e
implementación accesible de los algoritmos.

Diseño de algoritmos de estimación basado en los modelos con fallos.

3.1. Mediciones con retrasos determińısticos

Durante la operación de sistemas, los diversos factores de perturbación que
inciden en el proceso pueden repercutir a la información recolectada por los sensores de
manera constante y conocida. Aunque esta situación es poco probable en la práctica,
esta hipótesis consiste en uno de los conceptos más utilizados en la investigación debido
a su sencilles y fácil interpretación [31]. De acuerdo con diversos autores [32–34] la
estabilidad del sistema con retrasos se puede lograr asumiendo una asociación lineal de
los datos retrasados con el tiempo de muestreo actual. Esto significa que los datos
recibidos en el tiempo de muestreo n son interpretados como la información que
pertenecen a un tiempo de muestreo anterior n− kn. Consecuentemente, las siguientes
muestras que se observan en el actuador son retrasadas el mismo número de muestras
kn con una distribución uniforme durante un intervalo de tiempo.

Asuma un modelo del sistema libre de fallos como:

xn = Fnxn−1 + wn ,

yn = Hnxn + vn , (3.1)

donde Fn ∈ RK×K , Hn ∈ RK×M denotan las matrices de la dinámica y observación del
sistema; xn ∈ RK y yn ∈ RM son los vectores de estados y de medición en un tiempo
de muestreo n. Adicionalmente, el ruido del modelo wn ∼ N (0, Q) ∈ RK y ruido de
medición vn ∼ N (0, R) ∈ RM son considerados blanco Gaussiano, no correlacionados
con las matrices de covarianza Q = E{wnw

T
n} ∈ RK×K and R = E{vnv

T
n } ∈ RM×M .
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las mediciones que han sido enviadas a travez de la red y las cuales han sido
alteradas en un numero constante de pasos de retraso kn puede ser expresada como:

zn = Hnxn−Kn
+ vn . (3.2)

Frecuentemente, el número de muestras de retraso es determinado por la
experiencia de operación del sistema o por caracteŕısticas de los instrumentos de
medición como el tiempo de latencia de los datos. Una sola muestra de retraso Kn = 1
o múltiples retrasos Kn > 1 pueden ser considerados. Sin embargo, usualmente en
sistemas prácticos, el número de muestras retrasadas no asciende de Kn = 4 ya que un
mayor orden de retrasos puede producir inestabilidad y la pérdida de datos.

Conociendo el modelo matemático que representa la situación de fallo en el
sistema o de las mediciones adquiridas, posteriormente, el diseño de los algoritmos de
estimación es nuestro objetivo. En el campo de estimadores lineales, una caracteŕıstica
significativa es la estructura del modelo ya que la teoŕıa está basada exclusivamente para
sistemas con estados libres de retrasos como (3.1). Avanzados enfoques para solucionar
cambios en el modelado general del sistema han sido interpretados en su mayoŕıa para
el enfoque de sistemas no lineales como es el caso de los filtros extendidos de Kalman
y no ha otras caracteŕısticas. Con el fin de solucionar esto, en la teoŕıa, encontramos
dos enfoques principales para reformular el modelo de un sistema y obtener una forma
apropiada en dimensiones y con estados libre de retrasos, estos son: sistema de estados
aumentados y la marcha hacia atrás en el tiempo.

Aunque las dos metodoloǵıas son ampliamente utilizadas en el estudio de
modelado de fallos, en este trabajo utilizaremos el enfoque de marcha hacia atrás
en el tiempo por sus determinantes caracteŕısticas como una favorable representación
lineal de los estados anteriores y una mı́nima carga computacional comparado con la
metodoloǵıa de estados aumentados, donde el tamaño de las matrices de transición
aumenta en sus dimensiones según el número de retrasos.

Utilizando el enfoque de marcha hacia atrás en el tiempo, un vector de estados
en el tiempo n− kn puede ser expresado en términos del estado en el tiempo actual n
como

xn−kn = F−kn

(

xn −
kn−1
∑

i=0

F iwn−i

)

, (3.3)

considerando la definición previa, el retraso de un tiempo de muestreo en función de
la medición actual es calculado como xn−1 = F−1 (xn − wn), el retraso de dos tiempos

de muestreo en función de la medición actual como xn−2 = F−2
(

xn −
∑kn−1

i=0 F iwn−i

)

y aśı sucesivamente hasta kn = 1, 2, 3 · · · . Sustituyendo (3.3) en (3.1), la ecuación de
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observación es reescrita libre de retrasos como:

zn = HF−kn

(

xn −
kn−1
∑

i=0

F iwn−i

)

+ vn . (3.4)

Note que la ecuación (3.4) tiene una estructura donde no existe dependencia de los
estados anteriores, lo que lo hace una forma idónea de trabajo. Agrupando algunos
términos, podemos establecer una forma final de la ecuación de observación dada por
zn = H̄nxn + v̄n. Donde la matriz de transición y el ruido de medición son redefinidos
como:

H̄n = HF−kn , (3.5)

v̄n = vn −H

kn−1
∑

i=0

F−kn+iwn−i . (3.6)

El análisis de las actuales equivalencias de las funciones de ruido muestra las
variaciones de enerǵıa producida en estos eventos aleatorios debido a la incidencia de
fallos en las mediciones. Esto permite identificar la oscilación de las señales de datos y
conocer la amplitud y el dominio que ejerce en las originales mediciones del sistema. Para
una situación práctica, la hipótesis de un ruido de medición Gaussiano independiente
de otras fuentes de ruido es desacertada. Ya que existe una pequeña relación entre dos
señales en un intervalo de tiempo.

E{v̄nw
T
n } = HnD̄nQ̄nD̄

T
nHn

T . (3.7)

Considerando estas condiciones, las derivaciones de innumerables algoritmos
basados en parámetros como la varianza de las señales para alcanzar un óptimo o
subóptimo resultado, seŕıa una tarea dif́ıcil donde se debe modificar su diseño para
garantizar la reducción del error debido a la relación que de estas variables. Una
alternativa accesible consiste en establecer la definición de las ecuaciones del sistema
utilizando el método de multiplicador de Lagrange.

3.1.1. De-correlación del ruido

En muchas aplicaciones de estimación debido a las variaciones en el sistema,
las condiciones de diseño pueden cambiar y entorpecer el desempeño del algoritmo. En
la teoŕıa de estimación lineal, una de las propiedades primordiales consiste en demostrar
que la estimación x̂n debe que ser ortogonalmente una proyección de xn en el espacio
abarcado por las observaciones yn. Esto significa que con el fin de obtener el mı́nimo
valor esperado del error de estimación, no debe existir relación entre la información
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de esta señal y las observaciones. De acuerdo con [35], el concepto de de-correlación
es introducido en esta sección para eliminar la relación que existe entre dos variables
aleatorias hasta obtener señales Gaussianos o media cero.

Asumiendo la nueva representación del modelo del sistema

x̃n = xn + Λn (z̄n − zn) , (3.8)

donde xn es el vector de estados del sistema, z̄n es el vector de mediciones y zn es la
ecuación de observación. Reemplazando las correspondientes ecuaciones (3.1) y (3.2) la
ecuación de la dinámica del sistema ahora es reescrita con una estructura usual como:

xn = F̄nxn−1 + un + ζn , (3.9)

donde F̄n = ΛnH̄nF , un = Λnzn y ζn =
(

I − ΛnH̄n

)

wn − Λnv̄n. El principio de no
correlación de la equivalente señal de ruido ζn, ζn ∼ N (0, Qζ) ∈ RK es evidenciada
siguiendo las próximas ecuaciones; donde las variables no conocidas son establecidas
cumpliendo dicho principio.

Qζ = Qζ = E{ζnζ
T
n }

= E{
[(

I − ΛnH̄n

)

wn − Λnv̄n
] [(

I − ΛnH̄n

)

wn − Λnv̄n
]T
}

= Q+ ΛnH
kn−1
∑

i=1

F iQF iTHTΛT
n + ΛnRnΛ

T
n . (3.10)

Cumpliendo la condición E{ζnv̄
T
n } = 0 la variable de Lagrange Λn es definida

como:

Λn = −Q
(

HF−kn
)T

(

Rn +H
kn−1
∑

i=1

F iQF iTHT

)−1

} . (3.11)

La evaluación de propuesto modelo para un sistema con mediciones retrasadas
en un tiempo constante será realizada en la siguiente sección donde los algoritmos de
filtro Kalman, filtro H∞ y el filtro UFIR serán modificados y desarrollados bajo la
consideración de estos nuevos modelos.

3.1.2. Filtro UFIR para retraso determińısticos

Dentro del área de investigación de estimadores para sistemas con fallos
diversas metodoloǵıas han sido desarrolladas con fin de estimar lo mas acertado posible
a la realidad los estados del sistema a pesar de que sus mediciones están contaminadas
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por inexactas informaciones del proceso. Por ejemplo: el filtro Kalman [24,36,37], filtro
H∞ [38, 39], estimadores óptimos, adaptivos [40], filtros de part́ıculas [41] son alguno
de estos. Aunque los resultados obtenidos por estas metodoloǵıas representan un gran
avance en la investigación de los sistemas de redes de sensores, un primordial objetivo
continúa siendo ampliar la robustez de estas metodoloǵıas para casos con múltiples
variaciones. Es por esta razón que el filtro UFIR es introducido en este campo por
primera vez en [42]. A continuación, podemos encontrar el diseño e implementación de
filtro UFIR aplicado a sistemas con retrasos determińısticos y perdida de datos, el cual
consiste en el primer caso de estudio de este trabajo.

Las particularidades del filtro UFIR como ignorar la relación de las señales de
ruido debido a la caracteŕıstica de una condición insesgada E {x̂n} = E {xn} facilita
la aplicación de esta metodoloǵıa sin la exigencia de concretar de las condiciones de
no-correlación comparado con otros algoritmos. Para estar seguro de esto, considere
el modelo (3.4), combinando con (3.1) y (3.9) y rechazando el ruido, alcanzamos la
identidad

(

I − ΛnH̄n

)

xn =
(

I − ΛnH̄n

)

Fnxn−1, lo que significa que Λn no afecta
la estimación de UFIR. Por lo contrario, el filtro Kalman y H∞ requieren de la
de correlación de las señales de ruido apara obtener un apropiado diseño bajo sus
condiciones de operación.

Siguiendo las etapas de diseño en la sección (2.5) y considerando un numero
de retrasos kn > 0 en la ecuacion de observación (3.4) el diseño del filtro UFIR es
presentado a continuación.

Primero, el ajuste del modelo en el horizonte [m,n] es definido por:

Xm,n = FNxm +DNWm,n , (3.12)

Ym,n = Hm,nxm +Gm,nWm,n + Vm,n , (3.13)

donde las matrices augmentadas son:

FN = [I F T . . . FN−1T ]T , (3.14)

DN =















I 0 . . . 0 0
F I . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

FN−2 FN−3 . . . I 0
FN−1 FN−2 . . . F I















, (3.15)

Hm,n = H̄mFN , (3.16)

Gm,n = H̄m,nDN , (3.17)

H̄m,n = diag
(

HF−km HF−km+1
··· HF−kn

)

, (3.18)
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Las dos etapas de diseño del filtro UFIR para computar la estimacción del
vector de estados x̂n, y el error de covarianza P−

n es formalmente descrito por el siguiente
conjunto de ecuaciones:

Filtro UFIR en forma de lote: la estimación inicial de los estados del sistema en
el intervalo de muestras [m, s] es alcanzada por el filtro UFIR en forma de lote
utilizando la condición de insesgado E {x̂s} = E {xs} como:

x̂m,s = (C̃T
m,sC̃m,s)

−1C̃T
m,sYm,s , (3.19)

donde la ganancia del filtro es establecida de acuerdo a las variaciones y muestras
retrasadas xkn y por la matriz C̃m,s como:

C̃m,s =











HF−N+1−kn

...
HF−1−kn−1

HF−kn











. (3.20)

Algoritmo iterativo del filtro UFIR:

La estimación actualizada en cada tiempo de muestreo en el intervalo [s, n] del
vector de estados es alcanzada considerando la previa estimación en forma de lote
utilizando la estimación previa como condición inicia en s− 1 como:

x̂s = x̂−s + GsH̄
T
s

(

ys − H̄sx̂
−

s

)

, (3.21)

donde, la ganancia de estimación depende de la nueva representación del modelo
matemático del sistema donde las mediciones retrasadas son ajustadas.

Gl = [H̄T
l H̄l + (FGl−1F

T )−1]−1 . (3.22)

Un pseudocódigo del filtro UFIR es enlistado en el Algoritmo (2) para el ejemplo
cuando mediciones con retrasos conocidos hasta kn muestras son recibidas.

3.1.3. Errores de estimación

La medición del ruido y la autocorrelación que tienen estas señales, nos
ofrecen información sobre la repercusión que ha ocasionado recibir mediciones que no
corresponde a su tiempo actual de operación. Optimizar la ganancia del filtro de acuerdo
con la covarianza del error de estimación, logra minimizar el efecto de estos errores en
la aplicación. Resultando, en el siguiente problema de optimización
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Algorithm 2: Algoritmo UFIR para sistemas con mediciones retrasadas en
kn muestras.
Data: yn,kn, N , κn
Result: x̂n
begin

for n = N − 1 : ∞ do
m = n−N + 1, s = n−N +K;
H̄n = H + α1,nHF

−kn ;
Gs = (C̃T

m,sC̃m,s)
−1;

x̃s = GsC̃
T
m,sYm,s;

for l = s+ 1 : n do

Gl = [H̄T
l H̄l + (FGl−1F

T )−1]−1;
KU

l = GlH̄
T
l ;

x̃l = F x̃l−1 +KU
l (yl − H̄lF x̃l−1);

x̂n = x̃n;

† Datos y0, y1,... ay Ym,s

mı́n
KUF

n

Pn = mı́n
KUF

n

Tr(ε
{

ene
T
n

}

) , (3.23)

donde definiendo el concepto de error de estimación como en = xn− x̂n y la covarianza
de esta señal como Pn = E

{

ene
T
n

}

, para cada iteración en el tiempo de muestro estos
vectores son calculados como: Sustituyendo la estimación del filtro en forma de lote
(3.19)

ε = FN−1xm +D(N)
n Wm.n −Hm,nYm,n , (3.24)

Pn = (D(N)
n −Hm,nYm,n)Q̄n(D

(N)
n −Hm,nYm,n)

T +Hm,nRnH
T
m,n , (3.25)

aśı mismo, sustituyendo la estimación del filtro iterativo (3.21)

εn = Fxn−1 +Dnwn − F x̂n−1 − GnH̄
T
n (yn − H̄nFnx̂n−1) , (3.26)

Pn = (I − GnH̄
T
n H̄n)(FPn−1F

T −DnQnD
T
n )(I − GnH̄

T
n H̄n)

T + GnH̄
T
n R̄nG

T
n H̄n . (3.27)

Considerando las identidades ∂
∂x
trXBXT = XBT + XB, ∂

∂x
trAXT = A y

∂
∂x
trXA = AT , un mı́nimo error de estimación es generado por:

Tr(P−

n − 2P−

n H̄
T
n H̄nGn + GnH̄

T
n [H̄n(P

−

n +
∑

n
)H̄T

n + R̄n]H̄nGn) , (3.28)
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donde
∑

n =
∑kn−1

i=0 F iQF iT y P−

n = FPn−1F
T + Q y la ganancia optima del filtro

UFIR es expresada como

KUF
n = Gopt

n H̄T
n = P−

n H̄
T
n [H̄n(P

−

n +
∑

n
)H̄T

n + R̄n] . (3.29)

El predominio de las muestras retrasadas xkn en el desempeño del algoritmo, es
claramente observado en el diseño de la ganancia de estimación. Cuando la cantidad de
pasos de retraso kn aumente, la suma acumulativa de Q en

∑

n incrementa, ejerciendo
mayor error en las variables estimadas.

3.1.4. Estimación de estados con pérdida de datos

Un permanente reto en aplicaciones de control consiste en la distribución
certera de la información en lazos de realimentación. En aplicaciones de WSNs donde
una estructura centralizada no es empleada, y el intercambio de paquete de datos
se ve afectada por algunos frecuentes factores como congestión en los canales de
comunicación o la colisión de paquetes; la certeza de los datos transmitidos está
altamente comprometida por la pérdida de paquetes de datos.

La implementación de lazos de control con datos faltantes en el vector de
información puede ocasionar secuelas en la vulnerabilidad de la aplicación, bloqueo
de la marcha o hasta la pérdida de productividad y dinero. La colaboración de
una explicita descripción de los eventos de fallo y estrategias de compensación que
pueden prevenir o solucionar limitaciones intŕınsecas en el procesamiento de cualquier
medición con abandono de datos, esta es una etapa crucial para obtener una acertada
estimación del comportamiento de las variables de estado del sistema. En este contexto,
antes de continuar con las derivaciones matemáticas de los filtros de estimación ahora
considerando los eventos de mediciones con datos faltantes, un acorde resumen de los
actuales métodos para la estabilidad de mediciones con pérdida de datos es presentado
a continuación.

Modelado de pérdida de datos

Los constantes avances en la investigación de comunicación inalámbrica y
aplicaciones que utilizan este medio de transmisión han deducido algunas soluciones que
contrarresten el efecto de estos indeseados problemas como la cooperación en distancia
entre nodos, extender el número de nodos de centro de preprocesamiento, progresos
en estrategias de protocolo de transmisión, limitar la carga computacional o regular la
potencia de transmisión de los datos entre otros. Aunque estas estrategias de ajuste
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han logrado apropiadas mejoras, su enfoque ha sido plenamente desde un criterio f́ısico,
lo cual puede ocasionar el alza de costos y aun no tener la certeza datos precisos.

Recientes contribuciones en diseño de filtros y modelado de sistemas han
discutido posibles estrategias para representar la amplia gama de sucesos de llegada
de los datos. Dos enfoques principales son discutidos de acuerdo con la incidencia de
los datos transmitidos.

Entrada-cero: El termino de entrada-cero es una de las condiciones más generales
de interpretación de la perdida de datos; el cual consiste en deducir un dato nulo
o solo ruido cuando existe una baja resolución de los datos o nada en el paquete
de datos. Utilizar señales con estas caracteŕısticas puede ocasionar la inexactitud
de algunos algoritmos de procesamiento debido al inesperado crecimiento en el
error. De manera predeterminada esta metodoloǵıa es aplicada en la mayoŕıa de
los protocolos de transferencia de datos donde un solo dato es transmitido en cada
momento.

Actualmente, clasificar y encontrar una solución que compense el vaćıo de datos en
un vector de mediciones se ha convertido un tema primordial en muchos trabajos
[43, 44]. Tres estrategias de compensación son principalmente abordadas en este
trabajo de investigación con el fin de evaluar los efectos del error producido debido
a la imprecisión de los datos.

La tradicional sincronización de conocer los acontecimientos de la conectividad
de la red a través de la actual información de valores del reloj de los sensores es
utilizada en algunos trabajos para obtener una mayor simplicidad y practicidad
de modelar la perdida de datos. En [45] variables de decisión son implementadas
para representar la entrega perfecta de la señal o la situación de perdida de datos
asignado valor de 1 o 0 de acuerdo con la información de los dispositivos. Este
enfoque es basado principalmente en manejar el evento de perdida de datos como
un caso aislado al funcionamiento del sistema, por lo que algunos autores aseguran
que esta compensación no es fiable y la incidencia de los retrasos de datos debe
ser considerada debido a la relación de estos dos eventos.

El enfoque de clasificar el evento de la perdida de datos como una consecuencia
de largos intervalos de retrasos de datos además de sucesos ocasionales por
fallos sistemáticos, ha conllevado a categorizar estas actividades como eventos
aleatorios. En [46] un grupo de variables aleatorias de Bernoulli son usadas para
describir el fenómeno de posibles retrasos aleatorios y perdida de paquetes. Ya que
los paquetes de datos no son estampados, conocer la probabilidad y frecuencia de
este suceso es importante para establecer la mejor combinación de dichas variables
que describe este evento.

Incrementar la fiabilidad de la información procesada a pesar de posibles pérdidas
de datos, es posible a partir del análisis de convergencia de esta señal. La estrateǵıa
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de compensación por predicción es considerada una técnica avanzada y novedosa
comparada con técnicas tradicionales de compensación debido a los superiores
beneficios derivados al aprovechar una mayor información del sistema y de los
datos recibidos [47, 48].

Entrada mantenida: La evolución en los protocolos de comunicación de datos ha
establecido algunas condiciones de transmisión que han favorecido en equilibrar
el esfuerzo que realiza un sistema cuando se manifiestan perdida de datos en una
señal de control, pero ha logrado desfavorecer en otros aspectos. La clasificación
de entrada mantenida consiste en todas aquellas estrategias de compensación
que utilizan la múltiple transmisión de los datos para completar la serie de
datos carente en un paquete. Dentro de este campo de estrategias podemos
encontrar dos caminos de manipulación de los datos de acuerdo con la capacidad
de computación de cada aplicación. En [49, 50] la última medición o entrada
de control recibida es transmitido múltiples veces para evitar la posible pérdida
de datos. Un subóptimo desempeño puede ser obtenido por esta estrategia en
aplicaciones altamente variables como el seguimiento de una trayectoria, ya que
solo el último dato recibido es utilizado como una aproximación de los datos
presentes e ignoramos toda la información previa de la señal. Por lo contrario,
en aplicaciones con señales estables donde el valor previo y valor actual tienen
pequeñas variaciones, la compensación de entrada mantenida comparada con la
compensación de entrada cero demuestra significativas mejoŕıas de desempeño.
El segundo camino comunmente analizado, comparada con la anterior estrategia
donde un solo dato es aceptado en el centro de procesamiento, consiste en
una avanzada consideración para obtener una mejor aproximación de los datos
perdidos es asumida en [51]. El caso de la llegada de múltiples paquetes en el
procesador, generando un confiable conjunto de información del comportamiento
de las variables del sistema es considerado. Mas información pueden ser de
mayor ayuda para hacer una estimación más confiable. Elemento de memoria
como buffers deben ser utilizados para almacenar los datos transmitidos, lo cual
incrementa el costo de computación.

3.1.5. Estimador de estados UFIR para mediciones con retraso

deterministas y pérdida de datos

En particulares aplicaciones de procesos industriales, las diversas
incertidumbres que inciden en el funcionamiento del sistema están completamente
asociadas con diferentes niveles de daños operacionales y consecuentemente reflejados
en diversos errores en las mediciones. Una de las principales conclusiones en esta clase
de sistemas, es proyectar los diversos tipos de fallos como una sociedad que operan
conjuntamente. Existen varios enfoques que resuelven el problema de una conjunta
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estimación asumiendo la relación de los problemas de retrasos y pérdida de datos; en
estos la eficiencia alcanzada se puede medir de acuerdo con el ejemplo de habilidad de
compensación manejada.

Continuando con el análisis de sistemas con mediciones retrasadas en una
cantidad de muestras conocidas, en esta etapa el diseño del filtro UFIR aborda la
estimación de estados ahora incluyendo posibles pérdidas de datos. La distribución de
estos sucesos será representada por el sencillo caso de utilizar la actual información de
valores del reloj de los sensores.

Considere el modelo discreto lineal de un sistema en (3.1), pero con un modelo
de observación donde incluya los eventos de retrasos y perdida como la siguiente
ecuación

zn = κnHxn−kn + (1− κn)ỹn + vn , (3.30)

donde κn es la variable de decisión que indica la señal recibida; si κn = 1 la señal
transmitida es interpretada como recibida correctamente zn = Hxn−kn + vn, lo que
significa que en este caso, la señal de observación contiene retrasos constantes; o en
el caso contrario, si κn = 0 el caso de pérdida de datos es asumida y la estrategia de
predicción es aplicada zn = ỹ donde ỹn = HFxn−1.

El diseño del algoritmo de estimación es desglosado con un procedimiento
equivalente a la sección (3.3) cuando κn = 1 ya que el acontecimiento de recibir los
datos adecuadamente sobre el retaso determińıstico de las señales de medición es el
mismo. Sin embargo, cuando κn = 0 el evento de pérdida de datos es compensado por
la predicción del comportamiento de las mediciones, utilizando la información de del
sistema y mediciones anteriores. En resumen, el algoritmo del filtro UFIR para sistemas
con mediciones retrasadas y pérdida de datos se expone en el Algoritmo (3).

3.2. Mediciones con retrasos aleatorios

Asumir que los eventos de fallos en las mediciones acontece como incidentes
constantes y que no vaŕıan en el tiempo representa una discordancia sobre el
funcionamiento general de aplicaciones reales de sistemas. Frecuentemente, en la
implementación real de procesos existen innumerables fuentes que inciden y perturban
el desarrollo natural de estos procedimientos generando significativas variaciones
observadas principalmente en las señales de medición. En los sistemas WSNs, la
transmisión de datos por canales inalámbricos consiste en uno de los principales
argumentos responsables de fallos en las señales de observación. Consecuencias como
incremento en el tiempo de latencia, retrasos, perdida de datos o intermitencias en las
mediciones transmitidas hasta un nodo central de procesamiento son frecuentemente
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Algorithm 3: Algoritmo UFIR para mediciones retrasadas y pérdida de datos

Data: yn,kn, N , κn
Result: x̂n
begin

for n = N − 1 : ∞ do
m = n−N + 1, s = n−N +K;
if κn = 0 then

yn = HFx̂n−1;

H̄n = H + α1,nHF
−kn ;

Gs = (C̃T
m,sC̃m,s)

−1;

x̃s = GsC̃
T
m,sYm,s;

for l = s+ 1 : n do

Gl = [H̄T
l H̄l + (FGl−1F

T )−1]−1;
KU

l = GlH̄
T
l ;

x̃l = F x̃l−1 +KU
l (yl − H̄lF x̃l−1);

x̂n = x̃n;

† los datos y0, y1,... and Ym,s

producidas por circunstancias imprevisibles como un limitado ancho de banda,
congestión en la red, entre otros. El modelado de estos sucesos ha sido ampliamente
estudiado, demostrando en general un comportamiento aleatorio regido por las
propiedades estad́ısticas de cada aplicación. En este contexto, la distribución binaria
de Bernoulli como una herramienta fundamental para el modelado de observaciones
aleatorio [52, 53] es indispensable.

De acuerdo con cada aplicación el modelado de la señal de observación puede
ser representada como una combinación de variables aleatorias. En la literatura podemos
encontrar diversos enfoques de este concepto, desde la sencilla intermitencia entre ruido
y las mediciones hasta considerar grandes muestras de retraso y perdida de datos.
Bajo estas consideraciones, importantes contribuciones en la ejecución de objetivos de
estimación como el filtrado con una mı́nima diferencia en la señal de error han sido
deducida para la formulación del adecuado comportamiento del sistema. A pesar de la
importancia que ha ganado los filtros robustos de estimación en los últimos años, el
filtro de respuesta infinita al impulso utilizando la condición de no sesgo es utilizada
por primera vez en este trabajo de tesis para la estimación de estados en sistemas con
observaciones inciertas. Con el fin de realizar una amplia reseña de los diversos casos de
modelado de incertidumbres, tres casos son planteados. Iniciando por considerar que las
observaciones pertenecen aleatoriamente a las mediciones presentes y a las mediciones
en un tiempo de muestreo anterior. Posteriormente se supone que los eventos de retrasos
de datos y perdida de información ocurren con una probabilidad de dependencia y para
finalizar, una extensión del caso anterior es planteado dificultando su desarrollo por
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múltiples retrasos en tiempo de muestreo y perdida de datos son asumidos. El algoritmo
de estimación UFIR se resolverá para los tres casos planteados considerando que solo
la se tiene medición de una de las variables del sistema y las propiedades estad́ısticas
de segundo orden de las señales del sistema y señales de ruido no son conocidas.

Uno de los principales enfoques consiste en el filtro Kalman. Aunque
este método de estimación de estados ha sido desarrollado satisfactoriamente para
compensar el aumento de la inexactitu por variaciones aleatorias [24,54] [47,55], algunas
desventajas son observadas especialmente en situaciones con grandes incertidumbres y
perdidas de datos durante largos intervalos de tiempo. Con el fin de compensar alguna
de estos errores, técnicas más robustas son consideradas. El filtro robusto H1 [56, 57]
y el filtro H∞ [58, 59] son desarrollados bajo suficientes condiciones de convergencia
con el fin de generalizar la minimización de los picos de enerǵıa en los casos de
errores. Avanzados enfoques de estimadores robustos han sido abordados para afianzar
respuestas asintóticamente estables en situaciones de altos grados de intensidad de
variaciones en [60]. Algunas otras técnicas de algoritmos óptimos y sub-optimos como
filtros de part́ıculas y estimaciones Bayesianas han sido usadas en [61,62] y [63–66] con
el fin de corregir el rendimiento de aplicaciones vulnerables a estos problemas utilizando
las funciones de covarianza de las señales.

Diversos tipos de modelos matemáticos son planteados en la literatura para
describir los posibles sucesos aleatorios de fallos en las mediciones o en el conducta del
sistema a través de la combinación de variables aleatorias [49,50,54,67]. En este caṕıtulo,
un extenso estudio de diversos modelados de observaciones inciertas es propuesto.

3.2.1. Mediciones con retrasos de 1-paso de muestreo

Considerando el modelo estándar de un sistema lineal en variables de estado
con ruido blanco es expresado como:

xn = Fnxn−1 + wn , (3.31)

yn = Hnxn + vn , (3.32)

Un t́ıpico escenario de los vectores de medición que son transmitidos a través
de comunicaciones inestables donde los datos pueden ser vulnerables a retrasos de un
paso de muestreo es ilustrado en la siguiente figura.

Aqúı, los mediciones xn en el tiempo discreto tn pueden ser recibidos como
yn con algún tiempo de latencia entre el tiempo tn y tn+1 para definir una transmisión
correcta. Si el paquete de datos en xn no llega en este intervalo, el caso de un retraso
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Figura 3.2. Tipico scenario de Comunicaciones retrasada en un tiempo de muestreo.

o perdida del dato es asumido. En este ejemplo, el dato x1 puede llegar en diferentes
intervalos de tiempo como x

(1)
1 and x

(2)
1 . Definimos que no existe retraso cuando y1 =

x
(1)
1 , pero si existe retraso de un paso de muestreo cuando y2 = x

(2)
1 .

Considerando este tipo de escenario, dos casos principales sobre el modelado
de la señal de observación puede ser descrito en base al protoclo de transmisión de los
datos. Usualmente el enfoque de un único envio de datos, donde se debe almacenar los
datos previamente enviados o el enfoque de múltiple env́ıo de datos son analizados.

Mediciones retrasadas

Una de las técnicas frecuentemente empleadas en los protocolos de transmisión
para asegurar que ningún faltante llega en la señal transmitida consiste en almacenar
la última medición que ha sido enviado para retransmitirla numerosas veces. La
implementación de esta técnica puede producir algunos efectos no favorables como un
mayor consumo de enerǵıa de los dispositivos, aśı como también, la congestión de la red
debido al múltiple envió de los datos; sin embargo, la sencilles de esta metodoloǵıa ha
permitido que sea implementado en muchos protocolos de transmisión, generalizando
el conocimiento del comportamiento de las variables recibidas en algunos sistemas,
favoreciendo como un estándar en la industria.

Usualmente esta transmisión es representada como:

zn = θnyn + (1− θn) yn−1 , (3.33)

donde los eventos aleatorios son caracterizados por la variable aleatoria de Bernoulli θn
que toma valores entre 0 ≤ θn ≤ 1 con probabilidad P {θn = 1} = θ̃n, P {θn = 0} =
(1− θ̃n).
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De acuerdo con (3.33) si θn = 1 el caso de un env́ıo correcto es considerado,
denotando que en la señal observada el dato equivale a la medición en el tiempo de
muestreo correspondiente zn = yn con probabilidad θ̃n; por lo contrario, si θn = 0 existe
un retraso; el dato correspondiente al muestreo anterior n − 1 es recibida en n como
zn = yn−1 con una probabilidad 1− θ̃n.

Un ejemplo especifico de un vector de mediciones recibida con este tipo de
caracteŕısticas es representado en la Tabla 3.1. Donde observamos que las mediciones
enviadas en el instante 1, 2, 5, 7 y 8 llegan satisfactoriamente al centro de procesamiento
como y(1), y(2), y(5), y(7) y y(8); mientras que los datos del instante 3, 6 y 9 se han
retrasado ocasionado que los datos observados en esos tiempos de muestreo sean y(2),
y(5) y y(8). Es importante notar que, aunque ningún dato nulo es observado en el
vector de llegada, las mediciones correspondientes a los instantes n = 4 y n = 6, se han
perdido, introduciendo adicionales errores en la señal.

Tabla 3.1. Ejemplo transmisión de datos con retrasos de un tiempo de muestreo .

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9

θn 1 1 0 0 1 0 1 1 0
Zn y(1) y(2) y(2) y(3) y(5) y(5) y(7) y(8) y(8)

Ahora, definido el modelo del sistema y el modelo de la señal de observación,
el algoritmo de estimación insesgada FIR será desarrollada para sistemas lineales con
fallos aleatorios. Reemplazando la definición del vector de medición y del estado anterior
respecto a los estados presentes dado por xn−1 = F−1xn − F−1wn, la ecuación de
observación se puede reescribir como:

zn = (θnH + (1− θn)HF
−1)xn + θnvn + (1− θn) vn−1 − (1− θn)HF

−1wn , (3.34)

la señal de observación muestra que existe v́ınculos entre las variables independientes
de ruido de medición y modelado; lo cual requiere una posterior adecuación del sistema
para asegurar la de correlación de estas dos variables.

Para facilitar las siguientes derivaciones, un sistema con parámetros
determińısticos que no vaŕıan con el tiempo es asumido. Agrupando los términos de
la ecuación de observación para obtener una forma estándar zn = H̄nxn + v̄n , las
matrices son definidas como:

H̄n = θnH + (1− θn)HF
−1 , (3.35)

v̄n = θnvn + (1− θn) vn−1 − (1− θn)HF
−1wn , (3.36)

y la covarianza del ruido de medida R = E
{

v̄nv̄
T
n

}

es:

R̄n = θ̄0,nRn +
(

1− θ̄0,n
)

Rn−1 +
(

1− θ̄0,n
)

HF−1QnF
−THT . (3.37)
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En base al proceso de de-correlación en (3.8)-(3.11), el modelo del sistema
puede ser reescrito con una estructura convencional donde se reduce las posibles
interferencias por la relación de ruido por:

xn = F̄nxn−1 + un + ζn , (3.38)

donde Ān = (I − θnΛnH − (1− θn) ΛnHF
−1)F , un = Λnzn y ζn = (I − θnΛnH)wn −

θnΛnvn − (1− θn) Λnvn−1.

Qζ = (I − θ̄0ΛnH)Qn(I − θ̄0ΛnH)T + θ̄0,nΛnRnΛ
T
n + (1− θ̄0,n)ΛnRn−1Λ

T
n , (3.39)

Λn = [−(1− θ̄0)QnF
−THT ][θ̄0Rn + (1− θ̄0)Rn−1]

−1 . (3.40)

Filtro UFIR retrasos aleatorios Dado el modelo del sistema con una
estructura lineal y variables Gaussianas, cualquier algoritmo de estimación puede ser
aplicado. A continuación, de acuerdo con la teoŕıa en la sección (2.5) y el proceso
seguido en [68] un resumen de las ecuaciones derivadas en el algoritmo UFIR para
obtener mayor robustez ante errores de modelado y mediciones como son los retrasos
de datos será presentado

Filtro UFIR en forma de lote: la estimación de las variables de estado del sistema
en el intervalo de muestro [m, k] son calculados como:

x̂k = GkC̃
T
m,k (Zm,k) , (3.41)

donde Zm,k es el vector de observación, la ganancia generalizada de potencia del
ruido es Gk = (C̃T

m,kC̃m,k)
−1 y la matriz C̃m,k en el intervalo de muestras [m, k] es:

C̃m,k =











θnHF
−K+1 + (1− θn)HF

−K

...
θnHF

−1 + (1− θn)HF
−2

θnH + (1− θn)HF
−1











, (3.42)

Filtro UFIR iterativo:la estimación de los estados es organizada utilizando las
siguientes recursiones para cada tiempo de muestreo n

x̃−n = F x̃n−1 , (3.43)

Gn = [H̄T
n H̄n + (FGn−1F

T )−1]−1 , (3.44)

x̃n = x̃−n + (GnH̄
T
n )(zn − H̄nx̃

−

n ) . (3.45)
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INCIERTAS

Con el fin de comparar el alcance del diseño del filtro UFIR y la metodoloǵıa
utilizada para reducir el esfuerzo de conocer variables en tiempos anteriores, el siguiente
desarrollo de un estimador optimo desde el enfoque del error de estimación considerando
condiciones de mediciones retrasadas es analizado.

en = xn − x̂n

= xn − (I −KnH̄n)x̂
−

n +KnZn

= xn − (I −KnH̄n)(xn + e−n ) +Kn[θnyn + (1− θn) yn−1]

= xn − (I −KnH̄n)(xn + e−n ) +Kn [θn(Hnxn + vn) + (1− θn) (Hxn−1 + vn−1)]

= (F − (I −KnH̄n)F +KnθnHF +Kn (1− θn)H)xn−1 + (I − (I −KnH̄n)

+KnθnH)wn − (I −KnH̄n)e
−

n +Knθnvn +Kn (1− θn) vn−1 , (3.46)

Asumiendo una estimación insesgada donde E [en] = 0 con ruido de media cero

E
[

(F − (I −KnH̄n)F +KnθnHF +Kn (1− θn)H)
]

E [xn−1] = 0 , (3.47)

Si E [xn−1] ̸= 0
H̄n = θnHF

−1 + (1− θn)H , (3.48)

y finalmente, la expresión de la ganancia del filtro debe ser diseñada cumpliendo el
siguiente problema de minimización.

mı́n
K(n)

Jk = mı́n
K(n)

Tr
(

E
{

ene
T
n

}

| Zn

)

.

Mediciones con muestras retrasadas y perdida de datos

Una transmisión sencilla es una de las estrategias más aprovechadas para
asegurar una de las métricas principales de los protocolos de comunicación inalámbrica,
la cual consiste en un consumo eficiente de enerǵıa. Estas condiciones de operación
pueden asegurar un mayor tiempo de vida de los sensores y un menor tráfico de datos
para evitar la congestión de la red. A pesar de ello, esto puede ocasionar algunos efectos
involuntarios cuando situaciones de retraso se presentan, produciendo consecuentemente
la pérdida de datos.

La transmisión de datos con estas particularidades es a menudo modelada en
base a la dependencia de cada evento. por ejemplo, si solo un dato es transmitido y
recibido; cuando la serie datos son recibidos como x

(2)
1 y x

(1)
2 , a la variable y2 se le asigna

un dato retrasado x1 y x2 se pierde. Aśı mismo, cuando los datos son recibidos en la
siguiente combinación x

(1)
1 y x

(2)
2 , el valor observado en y2 es nulo y en y3 se recibe el
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dato x2 con un retraso de un paso. La expresión que resume esta situación está dada
por:

Zn = γ0,nyn + (1− γ0,n) [(1− γ0,n−1) γ1,nyn−1 + (1− (1− γ0,n−1)γ1,n) z̃n] . (3.49)

Aqúı, asumimos que existe pérdida de datos debido a las consecutivas muestras de
retraso, o a daños de los sensores. El método de predicción es utilizado en este desarrollo
con el fin de obtener mayor certeza en los datos extraviados.

z̃n = HFx̂n−1 , (3.50)

donde, zn ∈ RM es el vector de mediciones transmitidas al procesador, z̃n ∈ RM es el
vector de mediciones predichas, x̂n−1 es la estimación disponible γ0,n y γ1,n son variables
aleatorias con una distribución de Bernoulli con probabilidades conocidas,

P{γ0,n = 1} = γ0,n , P{γ0,n = 0} = 1− γ0,n ,

P{γ1,n = 1} = γ1,n , P{γ1,n = 0} = 1− γ1,n ,

γ0,n y γ1,n corresponde al paso de muestreo n y γ0,n−1 en el tiempo de muestreo n− 1;
estos toma valores entre 0 ≤ γ0,n ≤ 1, 0 ≤ γ1,n ≤ 1 con un rango de probabilidad
0 ⩽ {γ0,n, γ1,n} ⩽ 1.

De acuerdo con (3.49), la eventualidad de la muestra actual n dependerá de la
probabilidad del evento previo n− 1; cuando γ0,n = 1 la señal de llegada se obtiene la
medición enviada en el tiempo correcto zn = yn con probabilidad γ0,n; y cuando γ0,n = 0
en n, dos posibles opciones son consideradas: latencia o ningún dato. Si γ0,n−1 = 0 en
n − 1 y γ1,n = 1 en n, significa que el dato anterior que se ha retrasado, llega en la
muestra n como zn = yn−1 con la probabilidad (1 − γ0,n)(1 − γ0,n−1)γ1,n. En el caso
contrario, cuando γ0,n−1 = 0 en n − 1 y γ1,n = 0 en n la predicción de los datos
abandonados en esta sección son manipulados .

Un ejemplo especifico de un vector de mediciones recibidos con este tipo de
caracteŕısticas es representado en la Tabla (3.2). Donde observamos que las mediciones
enviadas en el instante 1, 4, 8 y 9 llegan satisfactoriamente al centro de procesamiento
como y(1), y(4), y(8) y y(9); mientras que los datos del instante 2 y 5 se han retrasado
ocasionado que los datos observados en esos tiempos de muestreo sean z̃(2) y z̃(5).
Adicionalmente, existe perdida de datos en los instantes 7 y 10 donde z̃(7) y z̃(10).

Ahora, definido el modelo del sistema y el modelo de la señal de observación,
al igual que en caṕıtulos anteriores el algoritmo de estimación insesgada FIR será
desarrollada para sistemas lineales con fallos aleatorios. Para alcanzar este objetivo,
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Tabla 3.2. Ejemplo de transmisión de datos utilizando la metodoloǵıa de compensación
entrada cero para mediciones retrasadas

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

γ0,n 1 0 0 1 0 0 0 1 1 0
γ1,n – – 1 – – 1 0 – – 0
zn y1 z̃2 y2 y4 z̃5 y5 z̃7 y8 y9 z̃10

introducimos los siguientes coeficientes auxiliares:

α0,n = γ0,n ,

α1,n = (1− γ0,n)(1− γ0,n−1)γ1,n ,

α2,n = (1− γ0,n)[1− (1− γ0,n−1)γ1,n] , (3.51)

los cuales deben cumplir con las siguietes propiedades α0,n + α1,n + α2,n = 1,

ᾱ0,n = E{α0,n} = E{α2
0,n} ,

ᾱ1,n = E{α1,n} = E{α2
1,n} ,

ᾱ2,n = E{α2,n} = E{α2
2,n} , (3.52)

es importante recordar que no existe correlación entre las variables aleatorias, α0,n, α1,n

yα2,n, por lo tanto E{αi,nαj,n} = 0 para todo {i, j} ∈ [0, 1, 2].

Utilizando la ecuación de marcha atrás (3.3) el estado anterior respecto a los
estados presentes esta dado por xn−1 = F−1xn − F−1wn; además, reemplazando la
definición del vector de medición obtenemos

zn = α0,n(Hxn + vn) + α1,n(Hxn−1 + vn−1) + α2,n(HFxn−1)

= α0,n(Hxn + vn) + α1,n(H(F−1(xn − wn)) + vn−1) + α2,n(HF (F
−1(xn − wn))

=
(

α0,nH + α1,nHF
−1 + α2,nH

)

xn + α0,nvn + α1,nvn−1

−
(

α1,nHF
−1 + α2,nH

)

wn , (3.53)

Agrupando los términos de la ecuación de observación para obtener una forma estándar
zn = H̄nxn + v̄n, las matrices son definidas como:

H̄n = (α0,n + α2,n)H + α1,nHF
−1 , (3.54)

v̄n = α0,nvn + α1,nvn−1 − (α1,nHF
−1 + α2,nH)wn . (3.55)

Ahora podemos notar que, una distribución similar a los modelos anteriores
donde el ruido de modelado tiene ahora una dependencia con el ruido de medición
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es observada. como ya sabemos, esta particularidad ocasiona que los métodos de
estimación clásicos no puedan ser aplicados en su forma original, por lo tanto, la
adaptación del modelo del sistema es necesario. El método de de-correlación es
implementado a continuación.

definiendo la covarianza del ruido de medida R = E
{

v̄nv̄
T
n

}

y la covarianza cruzada de
v̄n con el ruido de los estados wn como :

R̄n = ᾱ0,nRn + ᾱ1,nRn−1 + ᾱ1,nHF
−1QHTF−1T + ᾱ2,nHQH

T , (3.56)

y
E
{

v̄nw
T
n

}

= ᾱ1,nHF
−1Qn + ᾱ2,nHQn .

De-correlación: asumiendo la metodoloǵıa en 3.1 el modelo del sistema es
reescrito cumpliendo las condiciones de ruido gaussiano y no correlacionado por:

xn = F̄nxn−1 + un + ζn , (3.57)

donde

F̄n = (I − (α0,n + α2,n)Λns + α1,nΛnHF
−1)F ,

ζn = (I − α0,nΛnH)wn − α0,nΛnvn − α1,nΛnvn−1 .

Cumpliendo con nuestro objetivo de ζn ∼ N (0, Qζ) ∈ RK y E{ζnv̄
T
n } = 0, las

siguientes variables indeterminadas son definidas como:

Qζ = (I − ᾱ0,nΛnH)Q(I − ᾱ0,nΛnH)T + ᾱ0,nΛnRnΛ
T
n + ᾱ1,nΛnRn−1Λ

T
n , (3.58)

Λn = −Qn(ᾱ1,nHnF
−1
n + ᾱ2,nHn)

T (ᾱ0,nRn + ᾱ1,nRn−1)
−1 . (3.59)

Filtro UFIR para mediciones con retrasos aleatorios y perdida de

datos:

De acuerdo con [69], la generalización del algoritmo UFIR se puede resumir
en las siguientes ecuaciones:

Filtro UFIR en forma de lote: Extendiendo el modelo en el intervalo de muestras
[m,n] como

Xm,n = FNxm +DNWm,n ,

Ym,n = Hm,nxm +Gm,nWm,n + Vm,n , (3.60)
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donde Xm,n = [xTm x
T
m+1 . . . x

T
n ]T y Ym,n = [yTm y

T
m+1 . . . y

T
n ]T son los vectores

aumentados y las matrices son definidas como:

FN = [I F T . . . FN−1T ]T , (3.61)

DN =















I 0 . . . 0 0
F I . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

FN−2 FN−3 . . . I 0
FN−1 FN−2 . . . F I















, (3.62)

Hm,n =











(α0,m + α2,m)H + α1,mHF
−1

(α0,m+1 + α2,m+1)HF + α1,m+1H
...

(α0,n + α2,n)HF
N−1 + α1,nHF

n−2











, (3.63)

donde Gm,n = H̄m,nDm,n, H̄m,n = diag(H̄m H̄m+1 . . . H̄n).

La estimación de las variables de estado del sistema en el intervalo de muestro
[m,n] ahora puede ser reescrito como

x̂n = GnC̃
T
m,n (Zm,n) , (3.64)

donde Zm,n es el vector de observación, la ganancia generalizada de potencia del
ruido es Gn = (C̃T

m,nC̃m,n)
−1 y la matriz C̃m,nes:

C̃m,n =











(α0,m + α2,m)HF
−N+1 + α1,mHF

−N

...
(α0,n + α2,n)HF

−1 + α1,nHF
−2

(α0,n + α2,n)H + α1,nHF
−1











, (3.65)

Filtro UFIR iterativo: la estimación de los estados es organizada utilizando las
siguientes recursiones para cada tiempo de muestreo n

Gn = [((ᾱ0,n+ᾱ2,n)H+ᾱ1,nHF
−1)T ((ᾱ0,n+ᾱ2,n)H+ᾱ1,nHF

−1)+(FGn−1F
T )−1]−1 ,
(3.66)

x̃n = x̃n−1+(Gn((ᾱ0,n+ᾱ2,n)H+ᾱ1,nHF
−1)T )(zn−((ᾱ0,n+ᾱ2,n)H+ᾱ1,nHF

−1)x̃n−1) .
(3.67)

note que, la implementación de las dos etapas del filtro es secuencial, por lo tanto,
las condiciones iniciales necesarias en el filtro iterativo para su primera iteración
son calculadas por el filtro en forma de lote. Un pseudocódigo del algoritmo UFIR
es enlistado en el algoritmo (4)

.
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Algorithm 4: Algoritmo UFIR para retrasos y pérdida de datos aleatorios

Data: yn, α0,n, α1,n, α2,n, N , κn
Result: x̂n
begin

for n = N − 1 : ∞ do
m = n−N + 1, s = n−N +K;
if κn = 0 then

yn = HFx̂n−1;

H̄n = (α0,n + α2,n)H + α1,nHF
−1;

Calculando Cm,s

Gs = (C̃T
m,sC̃m,s)

−1;

x̃s = GsC̃
T
m,sYm,s;

for l = s+ 1 : n do

Gl = [H̄T
l H̄l + (FGl−1F

T )−1]−1;
KU

l = GlH̄
T
l ;

x̃l = F x̃l−1 +KU
l (yl − H̄lF x̃l−1);

x̂n = x̃n;

† Datos y0, y1,... y Ym,s deben estar disponibles.

Covarianza del error

Definiendo el error como en = xn − x̂n, y la covarianza del error como Pn =
E{ene

T
n}, con el fin de consolidar un mı́nimo error MSE, para el filtro UFIR en forma

de lote estas matrices se son definidas como:

en = FN−1xm + B(N)
n Wm.n −Hm,nYm,n , (3.68)

Pn = (B(N)
n −Hm,nYm,n)Q̄n(B

(N)
n −Hm,nYm,n)

T +Hm,nRnH
T
m,n , (3.69)

donde Q̄n = diag(QQ · · ·Q) y Rn = diag(R̄ R̄ · · · R̄) son bloques de matrices diagonales
con N elementos diagonales.

De acuerdo con la definición del algoritmo en forma de lote, cuando N
incrementa la complejidad incrementa proporcionalmente. Por lo tanto, la covarianza
del algoritmo iterativo es presentado a continuación.

46
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Covarianza del error recursivo

Ahora utilizando la computación recursiva de la estimación de los estados del
sistema (3.3) la matriz de covarianza del error es calculada como

en = Fxn−1 +Dnwn − F x̂n−1 − GnH̄
T
n (yn − H̄nFnx̂n−1) , (3.70)

Pn = (I − GnH̄
T
n H̄n)(FPn−1F

T −DnQnD
T
n )× (I − GnH̄

T
n H̄n)

T + GnH̄
T
n R̄nG

T
n H̄n .(3.71)

3.3. Mediciones con múltiples retrasos y pérdida de

datos

La mayoŕıa de las técnicas de enrutamiento de redes de sensores y tareas de
detección requieren de apropiadas condiciones de operación para lograr un adecuado
funcionamiento del sistema. El tráfico de datos consiste en uno de los fenómenos con
mayor influencia en la calidad del diseño de protocolos de transmisión y por lo tanto en
el modelado y procesamiento de mediciones. Dependiendo de la aplicación, en general el
diseño de la arquitectura de las redes asume que la transmisión de los datos es precisa o
existe una baja probabilidad de que sucedan el retraso de los datos. Hasta esta sección,
el efecto del retraso de muestras en máximo un paso de muestreo hab́ıa sido considerada.
Sin embargo, es cierto que, en diversas aplicaciones de redes de sensores, la cantidad
de muestras de retraso de un dato no está limitado y existen mayor complejidad en
la combinación de estos eventos. Es por esto por lo que, el concepto de modelado de
transmisiones aleatorias introducido hasta ahora con la distribución de Bernoulli es
ampliado en diversos trabajos con múltiples variables binarias aleatorias y compuestas
combinaciones con propiedades estad́ısticas conocidos en orden de interpretar todos los
posibles eventos [70–72].

El modelado de múltiples fallos en los sistemas de redes ha sido un tema que
ha ido creciendo en los últimos años. la complejidad que conlleva considerar todos los
eventos de variaciones en estas aplicaciones hab́ıa limitado hasta hace poco tiempo
el desarrollo de esta investigación limitando el campo de estudio a un bajo número
de retrasos, aśı como considerar la pérdida de datos y las interferencias como eventos
aislados. Actualmente, el estudio del efecto de algunas situaciones complejas de fallos ha
sido propuesta considerando diversos algoritmos de estimación; En [73–75] innovadores
análisis para el filtro Kalman y el filtro Kalman extendido en sistemas de redes lineales
y no lineales han sido planteadas para manejar conjuntamente el problema de múltiples
retrasos de sensores y pérdida de datos para obtener una estimación óptima con un error
exponencialmente limitado. En [76] el enfoque de inciertos parámetros de covarianza de
ruido es asociado simultáneamente a mediciones incompletas utilizando una técnica de
estimación robusta. Mejorando el enfoque de [76] la teoŕıa de H∞ es empleada en [20]
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para obtener mayor robustes a largos errores en el modelado del sistema. Adicionales
avances bajo otros algoritmos de estimación han sido explorados considerando fallos en
mediciones y modelado [77,78].

Motivado por estos trabajos de investigación, en esta sección el caso general
de múltiples datos retrasados en diferentes números de muestras, aśı como también
la perdida de datos como efecto de estas condiciones es considerado. El algoritmo
robusto de estimación UFRI es planteado con el fin de mejorar el desempeño de algunos
algoritmos clásicos que basan su teoŕıa en el conocimiento de las varianzas de las señales
del sistema [79,80]. Debido a la naturaleza altamente aleatoria de estos eventos se espera
obtener una mejor estimación con un menor ı́ndice de error [81, 82].

Considerando el escenario cuando los vectores de medición son transmitidos
por canales de transmisión inciertos o altamente perturbados y se crean posibles retrasos
en variados pasos de muestreo kn y múltiples perdidas de datos como se ilustra en la
figura (3.3).

Figura 3.3. Efecto de múltiples pasos de retraso y pérdida de datos en canales de transmisión
inalámbrica.

Aqúı, el vector de mediciones xi, i ∈ [1, k] es transmitido por los diferentes
nodos de la red hasta un nodo de procesamiento con el fin de que lleguen en su tiempo
de muestreo correspondiente ti; Sin embargo, debido a diversos factores, es posible
que estas mediciones se retrasen y no sean recibidas dentro de su intervalo de tiempo
correspondiente [ti, ti+1] causado variaciones de la secuencia original de un intervalo de
mediciones.

Por ejemplo: definimos una transmisión correcta cuando, el dato x1 llega en
su correspondiente intervalo de tiempo de muestreo [t1, t2] con algún tiempo de latencia

como y1 = x
(0)
1 . Cuando esto no ocurre, asumimos que el dato se ha retrasado algunos

pasos de muestreo como x
(1)
1 , . . . , x

(kn)
1 o el dato se ha perdido. En base a esto, definimos

que un dato se ha retrasado 1-paso de muestreo si y = x
(1)
1 , x

(1)
2 , · · · x(1)kn

, un retraso de

2-pasos de muestreo si y = x
(2)
1 , x

(2)
2 , · · · x(2)kn

, y aśı sucesivamente, hasta un retraso de

kn-pasos de muestreo y = x
(kn)
1 , x

(kn)
2 , · · · x(kn)kn

.
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El suceso aleatorio de múltiples muestras de retrasos condiciona
simultáneamente a la llegada de las siguientes muestras y la posible pérdida de los
datos. Asumiendo que solo un dato es enviado y solo un dato puede ser recibido, la
perdida de múltiples paquetes de datos es ocasionada. Por ejemplo si el dato retrasado
en 1-paso x

(1)
1 es procesado en t2 el dato x

(0)
2 se pierde. Este problema es formulado por

la siguiente ecuación en espacio de estados considerando eventos aleatorios en kn-pasos
de retraso de muestras y perdida de datos a través de la combinación de múltiples
variables de Bernoulli como:

zn = θ0,nyn + (1− θ0,n)
{

(1− θ0,n−1)θ1,nyn−1 + [1− (1− θ0,n−1)θ1,n]

{

(1− θ0,n−2) (1− θ1,n−1) θ2,nyn−2 + · · ·+

[

1−
kn−2
∏

i=0

(1− θi,n−kn+i+1)θkn−1,n

]

{

kn−1
∏

i=0

(1− θi,n−kn+i)θkn,nyn−kn +

[

1−
kn−1
∏

i=0

(1− θi,n−kn+i)θkn,n

]

z̃n

}

· · ·

}

,(3.72)

La derivación sugiere que retrasos de kn pasos zn = ykn son recibidos si y solo
si el dato no es recibido en otro tiempo que n y que θ0,n = 0,θkn,n = 1, y

∏kn−1
i=0 (1 −

θi,n−kn+i) = 0 con la probabilidad

(1− θ̄0)
kn−1
∏

i=1

[

1−
i−1
∏

j=0

(1− θ̄j)θ̄i

][

kn−1
∏

i=0

(1− θ̄i)θ̄kn

]

,

donde θ̄i,n = P{θi,n = 1} y 1− θ̄i,n = P{θi,n = 0} son las probabilidades de las variables
aleatorias de Bernoulli. Cuando ningún dato o ruido llega en el procesador asumimos
la pérdida del dato. Esta observación es reemplazada con la predicción de los estados

z̃n = HFx̂n−1 , (3.73)

donde x̂n−1 es la estimación pasada disponible y la probabilidad de la compensación de
la pérdida del dato está dada por [71]:

(1− θ̄0)
kn−1
∏

i=1

[

1−
i−1
∏

j=0

(1− θ̄j)θ̄i

][

1−
kn−1
∏

i=0

(1− θ̄i)θ̄kn

]

.

Para justificar el desarrollo de (3.72), comenzaremos reescribiendo la ecuación
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Tabla 3.3. Ejemplo de retrasos de 2-pasos y pérdida de datos.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
θ0 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0
θ1 – 1 1 – 0 0 0 1 – 1
θ2 – – – – 0 – 1 – – –
zn y1 z̃2 y2 y4 z̃5 y6 y5 y7 y9 z̃10

de medición con un retraso 1-paso de muestreo como:

zn = θ0,nyn + (1− θ0,n){(1− θ0,n−1)θ1,nyn−1 + [1− (1− θ0,n−1)θ1,n]z̃n} ,

donde zn ∈ RM es el vector de datos recibidos y θi,n, i ∈ [0, kn− 1], denota las variables
de Bernoulli con probabilidades P{θi,n = 1} = θ̄i,n y P{θi,n = 0} = 1 − θ̄i,n. Aqúı, la
observación con 1-paso de retraso es recibida zn = yn−1 con una probabilidad (1− θ̄0)

2θ̄1
si, θ0,n = 0 y θ1,n = 1 en n y θ0,n−1 = 0 en n − 1. En el caso contrario, la pérdida del
dato puede ser obtenida con una probabilidad (1− θ̄0)− (1− θ̄0)

2θ̄1 [83, 84];

similarmente, para los datos transmitidos en n es posible llegar en n+ 2, como

zn = θ0,nyn + (1− θ0,n){(1− θ0,n−1)θ1,nyn−1 + [1− (1− θ0,n−1)θ1,n]{(1− θ0,n−2)

×(1− θ1,n−1)θ2,nyn−2 + [1− (1− θ0,n−2)(1− θ1,n−1)θ2,n]z̃n}} ,

donde la observación zn = yn−2 con la probabilidad [(1−θ̄0)−(1−θ̄0)
2θ̄1](1−θ̄0)(1−θ̄1)θ̄2

si θ2,n = 1, θ1,n−1 = 0, y θ0,n−2 = 0 y el dato previo con 1-paso de retraso no es recibido
en n. La pérdida de datos ocurre con la probabilidad [(1 − θ̄0) − (1 − θ̄0)

2θ̄1][1 − (1 −
θ̄0)(1− θ̄1)θ̄2] si ninguna de estas condiciones es satisfecha [74].

Usando el razonamiento deductivo, podemos llegar al caso general para kn
retrasos en (3.72).

A manera de ejemplo, en la tabla (3.3) una t́ıpica situación de la transmisión
de datos con retrasos de kn = 2 es presentado. Una transmisión correcta en el tiempo
de muestreo n = 1, 4, 6 y 9 es asumida ya que el valor observado pertenece a z1 = y1,
z4 = y4, z6 = y6 y z9 = y9 con una probabilidad θ̄0,n si θ0,n = 1. En el caso contrario,
si θ0,n = 0, θ1,n = 1 y θ0,n−1 = 0, los datos son retrasados en 1-paso de muestreo, como
en n = 2 y n = 7 donde es recibido z3 = y2 y z8 = y7 con una probabilidad (1− θ̄0)

2θ̄1.
El retraso de 2-pasos de muestreo es producido en n = 5 ya que el dato es observado
en z5 = y7 con la probabilidad (1 − θ̄0)

2[1 − (1 − θ̄0)θ̄1](1 − θ̄1)θ̄2 si θ0,n = 0 θ2,n = 1,
θ0,n−2 = 0, y θ1,n−1 = 0 en el caso contrario. Los datos y3, y8, y y10 son pérdidas con
una probabilidad (1− θ̄0)[1− (1− θ̄0)θ̄1][1− (1− θ̄0(1− θ̄1)θ̄2].
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Con el fin de reducir la complejidad de la ecuación de observación (3.72),
las siguientes definiciones son introducidas para substituir el extenso número de
parámetros.

α0,n = θ0,n ,

α1,n = (1− θ0,n−1) θ1,n ,

α2,n = (1− θ0,n−2) (1− θ1,n−1) θ2,n ,
...

αkn,n =
kn−1
∏

i=0

(1− θi,n−kn+i) θkn,n ,

considerando esto, la ecuación de observación puede ser reescrita como:

zn = α0,nyn + (1− α0,n){α1,nyn−1 + (1− α1,n){α2,nyn−2 + · · ·+ (1− αkn−1,n)

{αkn,nyn−kn + (1− αkn,n) z̃n} . . . } , (3.74)

donde αj con j = 0, 1, 2 · · · kn son variables de Bernoulli con las siguientes propiedas
α0,n + α1,n + · · ·+ αkn,n = 1 y αj

E{α0,n} = θ̄0 = ᾱ0 ,

E{αj,n} =

j−1
∏

i=0

(

1− θ̄i
)

θ̄j = ᾱj ,

E{(αj,n)
2} = ᾱj ,

E{(1− αj,n)
2} = 1− ᾱj ,

E{αj,n(1− αj,n)} = 0 ,

E{αj,lαi,n} = 0 for i ̸= j or l ̸= n .

Con el objetico de aplicar posteriores procesamientos, como la estimación de
los estados de un sistema a partir de las mediciones inciertas definida por la ecuación
de observación (3.74), la transformación de esta ecuación encubriendo la dependencia
de las mediciones retrasadas en otros tiempos de muestreo es requerida para cumplir
con la forma estándar aceptada en la mayoŕıa de los algoritmos convencionales como
zn = H̄n + v̄n. Considerando esta estructura, combinando las definición de estados con
una regresión en el tiempo dada por (3.3) y la ecuación de las mediciones yn; las matrices
de la dinámica de las observaciones con respecto a las variables del sistema y el vector
de ruido v̄n ∼ N (0, R̄n) esta dado por

H̄n = α0,nH+(1− α0,n)α1,nHF
−1+ · · ·+

kn−1
∏

i=0

(1− αi,n)
[

αkn,nHF
−kn +(1− αkn,n)H

]

,

(3.75)
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v̄n = α0,nvn + (1− α0,n)α1,nvn−1 + · · ·+
kn−1
∏

i=0

(1− αi,n)αkn,nvn−kn

−
[

kn
∑

j=1

j−1
∏

i=0

(

1− αi,n

)

αj,nHF
−j
]

wn −
kn
∑

j=2

j−1
∏

i=0

(1− αi,n)αj,nHF
−j+1wn−1 + . . .

−
kn−1
∏

i=0

(1− αi,n)αkn,nHF
−1wn−kn−1 . (3.76)

La relación de las señales aleatorias que intervienen en el comportamiento
del sistema es definido a través de la matriz de covarianza; en base a
esto establecemos el v́ınculo en un determinado intervalo de tiempo entre las
variaciones de modelado y la definición del ruido de mediciones por E{v̄nw

T
n} =

−
[

∑kn
j=1

∏j−1
i=0 (1− ᾱi,n) ᾱj,nHF

−j
]

Qn y de las señales de ruido de medición como

R̄n = E{v̄nv̄
T
n }:

R̄n = ᾱ0,nRn + (1− ᾱ0,n)ᾱ1,nRn−1 + · · ·+
kn−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n)ᾱkn,nRn−kn

+
kn
∑

j=1

j−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n) ᾱj,nHF
−jQnF

−jTHT +
kn
∑

j=2

j−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n) ᾱj,nΨj,n−1 + . . .

+
kn−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n) ᾱkn,nΦn , (3.77)

donde Ψj,n−1 = HF−j+1Qn−1(F
−j+1)THT y Φn = HF−1Qn−kn−1F

−THT .

Para alcanzar una apropiada aplicación de los algoritmos convencionales de
estimación, la transformación del modelo del sistema debe asegurar absolutamente
las condiciones de operación como señales aleatorias Gaussianas. La solución de
de-correlación es planeado a continuación.

3.3.1. De-correlación

Utilizando una derivación similar a la planteada en (3.2) [85, 86] utilizando
el método de multiplicador de Lagrange, la forma estándar del modelado de sistemas
lineales con aparentes señales de ruido Gaussiano es definida como

xn = F̄nxn−1 + un + ζn , (3.78)

52
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donde Λn es la variable de Lagrange , zn es el vector de datos, un = Λnzn,

F̄n = F−Λn(α0,nH+(1− α0,n)α1,nHF
−1+· · ·+

kn−1
∏

i=0

(1− αi,n) [αkn,nHF
−kn+(1− αkn,n)H])F,

y el vector de ruido es reescrito como

ζn = (I − Λn(α0,nH + (1− α0,n)α1,nHF
−1 + · · ·+

kn−1
∏

i=0

(1− αi,n) [αkn,nHF
−kn

+(1− αkn,n)H])wn − Λn(α0,nvn + (1− α0,n)α1,nvn−1 + · · ·+
kn−1
∏

i=0

(1− αi,n)αkn,nvn−kn

−
[

kn
∑

j=1

j−1
∏

i=0

(

1− αi,n

)

αj,nHF
−j
]

wn −
kn
∑

j=2

j−1
∏

i=0

(1− αi,n)αj,nHF
−j+1wn−1 + . . .

−
kn−1
∏

i=0

(1− αi,n)αkn,nHF
−1wn−kn−1) , (3.79)

con covarianza Qζ = E{ζnζ
T
n },

Qζ = (I − ᾱ0,nΛnH +
kn−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n) (1− ᾱkn,n)ΛnH)Qn(I − ᾱ0,nΛnH +
kn−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n)

×(1− ᾱkn,n)ΛnH)T +
kn
∑

j=1

j−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n) ᾱj,nΛnΨj,nΛ
T
n + . . .

+
kn−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n) ᾱkn,nΛnΦnΛ
T
n + ᾱ0,nΛnRnΛ

T
n + (1− ᾱ0,n)ᾱ1,nΛnRn−1Λ

T
n + . . .

+
kn−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n) ᾱkn,nΛnRn−knΛ
T
n . (3.80)

Satisfaciendo la condición de no correlación E{ζnv̄
T
n } = 0, Λn es determinada

por

Λn = −Qn

[

kn
∑

j=1

j−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n)ᾱj,nHF
−j
]T[

ᾱ0,nRn + · · ·+
kn−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n)

×ᾱkn,nRn−kn +
kn
∑

j=2

j−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n)ᾱj,nΨj,n +
kn−1
∏

i=0

(1− ᾱi,n)ᾱkn,nΦn

]

−1

.(3.81)
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3.3.2. Algoritmo filtro UFIR para múltiples retraso y perdida

de datos

Los algoritmos de estimación basado en modelo como son el filtro Kalman y el
filtro UFIR requieren de la apropiada definición del comportamiento f́ısico del sistema
para aproximar su resultado a un valor optimo con un mı́nimo error. En situaciones
altamente variables el enfoque robusto del filtro UFIR nos promete un mayor rechazo
a valores inciertos de modelado del sistema y mediciones.

Para obtener la estimación x̂n en el tiempo de muestreo n, a partir de las
mediciones del sistema zn, cumpliremos con la condición de no sesgo E{xn} = E{x̂n}
[87] la cual asegurar la mayor tendencia al promedio de los estados del sistema,
empleando los siguientes pasos;

Filtro UFIR en forma de lote:

Dado el modelo (3.75) con matrices estacionarias, la estimación en forma de
lote para un intervalo de tiempo [m,n] con N muestras, es definida como

x̂n = GnC̃
T
m,nZm,n , (3.82)

donde Zm,n es el vector de observaciones recibidas en el procesador y la ganancia del
filtro KUF = GnC̃

T
m,n es calculada a partir de la relación de la ganancia generalizada de

potencia del ruido responsable de cancelar el efecto de ruido, Gn = (C̃T
m,nC̃m,n)

−1 y

Cm,n =











α0,nHF
−N+1 + · · ·+

∏kn−1
i=0 (1− αi,n) [αkn,nHF

−kn−N+1 + (1− αkn,n)HF
−N+1]

...

α0,nHF
−1 + · · ·+

∏kn−1
i=0 (1− αi,n) [αkn,nHF

−kn−1 + (1− αkn,n)HF
−1]

α0,nH + · · ·+
∏kn−1

i=0 (1− αi,n) [αkn,nHF
−kn + (1− αkn,n)H]











,

(3.83)

Para garantizar las ecuaciones previas, el sistema es extendido en el intervalo de
muestras de la forma hacia adelante en el tiempo como:

zm = [α0,mH + (1− α0,m)α1,mHF
−1 + · · · ]xm + α0,mvm + (1− α0,m)α1,mvm−1 + · · ·

−[(1− α0,m)α1,mHF
−1 + · · · ]wm + · · ·

= H̄mxm + v̄m

zm+1 = H̄mFxm +DmFwm + v̄m+1

...

zn = H̄Fm+1
n xm +Dnwn +Dn−1Fwn−1 + · · ·+DmF

m+1
n wm + v̄n + · · · ,
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hasta obtener la estructura compacta conocida como

Xm,n = Fm,nxm +Dm,nWm,n ,

Zm,n = Cm,nxm +Gm,nWm,n + V̄m,n , (3.84)

donde Xm,n = [xTm x
T
m+1 . . . x

T
n ]T y Ym,n = [yTm y

T
m+1 . . . y

T
n ]T son los vectores de estado

y mediciones en el intervalo [m,n].

La matrix de covarianza de error Pn = {ene
T
n} de la estimación en forma de

lote es obtenida como

Pn = (B(N)
n −Hm,nZm,n)Q̄m,n(B

(N)
n −Hm,nZm,n)

T +Hm,nRm,nH
T
m,n , (3.85)

donde las matrices de covarianza Q̄m,n y R̄m,n está construida en forma de bloques
por las matrices de covarianza conocidas Q̄m,n = diag(Qm Qm+1 . . . Qn) and R̄m,n =
diag(Rm Rm+1 . . . Rn).

Filtro UFIR iterativo: La complejidad computacional del filtro en forma
de lote es reducida a través de la forma iterativa. Recuerde que el número de muestras
utilizadas para calcular la estimación a priori en forma de lote y la actualización de
forma iterativa está definida por el tamaño de Nopt, sección (2.5).

Un resumen de las ecuaciones requeridas para lograr la estimación iterativa es
presentado a continuación [88],

x̂−l = Flx̂l−1 + Λlzl , (3.86)

Gl = [H̄T
l H̄l + (FlGl−1F

T
l )

−1]−1 , (3.87)

x̂l = x̂−l + GlH̄
T
l

(

zl − H̄lx̂
−

l

)

, (3.88)

donde l es la variable iterativa que cambia de s+ 1 a n, donde s = n−N +K.

Un marco general de las ecuaciones derivadas del filtro UFIR para alcanzar
una estimación robusta considerando sistemas inciertos con mediciones altamente
perturbadas con múltiples retrasos y la perdida de datos es enlistado en el algoritmo
(5)

Adicionalmente, La matriz de covarianza de error Pn = {ene
T
n} de la

estimación UFIR iterativo es obtenida como [88]

Pn = (I −GnH̄
T
n H̄n)(AnPn−1A

T
n −DnQnD

T
n )(I −GnH̄

T
n H̄n)

T + GnH̄
T
n R̄nH̄nG

T
n , (3.89)
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Algorithm 5: Algoritmo UFIR para múltiples pasos de retraso y pérdida de
datos.
Data: yn, ᾱ0,n, . . . , ᾱkn,n, N = Nopt, κn
Result: x̂n
begin

for n = N − 1 : ∞ do
m = n−N + 1, s = n−N +K;
H̄n = ᾱ0H + (1− ᾱ0) ᾱ1HF

−1 + · · ·+
∏kn−1

i=0 (1− ᾱi) ᾱknHF
−kn +

(1− ᾱi) (1− ᾱkn)H;
Gs = (C̃T

m,sC̃m,s)
−1;

x̃s = GsC̃
T
m,sZm,s;

for l = s+ 1 : n do

x̃−l = Flx̃l−1;
Gl = [H̄T

l H̄l + (FlGl−1f
T
l )

−1]−1;
KU

l = GlH̄
T
l ;

x̃l = x̃−l +KU
l (zl − H̄lx̃

−

l );

x̂n = x̃n;

note que las matrices de covarianza Pn no son requeridas para l implementación del
filtro UFIR, pero son presentadas de manera adicional para posteriores tratamientos
con el fin de reducir el error de estimación.

3.4. Mediciones inciertas con retrasos aleatorios de

1-paso de muestreo y ruido correlacionado.

Una de las hipótesis generales cuando hablamos de diseño de algoritmos de
estimación consiste en considerar que la función de densidad de las señales del sistema,
tanto los estados como las señales de ruido siempre son Gaussianas. Sin embargo, esto
no es del todo cierto en la práctica. Cuando la medición de múltiples sensores o el
funcionamiento de componentes del sistema es impactada por fallos o errores que son
dif́ıciles de describir y modelar apropiadamente a través de distribuciones y covarianzas
del proceso, generalmente existen dos métodos para simbolizar estas situaciones.
El primer método consiste en el ruido coloreado o correlacionado; espećıficamente
este enfoque está dirigido especialmente a todas aquellas fuentes de interferencias
o perturbaciones que perjudican en una limitada frecuencia a las variables internas
o externas del sistema [89]. El segundo método hace referencia a todas aquellas
incertidumbres que perjudican la dinámica de un proceso a través de matrices inciertas
delimitadas que dependen de la evolución de los parámetros y de las variables del
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sistema [90].

Bajo estas circunstancias de operación, aplicar las técnicas clásicas de
estimación se vuelve un verdadero desaf́ıo y por lo tanto debemos depender de métodos
numéricos que nos aproximen a una solución funcional. Recientemente, con el fin de
solucionar estos problemas, la investigación de la influencia de estos esquemas para
construir un efectivo diagnóstico sobre la confiabilidad de los sistemas de redes ha
crecido considerablemente. En [91] una categoŕıa especial del filtro Kalman es propuesto
para sistemas lineales para mediciones censuradas, errores intermitentes y ruidos de
medición multiplicativos correlacionados en el tiempo bajo transmisiones de canales
redundantes, en [92] el problema de filtrado distribuido es propuesto para problemas
de trasmisión de datos que se debilitan por la influencia de la congestión de las redes
produciendo retrasos aleatorios y ruidos correlacionados. Un amplio rango de fallos en
sistemas de redes de múltiples sensores es analizado en [76] abarcando el problema
de ruido multiplicativo, retrasos aleatorios de 2-pasos de muestreo y matrices de
covarianza inciertas a través del filtro Kalman. Aplicaciones altamente eficientes como
la localización de un objetivo es mejorada en [93] utilizando un estimador insesgado
donde se consideran los errores que se producen no solo en los dispositivos de medición
si no también en ambientes de ruido multiplicativo. Otras técnicas con condiciones
similares de operación han sido manejadas a través de técnicas como filtros lineales con
una estabilidad por un error mı́nimo cuadrático medio [94] o filtros H∞ [95] .

Dentro de esta amplia gama de trabajos de investigación diversas
combinaciones de los problemas de fallos en mediciones e incertidumbre en las fuentes
de ruido en base al criterio de incidencia del ruido multiplicativo y correlacionado de
manera independientemente o simultánea es considerada. En esta sección el problema de
ruidos multiplicativos y ruido correlacionado , aśı como también fallos en las mediciones
como retrasos aleatorios de 1 paso de muestreo será investigado bajo el criterio de
estimación del filtro UFIR [96].

Considere que un sistema lineal en el tiempo discreto con ruido multiplicativo
es escrito como:

xn = (F + F̆sδn)xn−1 + wn , (3.90)

yn = Hxn + vn , (3.91)

donde la matriz F̆s corresponden a la divergencia de los estados del sistema con respecto
a su valor natural, δn es la variable aleatoria definido como ruido blanco Gaussiano
independientes, con propiedades de media cero y no correlacionadas. F ∈ RK×K y
H ∈ RK×M son las matrices de la dinámica del sistema; para un fácil desarrollo estas
matrices son consideradas escalares y conocidas para cada tiempo de muestreo.
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Adicionalmente, los procesos de ruido de modelado y medición, wn y vn, son
considerados ruido blanco Gaussiano y ruido coloreado respectivamente

vn = ψvn−1 + εn , (3.92)

con covarianzas Q = E{wnw
T
n } ∈ RK×K y R = E{εnε

T
n} ∈ RM×M ; εn es ruido blanco

no correlcionado E{wnε
T
k } = 0. Finalmente, asumiendo una señal de observación con

muestras retrasadas, esta ecuación es definida por:

zn = αnyn + (1− αn)yn−1 , (3.93)

donde αn es la variable aleatoria de Bernoulli encargada de denotar la posibilidad de
recibir muestras retrasadas con probabilidad P{αn = 1} = ᾱ y P{αn = 0} = 1 − ᾱ,
donde 0 ≤ α ≤ 1. Si αn = 1 una transmisión correcta es considerada obteniendo
una observación zn = yn; por lo contrario si αn = 0 la observación recibe una muestra
retrasada, correspondiente al paso anterior como zn = yn−1. Ahora, el problema consiste
en aplicar técnicas de transformación para formular un sistema matemáticamente
equivalente con una estructura convencional al modelo original del sistema y toda la
información de las fuentes de ruido como:

xn = Fxn−1 + w̄n , (3.94)

zn = H̄nxn + v̄n , (3.95)

donde la matriz de la dinámica de las observaciones del sistema y sus equivalentes
señales de ruido son definidos por

H̄n = αnH + (1− αn)HF
−1 , (3.96)

w̄n = Fsδnxn−1 + wn , (3.97)

v̄n = −(1− αn)HF
−1Fsδnxn−1 − (1− αn)HF

−1wn + αnvn + (1− αn)vn−1 , (3.98)

donde las propiedades de covarianza de las señales de ruido son definidas por

E{v̄nv̄
T
n } = (1− ᾱ)HF−1FsX̄n−1F

T
s F

−THT + (1− ᾱ)HF−1QnF
−THT

+ᾱRn + (1− ᾱ)Rn−1 ,

E{w̄nw̄
T
n } = FsX̄n−1F

T
s +Qn ,

En base a la relación de las variables de ruido y las variables de estado del sistema
una nueva definición de covarianza es introducido, considerando especialmente que
E{xnδ

T
n } = 0

X̄n = E{xnx
T
n}

= E{(Fxn−1 + Fsδnxn−1 + wn) (Fxn−1 + Fsδnxn−1 + wn)
T}

= FE{xn−1x
T
n−1}F

T + FsE{xn−1x
T
n−1}F

T
s + E{wnw

T
n }

= FX̄n−1F
T + FsX̄n−1F

T
s +Qn , (3.99)
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De acuerdo con [20], existen principalmente dos métodos para mitigar la
influencia del ruido coloreado en la señal de observación. La técnica de sistema
aumentado o el enfoque de la diferencia de medición. Considerando el segundo enfoque
debido a su versatilidad y sencilles de implementación una ecuación auxiliar de la
observación del sistema está dada por

z̃n = zn − ψzn−1 , (3.100)

Reemplazando la ecuación 3.95 y combinado la definición de las variables de estado
atrás en el tiempo xn−1 = F−1xn − F−1 (Fsδnxn−1 + wn), un nuevo equivalente de la
señal de observación es definida por la siguiente ecuación

z̃n = (H̄nxn + v̄n)− ψ(H̄n−1xn−1 + v̄n−1)

= ((αnH + (1− αn)HF
−1)− ψ(αnH + (1− αn)HF

−1)F−1)xn − ((1− αn)HF
−1

−ψ(αnH + (1− αn)HF
−1)F−1)Fsδnxn−1 + ψ(1− αn)HF

−1Fsδnxn−2

−((1− αn)HF
−1 − ψ(αnH + (1− αn)HF

−1)F−1)wn

+ψ(1− αn)HF
−1wn−1 + αnεn + (1− αn)εn−1 , (3.101)

z̃n = D̄nxn + v̄n , (3.102)

Donde la matriz de observación D̄n y el equivalente de ruido de medición son definidos
por

D̄n = αnH + (1− αn)HF
−1 − αnψHF

−1 − (1− αn)ψHF
−2 , (3.103)

ṽn = αnεn + (1− αn)εn−1 − ((1− αn)HF
−1 − ψ(αnH + (1− αn)HF

−1)F−1)

×Fsδnxn−1 + ψ(1− αn)HF
−1Fsδnxn−2 − ((1− αn)HF

−1 − ψ(αnH

+(1− αn)HF
−1)F−1)wn + ψ(1− αn)HF

−1wn−1 , (3.104)

La auto relación de las variables de ruido de medición es calculada como E{ṽnṽ
T
n } = R̃n

R̃n = ᾱRn + (1− ᾱ)Rn−1 + ((1− ᾱ) + ᾱψ)HF−1FsX̄n−1F
T
s F

−THT

+(1− ᾱ)ψHF−2FsX̄n−1F
T
s F

−2THT + (1− ᾱ)ψHF−1FsX̄n−2F
T
s F

−THT

+((1− ᾱ) + ᾱψ)HF−1QnF
−THT + (1− ᾱ)ψHF−2QnF

−2THT

+(1− ᾱ)ψHF−1Qn−1F
−THT , (3.105)

A continuación, el problema de de-correlación es planteado con el objetivo de
contrarrestar la relación del nuevo modelo del sistema propuesto con las variables
originales de ruido como

E{ṽnw
T
n } = ((1− ᾱ) + ᾱψ)HF−1QnF

−THT + (1− ᾱ)ψHF−2QnF
−2THT ,
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De-correlacion de ṽn y wn

De acuerdo con [85, 86] utilizando la metodoloǵıa del multiplicador de
Lagrange, el modelo del sistema puede ser reescrito como

xn = F̄nxn−1 + un + ζn , (3.106)

donde zn es el vector de datos de medición, F̄n = (I − ΛnD̄n)F , un = Λnzn, y

ζn = (I − ΛnD̄n)w̄n − Λnv̄n + (I − ΛnD̄n)Fsδnxn−1 , (3.107)

consierando ζn como ruido blanco Gaussiano ∼ N (0, Qζ) ∈ RK , la propiedad de
covarianza y no correlación Qζ = E{ζnζ

T
n }, definen la variable de multiplicador de

Lagrange Λn como

Qζ = Qn − ᾱQnH
TΛT

n − ᾱΛnHQn + ᾱΛnHQnH
TΛT

n + (1− ᾱ)ψΛnHF
−1Qn−1F

−THTΛT
n

+FsX̄n−1F
T
s − ᾱFsX̄n−1F

T
s H

TΛT
n − ᾱΛnHFsX̄n−1F

T
s + ᾱΛnHFsX̄n−1F

T
s H

TΛT
n

+(1− ᾱ)ψΛnHF
−1FsX̄n−2F

T
s F

−THTΛT
n + ᾱΛnRnΛ

T
n + (1− ᾱ)ΛnRnΛ

T
n , (3.108)

Λn =
[

Qn(ψ(ᾱHF
−1 + (1− ᾱ)HF−2)− (1− ᾱ)HF−1)T + FsX̄n−1F

T
s (ψ(ᾱHF

−1

+(1− ᾱ)HF−2)− (1− ᾱ)HF−1)T
][

ᾱψHQnH
TF−T

+(1− ᾱ)ψHF−1Qn−1F
−THT + ᾱψHFsX̄n−1F

T
s H

TF−T

+(1− ᾱ)ψHF−1FsX̄n−2F
T
s F

−THT − ᾱRn − (1− ᾱ)Rn

]

−1
. (3.109)

Dado el modelo del sistema, el filtro UFIR puede ser desarrollado como sigue.
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Algorithm 6: Algoritmo UFIR para muestras retrasadas en 1-paso de
muestreo y ruido correlacionado

Data: yn, ᾱn, N = Nopt

Result: x̂n
begin

for n = N − 1 : ∞ do
m = n−N + 1, s = n−N +K;
D̄ = αnH + (1− αn)HF

−1 − αnψHF
−1 − (1− αn)ψHF

−2;
Convert yn to zn;
Compute Λn;
Gs = (C̃T

m,sC̃m,s)
−1;

x̃s = GsC̃
T
m,s (Zm,s − Lm,sUm,s) + S

(N)
s Um,s;

for l = s+ 1 : n do

x̃−l = Alx̃l−1 + Λlzl;
Gl = [D̄T D̄ + (AlGl−1A

T
l )

−1]−1;
KU

l = GlD̄
T ;

x̃l = x̃−l +KU
l (zl − D̄x̃−l );

x̂n = x̃n;
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Resultados

Actualmente, los sistemas de redes de sensores han tenido un gran potencial
integrando sus cualidades en diversos campo y aplicaciones. El monitoreo de un objetivo
se ha categorizado como una de las aplicaciones más utilizadas en la exploración
de condiciones ambientales y control de procesos; por lo tanto, debido a su gran
importancia, el estudio e investigación de detección de fallos y compensación a estos
problemas ha crecido en los últimos años. Con la finalidad de ilustrar los resultados
obtenidos en las secciones anteriores en el desarrollo de este trabajo de investigación,
un ejemplo de un sistema de seguimiento de un veh́ıculo será utilizado para evaluar la
eficiencia de las metodoloǵıas de estimación propuestas. Un sistema similar al esquema
de la figura 4.1 será empleado para simular el comportamiento de los datos, donde un
diseño de red centralizado env́ıa las mediciones disponibles tomada por los sensores a
través de los nodos hasta un único nodo de procesamiento donde finalmente el actuador
procesa y toma decisiones sobre las iteración del proceso.

Para obtener una aplicación realista, asumimos que las mediciones de
posicionamiento GPS en coordenadas de longitud y latitud del veh́ıculo pertenecen
a bases de datos reales tomados de fuentes de libre acceso otorgados por la universidad
de Illinois [97] y por el proyecto de servicio de seguimiento social de localización [98].
Información sobre las caracteŕısticas de las trayectorias de los veh́ıculos que viajan
en la ciudad de Chicago y Beijing respectivamente, son utilizadas para el diseño de
los algoritmos de estimación. Aunque existen limitadas especificaciones de los datos
estad́ısticos de ruido en cada experimento algunas suposiciones sobre el comportamiento
básico de la estad́ıstica de estas aplicaciones serán considerados para complementar la
información requerida.

El objetivo de esta sección consiste en exponer la capacidad del algoritmo de
estimación UFIR para determinar los estados de un sistema ante diferentes escenarios
de fallos de mediciones y examinar la repercusión de los modelos implementados para
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reducir el impacto de estos problemas. La simulación de adicionales algoritmos de
estimación como el filtro Kalman y H∞ son empleados para verificar, contrastar y
concluir el alcance de la metodoloǵıa propuesta. El software Matlab se utilizó para
desarrollar estas técnicas de estimación.

4.0.1. Metodoloǵıa de las pruebas

diferentes niveles de fallos e incertidumbre en las mediciones y modelado del
sistema los cuales han sido estudiados en el caṕıtulo anterior serán evaluados en esta
sección valorando los datos reales del seguimiento de un veh́ıculo a través de redes de
sensores. los diferentes niveles de daños en las mediciones fueron obtenidos modificando
la señal real de acuerdo con los diferentes casos:

Mediciones con retrasos determińısticos en kn pasos de muestreo conocidos y
posibles pérdida de datos.

Mediciones con retrasos aleatorios y múltiple envio de datos.

Mediciones con retrasos aleatorios y pérdida de datos.

Mediciones altamente contaminadas con procesos de ruido correlacionado, y
retrasos aleatorios

Algunos parámetros generales sobre el funcionamiento del sistema son establecidos a
continuación:

Modelado: en esta sección la definición de las matrices que representan la dinámica
del sistema en el modelo en espacio de estados es especificado. Para investigar,
la aplicación de posicionamiento de un veh́ıculo, supondremos un sistema lineal
con cuatro variables de estado como xn = [ x1n x2n x3n x4n]

T , donde x1n = xn,
x2n = x′n, x3n = yn, y x4n = y′n. Para describir estas asignaciones, suponemos
que podemos medir la distancia del movimiento del veh́ıculo en dos coordenadas
norte yn y este x en el tiempo discreto n con una velocidad constante x′n,y

′

n.
La aplicación de seguimiento de un vehiculo esta modelado de acuerdo a las
propiedades cinematicas del movimiento uniforme del objeto, definido por las
siguientes ecuaciones,

dt = d0 + vtt+ att
2/2 ,

vt = v0 + att ,
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Considerando el metodo estandar de Euler, el anterior sistema de escuaciones en
el tiempo es transformado a un tiempo discreto con un muestreo de τ = tn− tn−1

como:

dn = dn−1 + vnτ + anτ
2/2 ,

vn = vn−1 + anτ ,

donde, asumiendo un modelo en espacio de estados con un vector de estados
como xn = [d1d2v1v2] si x1 = d1 y x2 = d2 es el desplazamiento en dos direcciones
y x3 = v1 y x4 = v2 es la velocidad en dos direcciones con una aceleracion
desconocida obtenemos

Xn =









1 τ 0 0
0 1 0 0
0 0 1 τ
0 0 0 1

















x1,n−1

x2,n−1

x3,n−1

x4,n−1









+

[

τ 2

τ

] [

w1,n

w2,n

]

,

donde w1,n es el erro aleatorio de la distancia del veh́ıculo, w2,n es el error de la
velocidad del veh́ıculo, las matrices transitorias son definidas como:

F =









1 τ 0 0
0 1 0 0
0 0 1 τ
0 0 0 1









, H =

[

1 0 0 0
0 0 1 0

]

.

Matrices de covarianza: con el fin facilitar la asignación de matrices de covarianza
del sistema, en muchas aplicaciones se asume que los factores de ajuste pertenecen
a un proceso estacionario, lo cual puede ser un enfoque conveniente según la
dinámica del proceso. Seleccionar apropiadamente los valores de covarianza es
una gran habilidad, ya que Q permiten reducir el ruido de las señales y obtener
una mejor aproximación de los estados, pero grandes valores de Q aumenta el
sesgo de la señal aumentado el error, y por lo contrario, valores pequeños de
Q aporta un menor efecto a variaciones o fases transitorias del sistema. En este
caso, teniendo una información limitada sobre los procesos de ruido en las bases de
datos, para el desarrollo de estos algoritmos supondremos que bajo la observación
de las trayectorias del veh́ıculo, este viaja con un promedio de velocidad entre
10m/s y 36m/s; aceptando que la desviación estándar de estas señales es de un
20%, asignamos σ2w = 1.5m/s e ignoramos el ruido desconocido a lo largo de las
dos coordenadas de la distancia asignando σ1w = 0m. En consecuencia, la matriz
de covarianza definida para el sistema es:

Q = σ2
w2











τ2

4
τ
2

0 0
τ2

2
1 0 0

0 0 τ2

4
τ
2

0 0 τ2

2
1











.
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Adicionalmente, conocemos que el servicio de posicionamiento de GPS otorga una
navegación estándar con un rango de error menor a 15 m, con la probabilidad de
96% de exactitud. Referido a esta informacion la desviación estándar del ruido
de medición en cada una de las direcciones es asignado σv = 3.75m y una matriz
de covarianza de ruido como:

R =

[

σ2
v 0
0 σ2

v

]

.

Recuerde que, para la aplicación del filtroH∞ consideraremos la misma asignación
de las matrices de covarianza; por lo tanto, obtendremos que Q̌ = Q y Ř = R.

Variables de ajuste: uno de los principales objetivos en cada uno de los algoritmos
es minimizar el error de estimación y asegurar el mejor funcionamiento a partir
de este parametro. En el caso de las técnicas de filtro H∞ y filtro UFIR, existen
parámetros de sintonización que nos permiten adaptar el valor de error cuadrático
medio hasta tender a un valor mı́nimo. La determinación de estos parámetros
de sintonización puede ser una tarea dif́ıcil en algunos algoritmos, ya que su
precisión es importante. Para el algoritmo UFIR el enfoque de minimizar el error
de estimación es alcanzado a partir de la sintonización del parametro de numero
de muestras Nopt que son utilizadas en el horizonte de procesamiento. Este valor
es calculado por el siguiente problema de optimización donde la covarianza del
error es reducida.

Nopt = argmı́n
N

[trPn(N)] .

El cálculo de este parametro requiere un menor esfuerzo comparado con la
precisión requerida en los parámetros de covarianza del filtro Kalman. Para
minimizar el MSE en el filtro H∞ la sintonización del parametro θ, es requerido.
Seleccionar apropiadamente el valor óptimo de θopt requiere practica ya que
demuestra un comportamiento altamente sensible a las condiciones de operación
del sistema. Valores inadecuados de θ, puede producir la divergencia del sistema
o la anulación de la robustez del algoritmo a largos errores. Nopt y θopt serán
definidos para cada uno de los modelos que analizados a continuación.

Figura 4.1. Seguimiento de un veh́ıculo con mediciones de coordenadas GPS enviadas a
través de redes de sensores hasta un estación central de procesamiento.
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4.1. Seguimiento de un veh́ıculo bajo mediciones

con retrasos determińısticos y pérdida de datos

El objetivo de esta sección consiste en reconstruir la trayectoria de un veh́ıculo
cuyas medicines son afectadas por variaciones en los canales de comunicación y
perturbaciones ocasionando retrasos constantes en la señal recibida y posibles pérdidas
de datos. Los retrasos constantes en un numero de muestras conocidos consiste en el
caso más sencillo de perdida de datos según la teoŕıa presentada en la sección (3.1).
En el funcionamiento de este experimento asumiremos que el veh́ıculo recorreré una
trayectoria como se muestra en la figura (4.2); la cual es medida por el sistema de
redes de sensores del experimento de seguimiento de la universidad de Illinois con una
cantidad de muestras de 858 puntos. Posteriormente, esta señal es enviada hasta un
centro de procesamiento donde las muestras reflejan un retraso constante de 3-pasos de
muestreo kn = 3. Los resultados de esta sección se presentarán en tres partes:

Análisis de la importancia de mediciones retrasadas para la eficiencia de los
algoritmos de estimación.

Estimación de estados considerando las variaciones de modelado.

Análisis de perdida de datos y predicciones

Para el desarrollo de esta sección, asumiremos que la señal de observación es
modelada matemáticamente como (3.2) donde las matrices de transición de la dinámica
del sistema y las matrices de covarianza toman los valores definidos previamente.

4.1.1. Efecto de retraso en la eficiencia de la estimación

Co el fin de comprobar la teoŕıa de estimación de estados propuesto, un análisis
inicial del efecto de los retrasos en las mediciones para la estimación de estados cuando
utilizamos técnicas de procesamiento tradicionales es mostrado en la figura (4.3). Aqúı,
se puede observar el incremento del error de estimación en RMSE producido por los
filtros Kalman, UFIR y H∞ cuando las mediciones recibidas para su procesamiento
no son correctas y su variación aumenta proporcionalmente al incremento de muestras
retrasadas kn. Las técnicas clásicas de estimación no tienen la capacidad de reducir el
error que se introduce en las mediciones incrementando la varianza de la estimación
con respecto a la trayectoria actual o correcta. Adicionalmente a esta conclusión, la
propiedad de robustez de las técnicas de UFIR y H∞ a variaciones del modelo del
sistema puede ser evaluado a partir del diseño del parámetro de sintonización de
cada técnica, Nopt y θopt respectivamente. Una primera deducción del filtro Kalman
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Figura 4.2. Medición de la trayectoria de un veh́ıculo utilizando coordenadas GPS en el norte
y y este x.

es apreciada en la ĺınea azul, donde no se puede obtener una mayor reducción del error
RMSE a la propuesta naturalmente por su diseño, ya que esta teoŕıa no provee mayor
robustez ante variaciones. Para el filtro H∞ observamos que un apropiado diseño de θn
puede generar una reducción de las variaciones del sistema, sin embargo esta reducción
no es absoluta y el error RMSE sigue aumentando según el número de retrasos kn > 0,
lo que demanda una mejor interpretación del comportamiento del sistema. Una alta
sensibilidad a la variación de θn es una de los cruciales problemas del filtro H∞. En
base a la teoŕıa del filtro H∞ diversos valores de θn fueron encontrados de acuerdo al
las muestras retrasadas obteniendo valores de 1.8×10−2 para k = 0 o 1.066×10−6 para
k = 10, lo cual puede dificultar una implementación general del algoritmo. En la line
azul punteada se observa el erro RMS del filtro H∞ cuando un valor de θn = 7.1× 10−4

encontrado para k = 2 es aplicado en todo el rango kn; como se observa para k < 2 un
mejor desempeño que el filtro KF es alcanzado; sin embargo, cuando kn > 2 la respuesta
del filtro diverge rápidamente.

Similarmente, el filtro UFIR tiene la capacidad de reducir el error de
estimación cuando el horizonte de procesamiento toma un valor óptimo Nopt. En la
ĺınea roja solida diversos valores de Nopt calculados de acuerdo a kn fueron aplicados,
asignado Nn = 5 durante 0 ≤ k ≤ 4, Nn = 6 durante 5 ≤ k ≤ 6, hasta Nn = 7 durante
7 ≤ k ≤ 10; la reducción del error RMSE es observado con respecto a la respuesta del
filtro KF pero igual que el filtro H∞ no es posible reducir en su totalidad el efecto de
los retrasos. En la ĺınea magenta discontinua un valor constante de Nn = 5 es asignado
para todo el rango de retrasos 0 ≤ k ≤ 10, obteniendo que el algoritmo produce un
nivel de error un poco mayor que el filtro robusto H∞ pero con una menor sensibilidad
en el diseño de su parámetro de sintonización a las variaciones de kn, por lo tanto una
mejor aplicación puede ser obtenida.
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Figura 4.3. Efecto de los pasos de retrasos kn en la minimización del error de estimación
por el filtro UFIR, Kalman y H∞.

4.1.2. Seguimiento sobre mediciones retrasadas en kn = 3

En esta sección el análisis de la respuesta de estimación de los tres algoritmos
Kalman, UFIR y H∞ es presentado analizando la variable de distancia en la trayectoria
del veh́ıculo. Los resultados obtenidos son comparados con la señal actual (o real) de
la trayectoria la cual consiste en la medición original antes de ser enviada por la red de
sensores. El objetivo de los tres algoritmos es determinar la verdadera trayectoria en
base a mediciones con fallos, perturbaciones y contaminada por ruido.

Seguimiento en la dirección norte: en la figura (4.4) se puede observar la estimación
de la trayectoria del veh́ıculo obtenida por los tres algoritmos. Una trayectoria no
lineal con algunos cambios rápidos es utilizada para determinar el mejor alcance
de los tres algoritmos, en base a esto observamos que se producen estimaciones
consistentes con diferencias dif́ıcil de reconocer cuando el veh́ıculo viaja con una
velocidad constante sin grandes variaciones 140 ≤ n ≤ 200; sin embargo, cuando
la velocidad del veh́ıculo cambia, la distancia de la trayectoria varia 80 ≤ n ≤ 100
, 340 ≤ n ≤ 360 produciendo que los filtros pierden temporalmente la habilidad
de seguir la trayectoria correcta, lo cual produce un incremento en el error
de estimación. Recordemos que las matrices de covarianza son las encargadas
de compensar estas variaciones, un menor valor de sobre pico o tiempo de
amortiguamiento en la respuesta transitoria es obtenido de acuerdo con los valores
asignados. En el caso el filtro Kalman, una menor excursión, pero mayor tiempo
de amortiguamiento es observado. En el filtro H∞ una excursión un poco mas
grande, peor un menor tiempo de amortiguamiento es obtenido comparado con
KF. La respuesta de estos dos algoritmos depende por completo de las estad́ısticas
de ruido del sistema, un mejor ajuste de estas matrices requiero un mayor esfuerzo
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y experiencia en el sistema, el filtro logra mejorar estas variaciones produciendo
un mı́nimo error. Por otra parte, el filtro UFIR quien no depende de información
de las estad́ısticas de ruido, aunque produce una mayor excursión el tiempo de
convergencia es mayor que los otros algoritmos, lo cual es una cualidad importante
es esta clase de aplicaciones de monitoreo y seguimiento.

Figura 4.4. Seguimiento de la trayectoria en la dirección norte y para un retraso de tres
pasos de muestreo k = 3 con el filtro UFIR (Nopt = 5), KF, and H∞: (a) escala de tiempo
copleta, (b) acercamiento en 0 ≤ n ≤ 200, y (c) 300 ≤ n ≤ 400.

Seguimiento en la dirección Este: un comportamiento similar al seguimiento en
la dirección norte es observado en el seguimiento del veh́ıculo en la dirección este
en la figura (4.5). la capacidad de los tres estimadores para filtrar y determinar el
comportamiento real de la distancia de la trayectoria recorrida por el veh́ıculo
es observada a pesar de tener mediciones fallidas y contaminadas con ruido.
Aunque tal vez poca trascendencia es observado en este ejemplo cuando el número
de muestras retrasadas aumenta, como observamos en la figura (4.3) el error
de estimación incrementa reduciendo la efectividad de los algoritmos, en este
caso a pesar del incremento de kn un comportamiento similar a la figura (4.5)
es alcanzada, tendiendo la estimación a las mediciones actuales. El tiempo de
suavizamiento que requiere el estimador para converger a un mı́nimo erro establece
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la capacidad del algoritmo para reducir la varianza de la estimación lo cual lo hace
una propiedad idónea de operación; en 60 ≤ n ≤ 80 y 570 ≤ n ≤ 580 el filtro
UFIR converge con una mayor velocidad disminuyendo el error en la trayectoria
estimada.

Figura 4.5. Seguimiento de la trayectoria en la dirección este x para un retraso de tres pasos
de muestreo k = 3 con el filtro UFIR (Nopt = 5), KF, and H∞: (a) escala de tiempo copleta,
(b) acercamiento en 0 ≤ n ≤ 200, y (c) 500 ≤ n ≤ 600.

4.1.3. Análisis de pérdida de datos

Finalmente, asumimos que las mediciones enviadas pueden perderse en la
transmisión por diferentes números de muestras. En la figura (4.6) un ejemplo de
pérdida de datos es propuesto para analizar el efecto de la compensación de datos
nulos en el vector de observaciones. En este caso, utilizamos la predicción del valor
correspondiente a ese tiempo de muestreo a partir de la información anterior del sistema.
En 615 ≤ n ≤ 620 se observa la perdida de datos en la señal de observación en 5 pasos
de muestreo, la predicción de estos valores es utilizada para compensar estos vaćıos,
obteniendo un resultado favorable en la estimación debido a que la trayectoria del
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sistema tiene un comportamiento aproximadamente lineal sin variaciones y por lo tanto
la varianza del error no tiene un incremento notable. Por el contrario, en el periodo de
665 ≤ n ≤ 675 la perdida de datos ocurre antes de un cabio rápido de la trayectoria
lo que ocasiona que el predictor no tenga la suficiente información para obtener una
mejor predicción de los datos recibidos generando un comportamiento oscilante en la
convergencia de la estimación. El filtro UFIR presenta el mejor desempeño produciendo
un menor muestreo para converger a la señal real.

—————————————————————

Figura 4.6. Seguimiento de la trayectoria con pérdida de datos temporales y retraso de datos
utilizando los algoritmos filtro UFIR , KF, y filtro H∞

4.2. Seguimiento de un veh́ıculo bajo mediciones

con retrasos aleatorios y perdida de datos

El propósito de esta sección es ilustrar los resultados obtenidos en el estudio
de modelado de sistemas y técnicas de estimación cuando las mediciones tomadas por
los sensores son influenciadas por medios inciertos que producen retrasos aleatorios
y posibles perdida de datos en la señal de observación recibida. En este desarrollo,
consideraremos que la trayectoria medida del veh́ıculo en la ciudad de Illinois usando
las lecturas de GPS disponibles por la universidad de Illinois [97] como en la figura (4.7).
De acuerdo con la teoŕıa presentada en la sección (3.2) actualmente múltiples modelos
matemáticos son considerados para describir la fiabilidad de los paquetes de datos
entregados de acuerdo con diferentes protocolos de enrutamiento quienes direccionan la
dinámica de la red y la eficiencia del funcionamiento f́ısico del sistema. Dos enfoques de
los modelos con retrasos aleatorios y pérdida de datos será expuesto en los siguientes
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resultados. A cada uno de estos modelos se analizará la robustez de los algoritmos
de estimación observando la influencia de situación reales con incertidumbres en el
modelado y transmisión de las mediciones. Estas pruebas serán organizadas como:

Estimación de la trayectoria del veh́ıculo

Efecto de la variación en los parámetros estad́ısticos

Efecto de incertidumbres en la probabilidad de transmisión
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Figura 4.7. Mediciones GPS de la trayectoria del veh́ıculo en las coordenadas norte (y) y
este (x).

4.2.1. Estimación de la trayectoria del veh́ıculo

Caso 1: mediciones con retrasos aleatorios

El primer modelo de observación que se evaluara en esta sección consiste en la
ecuación (3.33); la cual describe el evento aleatorio de recibir mediciones en el tiempo
correcto o mediciones con un-paso de muestro retrasada.

En este desarrollo, supondremos que el sistema de redes de sensores encargado
de seguir la trayectoria del veh́ıculo tiene una probabilidad en un 20% de recibir
mediciones retrasados debido a las condiciones del medio en el que viaja el veh́ıculo;
por lo tanto, las variables de la distribución de Bernoulli del modelo matemático de
este evento son asignadas con una probabilidad conocida de θ̃n = 0.8. Los filtros H∞ y
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UFIR fueron implementados considerando los parámetros de variable de sintonización
θopt = 0.0053 calculada para un mı́nimo error RMSE con una probabilidad de llegada
efectiva de los datos de θ̃n = 0.8 y un horizonte de procesamiento optimo que asegura
un mı́nimo error RMSE es definido como Nopt = 5, respectivamente.

Considerando que la figura (4.7), es enviada por la red de sensores donde
variaciones perjudican la señal medida llegando al centro de procesamiento con inciertos
retraso de los datos y ruido del medio, la estimación de los estados del sistema utilizando
estas observaciones se observa en la figura (4.8). Aqúı, podemos deducir claramente la
capacidad de los tres filtros para filtrar y determinar la acertada trayectoria del veh́ıculo.
Aunque, un comportamiento adecuado es observado cuando los cambios de distancia en
la trayectoria son suaves, grandes transitorios son observados cuando los cambios son
rápidos y abruptos. El diseño iterativo de los algoritmos de estimación ofrece una sencilla
aplicación de estas teoŕıas utilizando pocos recursos de computación y almacenamiento,
sin embargo, una respuesta oscilatoria es observada debido al impulso en la entrada de
realimentación de los estados. El tiempo de amortiguamiento es un criterio critico pada
definir la eficacia de los tres algoritmos; obteniendo que el filtro UFIR comparado con
el filtro KF y H∞ es mucho más rápido y converge en un menor tiempo debido a su
estabilidad de respuesta limitada ante entradas limitada (BIBO). En la figura (4.9)

Figura 4.8. Seguimiento de la trayectoria de un veh́ıculo en la dirección este (x,m) para
mediciones retrasadas por los filtros UFIR, Kalman y H∞ en 230 ≤ n ≤ 330.

el error de estimación producido por los filtros UFIR, Kalman y H∞ es presentado,
donde grandes variaciones se pueden observar debido a la respuesta transitoria de los
algoritmos
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Figura 4.9. Error de estimación para mediciones con retrasos por los filtros UFIR, Kalman
y H∞ en 230 ≤ n ≤ 330.

Caso 2: mediciones con retrasos aleatorios y pérdida de datos

El segundo modelo de observación que se evaluara en esta sección consiste en
la ecuación (3.49); la cual describe el evento aleatorio de recibir mediciones en el tiempo
correcto, mediciones con un-paso de muestro retrasada y la pérdida de datos.

En este desarrollo, supondremos que el sistema de redes de sensores encargado
de seguir la trayectoria del veh́ıculo tiene una probabilidad en un 70% de recibir
las mediciones en el tiempo correcto. Recuerde que el modelo matemático de
las observaciones representa un protocolo de enrutamiento donde solo un dato es
transmitido para evitar la información redundante y el congestionamiento de los canales;
por lo tanto la probabilidad del evento de pérdida de datos es condicional a no recibir ni
el dato correspondiente o el un dato retrasado en el intervalo de tiempo correspondiente.
Las variables de la distribución de Bernoulli del modelo matemático de este evento son
asignadas con una probabilidad conocida para todo tiempo de muestreo de γ̃0 = 0.7,
γ̃1 = 0.8. Los filtros H∞ y UFIR fueron implementados considerando los parámetros
de variable de sintonización θopt = 0.002 calculada para un mı́nimo error RMSE con
las probabilidades previamente definidas y en horizonte de procesamiento optimo que
asegura un mı́nimo error RMSE es definido como Nopt = 5, respectivamente.

En la figura (4.10) observamos la estimación de los estados del sistema
considerando mediciones inciertas con retrasos y pérdida de datos. Similarmente al caso
anterior, los tres filtros demuestran su capacidad para filtrar y determinar la acertada
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trayectoria del veh́ıculo bajo cambios suaves en la velocidad del veh́ıculo y una respuesta
transitoria ante variaciones grandes. Las propiedades de estabilidad del filtro UFIR
ante variaciones de la entrada hace que este filtro presente una mejor eficiencia para
converger el veh́ıculo a su trayectoria correcta. Adicionalmente, en la figura (4.11) el

Figura 4.10. Seeguimiento de la trayectoria de un veh́ıculo en la dirección este (x,m) para
mediciones retrasadas y perdida de datos por los filtros UFIR, Kalman y H∞ en 230 ≤ n ≤
330.

error de estimación producido por los filtros UFIR, Kalman y H∞ es presentado.

Figura 4.11. Error de estimación para mediciones con retrasos y perdida de datos por los
filtros UFIR, Kalman y H∞ en 230 ≤ n ≤ 330.
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4.2.2. Variación en los parámetros estad́ısticos:

Una de las caracteŕısticas complejas de abstraer del funcionamiento de un
sistema consiste las matrices de covarianza de las fuentes de ruido. En muchas ocasiones
el modelado de la dinámica de los sistemas está delimitado a rangos de operación lo cual
genera errores cuando las condiciones vaŕıan. En esta sección consideramos el escenario
real de no conocer exactamente las matrices de covarianza de las señales de ruido de
modelado y medición. Para esta prueba definimos la variable β para introducir variación
en las matrices de covarianza Qn y Rn en todo tiempo de muestreo n como Q̆ = Qn

β
y

R̆ = Rnβ en el rango de 0.1 ≤ β ≤ 10.

En la figura (4.12) correspondiente al caso 1, se observar importantes propiedades
de los tres algoritmos propuestos. El filtro UFIR por su diseño insesgado no tiene
influencia de variaciones de matrices de covarianza, por lo tanto, este esto es un
punto a favor cuando tratamos sistemas altamente variables y con propiedades no
conocidas. El filtro Kalman tiene una respuesta de incremento en el error RMSE
cuando las matrices de covarianza difieren en gran medida y no logra reducir
el ruido en el sistema; adicionalmente, es importante notar que, aunque cuando
β = 1 lo cual significa ninguna variación, el error RMSE no es mı́nimo en este
caso en el filtro Kalman lo cual reitera la incertidumbre en la asignación de las
matrices. Para le filtro H∞ la respuesta es alarmante, ya que la respuesta del filtro
diverge rápidamente ante variaciones de las matrices de covarianza.

En la figura (4.13) correspondiente al caso 2, se observar consecuencias graves a
las variaciones de las matrices de covarianza en la respuesta del filtro Kalman
y H∞. Aunque una respuesta robusta del filtro H∞ era esperada, donde
compensará de forma satisfactoria el error producido por estas variaciones,
un crecimiento exponencial del error fue alcanzado. Este desempeño, indica el
requerimiento de una apropiada sintonización del parametro θopt. Nuevamente el
filtro UFIR muestra su robustez ante esa situación con una respuesta invariante
a incertidumbres de estad́ısticas del sistema.

4.2.3. Incertidumbres en la probabilidad de transmisión:

Definir valores en la eventualidad de procesos aleatorios es una tarea de
experiencia que en algunas ocasiones puede fallar. Con el fin de observar el efecto
de las incertidumbres en la transmisión de los datos, en esta experimento observamos
el comportamiento del error RMSE si θ̃n es asignada con otro valor a la verdadera
probabilidad de la señal de observación.
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Figura 4.12. Efecto en el error RMSE por variaciones en las propiedades de covarianza
0 < β < 10 para mediciones con retrasos por los filtros UFIR, Kalman y H∞.

Figura 4.13. Efecto en el error RMSE por variaciones en las propiedades de covarianza
0 < β < 10 para mediciones con retrasos y perdida de datos por los filtros UFIR, Kalman y
H∞.

En la figura (4.14) correspondiente al caso 1 donde originalmente θ̃n = 0.8,
se observa como la diferencia en el valor θ̃n debido a la incertidumbre del
funcionamiento del proceso produce el incremento del error de estimación.
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Teniendo el peor caso cuando la señal de observación tiene θ̃n = 0.8 y asumimos
que la transmisión tiene una probabilidad diferente θ̃n = 0.1. A pesar de que
el Filtro UFIR produce un error un poco mayor que el filtro Kalman, para un
retraso de una muestra esta probabilidad no tiene una gran inferencia en estos
dos algoritmos. Por lo contrario el filtro H∞ es fuertemente influenciado debido a
la sensibilidad de el parámetro de sintonización.

En la figura (4.15)correspondiente al caso 2 podemos observar nuevamente la
importancia de la probabilidad de transmisión en la reducción del error RMSE.
En este experimento, la probabilidad de retraso γ̃1 se estableció como un valor
fijo y la probabilidad de la legada acertada de las mediciones γ̃0 variaba con en
un rango de tiempo 0.1 ≤ γ̃0 ≤ 0.9. El error producido por el filtro UFIR es un
poco más grande a la respuesta óptima del filtro Kalman pero mucho mejor a el
error producido por H∞.

Figura 4.14. Efecto en el error RMSE por incertidumbres de la probabilidad de transmisión
0.1 ≤ γ̃0 ≤ 0.9 para mediciones con retrasos por los filtros UFIR, Kalman y H∞.

4.3. Seguimiento de un veh́ıculo bajo mediciones

con retrasos aleatorios y perdida de datos con

múltiples pasos

En esta sección, presentamos un ejemplo a la teoŕıa analizada en el caṕıtulo
(3.3) donde un sistema de seguimiento de un veh́ıculo es considerado asumiendo las
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Figura 4.15. Efecto en el error RMSE por incertidumbres de la probabilidad de transmisión
0.1 ≤ γ̃0 ≤ 0.9 para mediciones con retrasos y perdida de datos por los filtros UFIR, Kalman
y H∞.

mediciones enviadas por los nodos de la red hasta el centro de procesamiento están
retrasados en múltiples pasos de muestreo. Asumiremos que el protocolo de transmisión
tiene las siguientes especificaciones: 1) no existen retrasos de más de 2-pasos de muestreo
y 2) solo el primer paquete que se recibe entre un intervalo de muestreo es procesado.
La ecuación de observación es la siguiente:

zn = α0,nyn + (1− α0,n){α1,nyn−1

+(1− α1,n)[α2,nyn−2 + (1− α2,n)z̃n]} ,

donde introducimos a α0,n = θ0,n, α1,n = (1− θ0,n−1) θ1,n, α2,n =
(1− θ0,n−2) (1− θ1,n−1) θ2,n, y las los parámetros θ0, θ1, y θ2 son variables aleatorias
independientes de Bernoulli definido para cada muestra recibida en n . Usando las
estad́ısticas de GPS, establecemos las siguientes probabilidades: θ̄0 = 0.7, θ̄1 = 0.9, y
θ̄2 = 0.8; lo que significa que los paquetes de datos recibidos en el procesador tiene
una probabilidad de que lleguen en el tiempo correcto de 0.7, recibir datos retrasados
en 1-paso de muestreo de 0.081, recibir datos retrasados en 2 pasos de muestreo de
0.0053, y que suceda la perdida de datos de 0.2137.

De manera similar a los ejemplos en las secciones previas, con el fin de evaluar
la robustez y eficacia del algoritmo propuesto considerando múltiples retrasos y pérdida
de datos, el efecto de incertidumbres en los parámetros estad́ısticos y en la probabilidad
de transmisión de los datos será analizado a partir del error RMSE producido por los tres
algoritmos de estimación, Kalman, UFIR y H∞. Para este experimento, el filtro H∞ es
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diseñado apropiadamente con una variable de sintonización θopt = 0.0184 calculada para
un óptimo error RMSE en toda la trayectoria. El UFIR es diseñado con un horizonte
de operación Nopt = 5, con el objetivo de minimizar el error RMSE en todo tiempo de
muestro n.

4.3.1. Estimación de la trayectoria del veh́ıculo

En las figuras (4.16) y (4.17) se muestra los resultados de la estimación de
la trayectoria del veh́ıculo y su error de estimación respectivamente generado por los
filtros Kalman, UFIR y H∞ cuando en el centro de procesamiento llega una señal de
observación con retrasos aleatorios y pérdida de datos como se muestra en la ĺınea
negra punteada. A pesar de la magnitud de fallos en la señal de observación, los tres
filtros muestran la habilidad de estimar apropiadamente el comportamiento real de la
trayectoria que tiene el veh́ıculo. nuevamente podemos resaltar las ventajas de cada
uno de los algoritmos ante variaciones de entrada del sistema. Para este ejemplo en
particular, observamos que el filtro H∞ logra reducir la varianza entre la estimación y
los datos entregados alcanzando una estimación optima con un mı́nimo error RMSE.
Aunque, el filtro UFIR no logra reducir en este caso a un mı́nimo error la estimación
de la trayectoria del veh́ıculo otras cualidades como limitar el efecto a incertidumbre
del sistema serán destacados.

Figura 4.16. Estimación de la trayectoria de un veh́ıculo en la dirección norte por los filtros
UFIR, Kalman y H∞ en 720 ≤ n ≤ 930.
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Figura 4.17. Error de estimación producido por los filtros UFIR, Kalman y H∞ en (a) una
escala de tiempo completo (b) 720 ≤ n ≤ 930.

4.3.2. Variación en los parámetros estad́ısticos:

Figura 4.18. Efecto del error RMSE ante variaciones en las propiedades de covarianza con
0 < β < 10 producido por los filtros UFIR, Kalman y H∞.

El uso practico de observadores de estado en aplicaciones de seguimiento, a
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menudo se enfrenta con el problema de incorrectas especificaciones de las propiedades
estad́ısticas de las fuentes de ruido, los cuales afecta en gran medida al desempeño
de sistemas basado en varianzas. Considerando esto, la evaluación del efecto de los
errores de covarianza es investigado en este ejemplo. Una variable de incertidumbre β
es introducida con el fin de modificar el valor de las matrices de covarianza previamente
especificadas y simular el error en Qn y Rn en todo tiempo de muestreo n como Q̆ = Qn

β

y R̆ = Rnβ en el rango de 0.1 ≤ β ≤ 10.

En la figura (4.19) se observa la respuesta invariante del filtro UFIR a
errores de las matrices de covarianza generando una estimación estable ante estos
problemas. Por lo contrario, el filtro Kalman demuestra una dramática degradación
de su desempeño cuando β > 1; aśı mismo, una inferior desempeño es obtenido por
el filtro H∞ donde rápidamente la estimación diverge cuando 0.4 < β < 5. Un diseño
apropiado del parámetro de sintonización en el peor de los casos como β = 10, podŕıa
mejorar su desempeño al reducir el error de estimación, sin embargo, esto no garantiza
el mejor comportamiento ante otras variaciones.

4.3.3. Métodos de compensación de perdida de datos en la

estimación de estados

La pérdida de datos siempre ha sido un tema critico en el procesamiento de
señales. Actualmente existen diversos métodos para interpretar y compensar cuando
ocurre la pérdida de datos. Con el fin de analizar la importancia de estas metodoloǵıas
en la estimación de estados se plantea un experimento con los siguientes escenarios a)
compensación utilizando la predicción de los datos perdidos, b) almacenamiento de la
última muestra enviada y c) env́ıo redundante de información para evitar la pérdida
de datos. Según la teoŕıa presentada en la sección (3.1) y (3.3), en la figura (4.19)
se presenta la estimación de la trayectoria del veh́ıculo considerando cada uno de los
casos mencionados. Aqúı podemos observar que determinar con una mayor precisión el
valor del dato perdido utilizando más información del sistema como es el caso de los
predictores en el escenario a) produce una menor excursión de la señal de estimación
produciendo que su establecimiento sea más rápido.

4.3.4. Incertidumbres en la probabilidad de transmisión:

Finalmente investigamos el efecto de valores incorrectos en la probabilidad
de la transmisión de datos en la minimización del error RMSE. Dos escenarios son
planteados con el fin de analizar el efecto de variaciones en la probabilidad de
transmisión. Como es bien conocido, determinar apropiadamente la probabilidad de
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Figura 4.19. Efecto de diversos metodos de compensacion de perdida de datos en la
estimación generada por los filtros UFIR, Kalman y H∞.

Tabla 4.1. RMSEs (m) para diferentes valores de θ̄0 con θ̄1 = 0.9, y θ̄2 = 0.8

Filter θ̄0 = 0.1 θ̄0 = 0.3 θ̄0 = 0.5 θ̄0 = 0.9

UFIR 15.481 13.769 12.857 12.439

KF 13.980 12.730 12.179 12.307

H∞ 17.874 11.517 10.579 10.555

llegada de los datos requiere gran experiencia, sin embargo, cuando el número de retrasos
incrementa, la percepción de estos eventos incrementa la inexactitud de la probabilidad
de ocurrencia. Considerando este escenario, en este experimento consideramos dos casos
de operación; 1) la probabilidad de los datos de llegada en el tiempo educado es incierto
por lo tanto este valor varia en 0 ≤ θ̄0 ≤ 1 . En la figura (4.20) se observa el efecto
en la minimización de el error RMSE cuando la probabilidad de llegada de los con
datos es incierta concluyendo que ccuando θ̄0 no es igual al valor asignado a las pruebas
originales la estimación de los estados se degrada. Aunque el filtro H∞ presenta un
mı́nimo error reduciendo el efecto producido por estas variaciones comparado con el
filtro Kalman y UFIR, una mayor sensibilidad es observada ante estos cambios, un
mı́nimo error es producido cuando θ̄0 > 0.5 lo cual indica un valor aproximado al valor
real de la transmisión; sin embargo el error comienza a crecer exponencialmente cuando
θ̄0 < 0.3 un caso extremo e variación de la probabilidad de llegada d ellos datos. El filtro
Kalman y el filtro UFIR tienen un comportamiento similar sonde pequeñas variaciones
en el error RMSE son observadas. En la tabla (4.1) muestra el escenario donde θ̄1 = 0.9
yθ̄2 = 0.8 son fijos y 0 ≤ θ̄0 ≤ 1 Un segundo caso con la probabilidad de llegada
correctamente es constante y la probabilidad de retrasos y pérdidas de los datos varia.
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Figura 4.20. Efecto de la probabilidad θ̄0 en el error RMSEs producido por el filtro UFIR,
KF, yH∞ en la dirección y con θ̄1 = 0.9 y θ̄2 = 0.8 .

Tabla 4.2. RMSEs (m) para diferentes valores de θ̄1 con θ̄0 = 0.7, y θ̄2 = 0.8

Filter θ̄1 = 0.1 θ̄1 = 0.3 θ̄1 = 0.5 θ̄1 = 0.9

UFIR 16.807 15.456 14.688 14.512

KF 15.099 13.962 13.343 13.259

H∞ 25.667 15.310 13.198 13.094

En las figuras (4.19) y la tablas (4.2) y (4.3) resume los resultado obtenidos en este
caso, donde aunque el filtro UFIR no obtiene una respuesta óptima con un mı́nimo
error RMSE no se obtienen variaciones extensas a estas variaciones.

Tabla 4.3. RMSEs (m) para diferentes valores de θ̄2 con θ̄0 = 0.7, y θ̄1 = 0.9

Filter θ̄2 = 0.1 θ̄2 = 0.3 θ̄2 = 0.5 θ̄2 = 0.9

UFIR 14.357 14.401 14.445 14.535

KF 13.135 13.171 13.206 13.278

H∞ 12.701 12.807 12.917 13.155
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(a)

1

15

20

25

y
-R

M
S

E
, 
m

RMSE UFIR

RMSE Kalman

RMSE H
 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

(b)

2

12

13

14

15

16

y
-R

M
S

E
, 
m

RMSE UFIR

RMSE Kalman

RMSE H
 

Figura 4.21. Efecto de variaciones en las probabilidades 0 ≤ θ̄1 ≤ 1 y 0 ≤ θ̄2 ≤ 1 en el error
RMSEs producido por el filtro UFIR, KF, yH∞ para θ̄0 = 0.7

4.4. Seguimiento de un veh́ıculo bajo mediciones

con retrasos aleatorios y ruido correlacionado

En esta sección se ilustrará los resultados obtenidos para el problema de
estimación de estados cuando las mediciones del sistema son deterioradas por retraso
aleatorios y por tipos de ruido naturalmente proveniente del medio donde se desarrolla
el sistema como ruidos correlacionados. Los algoritmos de estimación UFIR, Kalman y
H∞ serán aplicados considerando la teoŕıa derivada en la sección (3.4) la cual ofrece la
reducción de errores al considerar la transformación de la teoŕıa clásica en base a una
nueva formulación de modelado. El modelo incluye matrices con parámetros aleatorios
en la ecuación de medición y proceso, definiendo a wn y vn como señales de ruido blanco
Gaussiano no correlacionadas con otras señales y con varianzas conocidas; y αn, asumido
para describir el fenómeno de mediciones fallidas, como ruido multiplicativo dependiente
de los estados del sistema, con propiedades de varianza unitaria. Adicionalmente, el
enfoque de la distribución de Bernoulli es introducido para caracterizar la llegada de
los datos de manera incompleta asumiendo una probabilidad conocida; α representa
el suceso de llegada en el tiempo correcto con una probabilidad de αn = 0.7, en todo
tiempo de muestreo n.

Antes de conducir este experimento, los parámetros de sintonización Nopt = 7
y θopt = 0.23 × 10−4 son definidos para todo tiempo de muestreo n a través de la
minimización del error MSE. Considere la trayectoria medida en la figura 4.22, tomada
de las lecturas de GPS disponibles por la universidad de Illinois [97], y el siguiente
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modelo matemático en el tiempo discreto de un sistema lineal de redes de sensores

xn =









1 τ 0 0
0 1 0 0
0 0 1 τ
0 0 0 1









xn−1 + wn ,

Yn =

([

1 0 0 0
0 0 1 0

]

+

[

0.01 0 0 0
0 0 0.01 0

]

αn

)

xn + vn ,

La estimación de la trayectoria del veh́ıculo en dirección norte por los tres
algoritmos es presentada en la figura 4.23, donde una destacable diferencia es observada
entre los filtros UFIR, Kalman y H∞. Una mejor minimización del error de estimación
es apreciada por el algoritmo UFIR cuando el modelado de ruido multiplicativo ha sido
usado para aportar una mayor certeza del comportamiento del sistema; el filtro Kalman
yH∞ han demostrado una mayor sensibilidad a las variaciones del modelo lo cual deduce
una óptima estimación solo cuando se posee una mayor eficiencia en la definición de las
matrices del sistema. La adición de otra fuente de ruido en el sistema, ha ocasionado
que las matrices de covarianza definidas anteriormente no sean adecuadas para esta
clase de sistema, por lo tanto un mayor tiempo de establecimiento de las estimaciones
producidas por el filtro Kalman y H∞ ha sido obtenida.
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Figura 4.22. trayectoria de un vehiculo en coordenadas GPS en la dirección norte (y) y este
(x).

Una prueba adicional con el fin de comprobar el grado de incertidumbre que se
logra minimizar a través de los algoritmos de estimación es presentada en la figura 4.25,
donde el error RMSE es analizado con respecto a un término variable agregado en las
matrices de covarianza de ruido. Las matrices Qn y Rn son modificadas con el termino β
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Figura 4.23. Estimación de la trayectoria de un veh́ıculo en la dirección norte por los filtros
UFIR, Kalman y H∞ en 430 ≤ n ≤ 510.
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Figura 4.24. Error de estimación producido por los filtros UFIR, Kalman y H∞ en 430 ≤
n ≤ 510.

como Q̆ = Qn

β
y R̆ = Rnβ obteniendo un mayor rango de variación de las matrices. Una

menor influencia de la variación en la información estad́ıstica del sistema es producida
por el filtro UFIR donde su diseño basado en propiedades de no sesgo otorga una mejor
estabilidad del algoritmo ante variaciones frecuentes e incertidumbres de la operación
del sistema. Un menor error RMSE es producido por el filtro H∞ comparado con el
filtro Kalman lo cual demuestra una mayor robustez ante estas situaciones, pero una
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mayor sensibilidad entre algunos rangos de variaciones.

10
-1

10
0

10
1

 

0

5

10

15

20

25

30

35

40

y
-R

M
S

E
, 
m

RMSE UFIR

RMSE Kalman

RMSE H
 

 RMSE
 < 0.8

= IND

 RMSE
 <1 

= IND

Figura 4.25. Efecto de inadecuadas matrices de covarianza en la estimación producida por
los filtros UFIR, Kalman y H∞.

Una última prueba es aplicada a los algoritmos de estimación con el objetivo de
analizar el efecto de obtener mediciones con fallos en la determinación de las variables
no medibles o contaminadas con ruido en el sistema. asumiendo que los datos son
transmitidos con una probabilidad de un 70% de recibir mediciones correctas de acuerdo
a su tiempo de transmisión, el valor medio de la variable aleatoria θn que define el suceso
de datos retrasados es implementado en el modelo matemático del sistema en un rango
0.1 ≤ θ̄n ≤ 0.9 para inducir la incertidumbre de determinar los parámetros aleatorios
de transmisión adecuadamente. En la figura 4.25 se observa como el crecimiento del
error debido a la diferencia de la probabilidad real de la recepción de los datos y la
modelada incrementa proporcionalmente el erro RMSE de la estimación; aunque el
incremento de este error no es abrupto en este experimento, se espera que para mayor
numero de muestras retrasadas y una mayor probabilidad de retrasos o perdida de
datos, la robustez y estabilidad de los algoritmos se vean altamente afectados. El filtro
UFIR ha demostrado un desempeño óptimo en la reducción del error comparado con
los algoritmos Kalman y H∞
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Figura 4.26. Efecto de variaciones en la probabilidad de transmisión de los datos, θ0, en el
error RMSE producido por los filtros UFIR, Kalman y H∞.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En este trabajo se presentó una nueva herramienta de estimación aplicado a
sistemas de redes inalámbricas con mediciones inciertas en diferentes niveles de retrasos
y perdida de datos con el fin de mejorar el diagnostico del funcionamiento de estos
sistemas. El trabajo de tesis comenzó con una investigación de las diversas fuentes que
afectan el funcionamiento de sistemas de redes y como estos se influencian a un mal
comportamiento de las mediciones recibidas. A partir de este estudio, diversos modelos
matemáticos fueron planteados para caracterizar la existente conducta del sistema
y equilibrar los fallos en los datos recibidos a su forma preliminar. Posteriormente
las tecinas de estimación propuestas fueron derivadas en base a las hipótesis del
funcionamiento del sistema y su correspondiente modelado. Innovadores propuestas
de transformación fueron utilizadas para adecuar sistemas de modelados complejos y
suprimir la relación con variables en diferentes tiempos de muestreo lo cual obstaculiza
el análisis de técnicas lineales de estimación. Todos los resultados obtenidos en el
análisis teórico fueron aterrizadas a una aplicación práctica de los sistemas de redes
de sensores con comunicación inalámbrica como lo es el sistema de seguimiento de un
veh́ıculo, permitiendo aśı la comprobación de la metodoloǵıa planteada en situaciones
reales de operación. Los resultados obtenidos, confirman el efectivo desempeño del filtro
UFIR para la estimación de estados de un sistema mostrando el impacto de tiene
las mediciones variables y perdida de datos. Aunque los resultados obtenidos fueron
particularmente aplicados en un sistema de seguimiento, este análisis puede aplicarse a
diferentes aplicaciones que sean altamente afectadas por mediciones inciertas.
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