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Capitulo 1

INTRODUCCION

A lo largo de la historia de la Relatividad General (RG) se ha considerado y se
ha desechado la idea introducida por Albert Einstein de una constante cosmolégica
(CC), introducida en principio para que fuera la responsable de actuar como una fuerza
“antri-gravitatoria”’que mantuviera al universo en un estado estético, ya que hasta antes
de 1929 se consideraba que el universo se encontraba en ese estado, €sto debido a que
las observaciones realizadas en ese tiempo solo mostraban que las estrellas cercanas se
movian, unas alejandose y otras acercdndose a nosotros, ésto no daba ningiin motivo
para pensar en un universo en expansion o contraccién. Basado en esas observaciones
A. Einstein se sintié motivado para afirmar que el universo era estitico con densidad
de energia positiva y presion despreciable. Como la teoria de la Relatividad General
predecia un universo en expansién (o en contraccién), lo cual iba en contra de la evi-
dencia que daban las observaciones, Eintein se formul6 la pregunta ;Puede un universo
“lleno”s6lo de materia no relativista ser estdtico?, la respuesta es jno!, un universo lleno
s6lo de materia no relativista debe expandirse o contraerse. Algo andaba mal con la Re-
latividad General y debia corregirse, asi, A. Einstein decidi6 introducir un término que
después llamé constante cosmoldgica (A) como un factor para contrarrestar la expan-
sién (o contraccién) del universo en RG, de manera que la teorfa concordaba con las
observaciones hechas y se tenia un modelo de universo estatico.

En 1929 E. Hubble descubri6 (en base a sus observaciones) que el universo no es
estatico, mds atin, Hubble afirmé que el universo estd en expansion, Einstein al tener
noticias de dichas observaciones se refiri6 a la constante cosmolégica como the greatest
blunder of my life, y 1a desech6 por completo de su teoria (esto en 1931). Sin embar-
2o, hay buenas razones para creer que este término tuvo una contribucion apreciable
al inicio del universo, y asi, a partir de ese momento se empezaria a pensar en la CC
como parte inherente del mismo, algunos autores la usaron para ajustar el tiempo de
Hubble, otros le dieron un significado fisico al asociarla con la energia de vacio [1],
y recientemente se ha propuesto que la CC puede ser la responsable de la expansion
acelerada (actual) del universo [2].

Las recientes observaciones han servido para afirmar que el universo se expande
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de manera acelerada, y para revivir el tema de la constante cosmoldgica, ddndole una
importancia ain mayor. Existen muchas teorias que intentan describir al componente
que pudiera ser el responsable de dicha aceleracién del universo, se sabe que para que
un componente pueda ser el responsable de ese efecto debe tener presién negativa y
una densidad de energia positiva, asi algunos de los candidatos que se han dado son:

= Campo Quintaescencia.
= Campo phantom.
= Campos Quintom.

= Constante cosmoldgica

Término cosmoldgico variable en el tiempo, entre otros.

Respecto a la CC cabe hacer muchas preguntas ;que representa fisicamente?, ;Real-
mente representa la energia del vacio o representa algo distinto?, ;Que implicaciones
se tienen si la CC es un término no constante en el tiempo?, ;Cuél es el comportamien-
to de la CC (constante o variable en el tiempo) y que papel juega en el desarrollo del
universo que conocemos y estudiamos hoy en dia?, ain hay mucho por investigar en
este tema. Desde el punto de vista de la teoria cudntica de campo este término corres-
ponde a la energia de vacio, pero el valor que se le ha dado es mucho mayor que el
valor observado. Esta discrepancia es conocida como problema de la constante cosmo-
logica [3]. En fisica de particulas la solucién a este problema se basa en encontrar un
mecanismo que haga a este término desaparecer, pero no hay forma de hacer A = 0 sin
que el resultado sea una solucién estética inestable (pensando sélo en RG), se tiene que
considerar A # 0, si se considera A > 0 en un universo sin materia 7, = 0, entonces
se tiene una solucién a las ecuaciones de Einstein como un universo de de Sitter. Si
se toma a A < 0 entonces se tiene un universo que recolapsa, independientemente de
la curvatura espacial. Otra alternativa es simplemente que mientras el universo evolu-
ciona, este término evoluciona también y decrece hasta llegar a su valor actual y en
este orden de ideas tenemos un término cosmoldgico A pequefio ya que el universo es
viejo[4].

La historia del término cosmolégico variable en el tiempo empieza con P. Dirac,
quien propuso que la constante G ya no fuera més una constante real, sino que en cos-
mologia se comportara como una entidad variable en el tiempo G(7). Después de el
trabajo de Dirac hay muchos trabajos que sugieren que algunas constantes, que eran
tratadas como verdaderas constantes ya no lo sean més en cosmologia[5]. Aqui hare-
mos el andlisis de la constante cosmoldgica desde ese punto de vista.

S. Weinberg establecié muy convincentemente: “Queremos explicar por qué el tér-
mino comsmoldgico efectivo es pequefio, no por qué siempre ha sido pequefio”. Es
decir buscamos un tratamiento dindmico de A.

En los tltimos afios ha surgido una serie importante de articulos relacionados con el
término cosmolégico dependiente del tiempo (Ozer and Taha, Vishwakarma, Berman,

etc.) [6,5,7,8,9, 10, 11]. La principal raz6n de dicho interés en este tema est4 relacio-
nado con la posibilidad de darle un tratamiento dindmico al vacio, tal como es preciso
en muchos escenarios inflacionarios. En este sentido han aparecido algunos modelos,
la mayoria de ellos trabajan con teorias tenso-escalares de la gravedad[12].

El presente trabajo se desarrolla de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se da una serie de antecedentes de algunos articulos que se consi-
deran importantes ya que se pueden hacer ciertas comparaciones entre esos trabajos y
el que se presenta en esta tesis. Los trabajos que se han encontrado se desarrollan par-
tiendo de modificaciones a las ecuaciones de Einstein, es decir, sin partir de una teorfa
covariante (la cual puede ser obtenida de principio variacional). Se podra ver que estos
trabajos llegan a resultados parecidos a los obtenidos en este trabajo, el cual parte de
una teoria covariante.

El capitulo 3 da una breve introduccién a los conceptos fundamentales de la teoria
de la Relatividad General, destacando el significado fisico de sus elementos fundamen-
tales y asocidndolos con la cosmologia. Se obtienen también los resultados que se usa-
rén alo largo del trabajo para desarrollar de manera correcta el modelo que se estudiara.

En el capitulo 4 se comienza con el estudio formal de la teoria a partir de el Lagra-
giano correspondiente a un modelo que incluye al pardmetro cosmolégico variable en
el tiempo caracterizado con un campo escalar ¢ con energia cinética modulada por un
pardmetro w y un potencial arbitrario V(¢), a partir de esta densidad se obtendran las
ecuaciones de Einstein usando el modelo de Friedmann-Robertson-Walker y se inten-
tardn resolver de forma general cuando sea posible. El desarrollo se haré partiendo de
A como una constante hasta llegar a considerarse como variable en el tiempo.

El capitulo 5 trata el andlisis cudntico del problema, considerando 3 casos princi-
pales. 1) Se cuantizard el caso en el que V() = 2A = cte, y se hard cero la energia
potencial del campo, asi la funcién de onda tendra solamente informacién del factor de
escala y de la CC. 2) Se emplea la misma hipétesis que en el caso clasico, con lo cual
la funcién de onda sé6lo dependerd del factor de escala. 3) Este tltimo enfoque serd
el tradicional, es decir, la densidad Hamiltoniana se eleva a cardcter de operador y se
aplica a una funcion de onda que dependera de las dos variables del problema (4, ¢).

El capitulo 6 contiene las conclusiones y las perspectivas a futuro que se tienen
para el presente trabajo.

En el apéndice se muestra el cédigo computacional REDUCE que se usé para ob-
tener los resultados de los elementos de Relatividad General.
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Capitulo 2

Antecedentes

En este apartado haremos una breve recapitulacién de articulos relacionados con el
término cosmolégico variable en el tiempo, veremos que todos ellos coinciden en que
éste es uno de los candidatos mds fuertes que se tienen para modelar la evolucién de la
energia oscura. Veremos también en este resumen que se hacen diferentes considera-
ciones para la forma que debe tener el término cosmolégico de acuerdo a los diferentes
modelos, algunos lo relacionan con el pardmetro de Hubble mientras otros le dan una
relacién con la densidad de materia-energia.

Es necesario mencionar que éste resumen se hace con el objetivo de resaltar las
principales diferencias entre los articulos mencionados y la presente tesis, asi como
también resaltar que aun teniendo estas diferencias se pueden obtener resultados simi-
lares, lo cual nos lleva a dejar algunas preguntas abiertas al final de este capitulo.

= R. G. Vishwakarma[6] menciona que una aproximacién fenomenolégica muy
estudiada afirma que el valor de la constante cosmolégica se ha relajado confor-
me el universo crece debido al acoplamiento de los grados de libertad dindmicos
con los campos de materia del universo. Entonces se puede afirmar que el valor
de la CC es pequefio por que el universo es viejo. Muchos anzasts se han pro-
puesto, de especial interés para el autor es A o« A~2 propuesto por Chen y Wu,
Vishwakarma modifica este anzast al introducir el pardmetro de densidad Q

A = nQH? 2.1)

con n un pardmetro cosmolégico dimensional por determinar. La ecuacién an-
terior pone a A en el mismo contexto que la densidad de energia. Se trabaja el
modelo FLRW, la ecuacién de conservacién de la energia a la que llega es

A A
p+301 +w)pz +§r—c—; =0 2.2

y la solucién para la densidad, factor de escala (con curvatura « = 0) y pardmetro
cosmolégico son:
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Densidad p = CA—9U+w)/(n+3) n# -3, C=cte>0
§(n+3)/(1+w)
Factor de escala S = [3(1 +7)4/ l”,;%gtl
4 Lot _ 4n(n+3) -2
Pardmetro cosmolégico A = st

Los resultados de este trabajo ajustan de manera aceptable con las observaciones
cuando k = 0.

Por su parte Utpal Mukhopadhyay et al[7] mencionan que el concepto de ener-
gia oscura y de expansion acelerada del universo aparentemente es inherente al
término A(r).Usan la métrica FLRW y Aqui como en el trabajo [6] se toma la
dependencia del término cosmol6gico como A = eH? con 0 < a < 3, obteniendo

Densidad (actual) po = %(3 -a)
Presion (actual) po = —3%?1(1 - a—2qp)
Ecuacién barotrépica de estado yo = 88 = iy
Pardmetro de desaceleracion g0 = 5%yp + 452

Bajo la condicién de @ = 1 y sumando las ecuaciones de la presién y la densidad
se tiene

A
Po+po = ﬁ(l +qo) (2.3)

Si se considera un campo escalar ¢ que se rige por la ecuacién de Klein-Gordon,
entonces por la aproximacién de “slow-rolling”’se tiene po+po = ¢> ~ 0, lo cual se
obtiene en este trabajo para ¢ = —1. Para un universo en expansion se encuentra
que g > —1. Ahora, teniendo en cuenta la dependencia del término cosmolégi-

b ol o e i _
co A = aH*, obtienen ¢y = -1 ﬁg, esto demuestra que para Ay = 0 o para

Ao/ HS = cte, el universo ha evolucionado con una aceleracion constante. De los
resultados obtenidos se argumenta que el pardmetro cosmoldgico A es el que de-
termina la geometria del universo y ademads lo hizo durante la inflacién.

En otro trabajo Mukhopadhyay, et al [8] presentan tres tipos de modelos para
A, A ~ (aja)?, A ~ ifa y A ~ p. También demuestra que es posible mostrar la
equivalencia de estos tres modelos en términos de sus soluciones, obtenidas por
la conexién de sus pardmetros libres @, By y de estos modelos con Q,, y Q4,
los pardmetros de densidad de materia y de energia de vacio del universo. De
nuevo se trabaja con la métrica FLRW vy al relacionar las ecs. de Friedmann,
Raychaudhuri, la de conservacién y la ecuacién de estado se obtienen

11
s g % 2.4)

a\? 1+y dda « 1+y
(2) +[3(1+37)_1 = T2 T (1+37)A L

De estas ecuaciones hace evidente que A depende de i/a, p y (a/a)?.

Si se usa A = 3a(a/a)* = 3aH?, con a cte y H el pardmetro de Hubble, para un
universo plano la ec. 2.5 se reduce a

2ad + (1 +3y —3ya - 30)a® =0 (2.6)
Dando las soluciones
: — T =
Densidad p) = mt
Factor de escala a(r) = C2R30-a)1+y)
z rpe = Ia =)
Pardmetro cosmolégico A(D) E aparE!
Pardmetro de desaceleracién | g = -% = 3(_1‘;'2)(1;‘/) -1

con Cy la cte. de integracién, 0 < « < 1. De manera similar se puede establecer
A = B(a/a) y también A = 87Gwp con B y w pardmetros libres, para x = 0 se
puede demostrar que el factor de escala sigue la misma ley de potencias que la
ec. correspondiente de la tabla anterior.

El pardmetro de desaceleraci6n estd dado en la forma

ai _3(l-a)l+y)

== > 1 2:7)
Para un universo en expansién « debe cumplir
1+3y
a> ay) (2.8)

Marcelo Samuel Berman[9] por su parte inicia con el tensor E-M, que tiene
una parte extra correspondiente al termino cosmoldgico variable en el tiempo y
el cual se interpreta como la contribucién del vacio

Ty = P8y + (p +p)U, Uy — A(D)guy (2.9)

Obtiene las siguientes ecs. de Einstein para una métrica FRW
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871G

H> = =t kR2, (2.10)
d(pR3 dR3 dA
(l;t ) + p? +R3?=O (2.11)

Para darle soluci6n se trabaja fluido perfecto, y asi, el pardmetro de desacelera-
cion, el factor de escala y el pardmetro de Hubble son,

Factor de escala R = (mDt)1/m)

Parametro de Hubble _H= L

Pardmetro de desaceleracién | g = — S =m-1=cte

En donde D es una constante, postulando a A(r) = Br2 con B = cte, p(t) = Ar?
con A = cte, se pueden resolver las ecuaciones de Einstein proponiendo a m™2 =
89A+B),2B=(1+3y)Ayk=0.

El problema con los modelos de A-variable es la creacién de particulas. Para la
fase libre de presién (y = 0), se tiene (en este modelo)

PR o 3/m=2 (2.12)

y a fin de no tener creacién, se impone

3 : 1
m= X 5e.; g 3 (2.13)
Lo que lleva a la ley para el universo presente:
3 \2/3
R= (-Z-Dt) (2.14)

La variacion de A “explica”por qué A es, para el universo presente, despreciable,
pero fue muy grande en eras tempranas.

Lin Xu[?] parte de T, = T}, - %guv, como el tensor de energfa-momento total.
Para un espacio FRW

PA +Pm +3H( + wpm)pm =0 (2.15)

con la densidad de energia de la CC variable en el tiempo pa = Mf,A(t) y su
ecuacién de estado es wy = -1 y wy, es la ecuacién de estado de la materia
ordinaria, para materia oscura w, = 0. Se introduce el término de interaccién
entre la variable cosmoldgica y materia oscura, para obtener

==

T

 SESRE,

o —

13
Pm+3H( + wmpm = QO (2.16)
A +3H(wp + pa)om = -0 (2.17)
La ecuacién de conservacion de energia-momento total es
Pror + 3H(pror + pror) =0 (2.18)

Se sigue cumpliendo para CC variable en el tiempo pp + po = 0. Se obtiene
inmediatamente el término de interacciéon Q = —p,. La presién efectiva de CC
variable-energia oscura

pa+3H(pa +p') =0 (2.19)

con pj\f f = pa+ 3% la presion efectiva de la energia oscura. Se puede definir la
ecuacion de estado efectiva de la energia oscura

err PR _ | 1dinpy

2.20
R 3 dina e

w

Se usan dos modelos para la interaccién efectiva entre la CC y la energia oscura
fria (CDM)

Modelo A: 4% = H + 2H?

La CC puede escribirse como

H +2H?
A@) = A fy e 2.21)
(0 O[Lo+ 1H0+2H(2)) (
La correspondiente densidad de energia del vacio es
pa = MjAg Lo + Mo(H +2H?)] (2.22)

con My = (1-Lgy)/(Hy +2H(2)). Usamos los parametros de densidad adimensionales
Qu(2) = pm/(BMEH?) y QA(2) = pa/(3M3H?), para tener la ecuacién de conserva-
cién

H+ -Z-Hz(l -QA) =0 (2.23)
con solucién
B, B
[ 21 0 3+Ag/(Ag=2) | 0 2.24
E(2) ll T2, (1+2) he—l (2.24)
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Modelo B:y2 = -H

En este caso la CC se puede escribir como

H
A() = Ao (L() + L —) (225)
Hy
escribiendo la densidad adimensional Q, = 3’;1 (Lo + NyH), obtenemos

/ /

B 6 B
Fe=a [(1 - —39)(1 +2)7 + —39 (2.26)

Cuando Cyp =0, i.e., Ly = 1 se recupera ACDM.

Por su parte Fomin, Nakaznoy y Vilchinskyi[ 13] mencionan que, si la interac-
cién gravitacional estd descrita por el lagrangiano de la forma -(‘7(R—2A), entonces
existe una CC intrinseca. Para ésta forma de CC se tienen las ecs. de Einsten

1
Rap = 58apR ~ Nogap = §Tap =~ ER8ap (2.27)

8 ; L.
con ¢ = T’j‘l se asume un universo cerrado, homogeneo e isotrépico, y se usa el
modelo FRW, teniendo las ecuaciones de Friedmann

@+ = %502a2(e + €v)
{ i= —%fcza(e +3p —2ev) (228)
Para el modelo que se maneja se tiene
at+ fct = Tffqz—[az (e(% —k) - pk + 539)
5 2 2
0= fale(k-8)+p (-1~ 4) @2

p =ve

en donde v; es el que determina la ecuacién de estado, para v = 0 se tiene presién
cero, para radiacién pura v = % y para materia dura v = 1. Para las ecuaciones de
Friedmann siguiendo el principio de cambio de densidad de energia

_ 3(1-4k)(v + 1)

ea” = cte, 2.
1-3k(v+1) 20
Para los diferentes valores se tiene entonces
3(1-4k) B
v=0= ea -3 =eoa0" K
v = % = ea* = ga’ (2:31)

6(1-4k) (1-4k)
v=1=ea -6k = 60(10“BI

15

En donde € y ap son los valores actuales. Se puede escribir A en funcién de a

(TD—2 (7'3—2
300 3k z ag
= - Q 2.32
A (-0 " T-ak S=2oniien oo+ O 255
con
Qp = wpo — k(4wpo(l = 3,p) + wpo) (2.33)

Después hacen célculos numéricos para dos valores de la ec.de estado de la ener-
giaoscuravp =0y vp = 1.

La presencia de A altera la evolucién del factor de escala en €pocas tempranas.

Hemos visto que estos diferentes trabajos dan buenos resultados al hacer el ané-
lisis del término cosmolGgico variable en el tiempo y compararlos con las ob-
servaciones disponibles. Sin embargo todos carecen de una teoria covariante que
respalde de manera convincente el resultado o resultados obtenidos, todos ellos
parten de la modificaci6n de las ecuaciones de Einstein al afiadirle el término de
la constante cosmoldgica y resolver para el modelo particular que usan. Durante
el desarrollo de esta tesis veremos que esto representa una de la principales di-
ferencias entre este y esos trabajos, ya que aqui partimos del uso de una teoria
covariante, entendiendo esto como una teoria que parte de funciones primarias
(como el Lagrangiano), que se desarrolla y resuelve de la misma manera que en
la mecénica cldsica, ademds de que se hace también el estudio cudntico de este
modelo.

Cabria dejar abierta la pregunta ;Qué diferencias existen entre los modelos que
no parten de una teorfa covariante y aquellos que si lo hacen?, es decir ;Qué
implicaciones o que diferencias se observarian a grandes escalas?.
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Capitulo 3

Elementos de Relatividad
General y Cosmologia

3.1. Relatividad General

La relatividad general (RG) es una teoria de campo gravitatorio y de los sistemas
de referencia generales, fue publicada entre 1915 y 1916. La RG es una generalizacién
hecha por A. Einstein a su teoria de la relatividad especial (RE), la cual da una nueva
vision a la teoria Newtoniana al rechazar los conceptos de espacio y tiempo absolutos,
esto tiene como consecuencia inmediata la imposibilidad de definir la velocidad abso-
luta de un cuerpo, solo tiene significado la velocidad relativa respecto a otro cuerpo.
Sin embargo al tener definidos los sistemas de referencia inerciales (pensando en RE)
puede notarse que la aceleracion sigue siendo un concepto absoluto. En RG la acele-
racién pierde ese grado absoluto ya que en esta teoria no hay sistemas de referencia
preferentes, es decir no hay sistemas de referencia inerciales (al menos a nivel global),
todos los sistemas son equivalentes.

La generalizacién de RE a RG se hace al considerar al espacio plano (de Minkows-
ky) como la manera mds simple del espacio curvo (de Riemann), esto es, se reemplaza
el espacio de Minkowsky por un espacio de Riemann en el cual no hay sistemas de
referencia preferenciales. En RG el campo gravitatorio es la consecuencia de tener
un espacio curvo, entonces se puede decir que la RG es la geometrizacion del campo
gravitacional[14].

Los principios fundamentales de la RG son:

Principio de covariancia generalizado: Las leyes de la fisica deben tener la mis-
ma forma en todos los sistemas de referencia, es decir, los sistemas de referencia deben
ser indistinguibles y desde el punto de vista fisico, equivalentes.

Principio de equivalencia: “Las fuerzas gravitacional e inercial son completamen-

17
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te equivalentes desde el punto de vista fisico"[15]; i.e., son de una naturaleza idéntica
y es imposible separarlas mediante experimentos fisicos.

Principio de acoplamiento minimo: Este indica como hacer que una ley o for-
mulacién fisica sea invariante bajo una trasformacion, ya sea una transformacién de
coordenadas o una transformacién de norma.

3.2. Cosmologia y Ecuaciones de Einstein

Una de las principales aplicaciones (y de las mas exitosas) de la RG es la cosmo-
logia, ésta encuentra su base tedrica en la RG y describe la evolucién del universo. La
cosmologia ha ido desarrollandose a lo largo de los siglos, surgiendo puramente obser-
vacional, primero creyendo que la tierra era el centro de todo, después (con Copernico)
situando al sol en el centro del universo y finalmente sabiendo que no hay centro del
universo. A partir de principios del siglo pasado empieza a desarrollarse teéricamente.

La base de la cosmologia moderna es el principio cosmoldgico que exige un uni-
verso isotrépico y homogéneo, en donde cada uno de estos términos se definen como
sigue[16]:

= No hay direcciones espaciales preferenciales, las galaxias estdn igualmente dis-
tribuidas en diferentes direcciones angulares a grandes escalas. Entonces se dice
que el universo es isotropico.

= No hay puntos preferenciales en el universo, las galaxias estdn igualmente dis-
tribuidas en el espacio a grandes escalas. Se dice que el universo es homogeneo.

Este principio no se cumple a pequeias escalas, existen ciertas inhomogeneidades
en la distribucién y también ciertas direcciones preferenciales.

Basédndose en la homogeneidad y la isotropia se puede foliar el espacio-tiempo en
secciones espaciales, cada una de esas secciones puede identificarse con un tiempo
cosmoldgico, asumiendo la isotropia, nos permite suponer que la direccién temporal es
ortogonal a las secciones espaciales, si esto no fuera asi, la proyeccién del vector tem-
poral en las secciones espaciales daria una direccién preferencial en el espacio, lo que
violaria el principio cosmoldgico[16]. El elemento de linea que considera todas estas
suposiciones y con el que se trabajard es el que fue dado por Friedmann-Robertson-
Walker (FRW)[1]

dr?

ds* = guydx'dx” = -N*(t)dr* + A%(1) + 72d6? + r*sen(0)dy* @3.1D

1—«r?

donde, el pardmetro N(z) es llamado Funcion de lapse, que se interpreta como la
separacién temporal entre cada una de las hipersuperficies espaciales (recordar que
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estas hipersuperficies no pueden intersectarse en ningin punto [17]), A() es el factor
de escala del universo[ 18], « es una constante que determina la curvatura que tendr4 el
universo segun tome los siguientes valores:

0 Espacio plano (Minkowsky)
k=1 -1 Espacio abierto (3-Hiperboloide)
1 Espacio cerrado (3-Esfera)

o drt

Figura 3.1: Representacion grdfica de las funciones de lapse y shift n' es un vector de campo
unitario y normal a X,.

Del elemento de linea (3.1) se pueden identificar los elementos de la matriz que se
asocia a la métrica del modelo, en su forma covariante éste tensor métrico (usado para
definir como se mide el espacio) tiene la forma:

-N2 0 0 0
2
0 45 o 0
= 1—«kr 32
Bl 0 0 a2 0 62
0 0 0  AZZsin?(0)

Esta ya constituye la métrica de un modelo cosmolégico, a partir de la cual se ob-
tienen los siguientes elementos, que permitirdn calcular de manera particular las ecua-
ciones de campo a las cuales se aplicardn las suposiciones necesarias para resolver los
problemas que se planteardn mas adelante. Cabe destacar que los elementos se obtu-
vieron con ayuda del programa computacional REDUCE, cuyo cédigo se muestra en
el apéndice A de este trabajo.

La forma contravariante de la métrica es:

—ﬁlf 0 0
g 0 1__%'3 0 0
g = A 1 (3.3)
0 0 v 0
1
0 0 0 A272 sini((?)
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Se empieza por obtener los simbolos de Christoftel que surgen de la generalizacién
del movimiento inercial (en relatividad especial) que ocurre en un espacio de Minkows-
ky parametrizado por el tiempo propio, dicha generalizacién estd dada por la ecuacién
de la geodésica, ésta es la ecuacién que siguen las particulas cuando estdn en caida
libre (o simplemente la distancia més corta entre dos puntos de un espacio curvo):

x . 9P ax”

a2 P oar or

Donde g, son los simbolos de Christoffel, que en relacién al tensor métrico se
definen por[19]

=0 34

1
I‘go = Egnq [30’7]./3 + &npo — gﬂo-,n] s (3.5)

Para la métrica usada en este trabajo los simbolos de Christoffel son (se muestran
s6lo aquellos que no se anulan):

=

0 0 _ __—AA
g =% 7

11~ N2wr2-1)

o - 44 0. — Asin?gAr?
2= N2 33 7 N2
1 _pl _A 1 _— __«xr
Iﬂol - Iﬁlo - A I““ . S|

T}y =sin®Or(kr? = 1) Th, = r(kr? = 1)

| : R I |
1"33— cos@sinf 1‘12—1‘21—r
2 _r2 _A 3 _3 _4A
I‘2() i Iq02 A Iﬂ03 = l—30 A
3 _r3 -1 3 _ 13 _ cosf
I‘13 i I‘31 = P 1—‘32 - lq23 ~ sin@

Ahora se calcula el tensor de Riemann o también llamado tensor de Curvatura.
En RG las propiedades espaciales estdn completamente determinadas por el tensor de
Riemann, un espacio curvo no solo produce desviacion en las trayectorias de las geodé-
sicas (de un espacio plano), también introduce dependencia en la trayectoria que siga
el desplazamiento paralelo (relacionado con los simbolos de Christoffel) ; mds adn,
causa que las derivadas covariantes no conmuten e impide la existencia de un sistema
de coordenadas Lorentziano global. Este tensor tiene 256 componentes, de las cuales
solo 20 son independientes debido a la simetria entre sus indices[20]. Los elementos
del tensor de Riemann se calculan como[21]:

re.r:

iles ~Tley)  (3:6)

1 62306 azgﬁ)’ azgﬁé azgay =
Rapre = 3 (6x78)03 o0 ox'9x oo ) T 8¢ (55 1%

Y la simetria que obedecen los indices de este tensor es la siguiente:

[\ .

'{l

t
|
|
l
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Ropys = —=Rpays = —Rapsy = Rysap (3.7
0 (3.8)

Il

Rapys + Raspy + Rayop
Aqui se definen las identidades de Bianchi, que se obtienen al derivar la expre-

sién (3.6), haciendo uso de la simetria de la métrica g3 = gg. y del hecho de que las
derivadas parciales conmutan se llega a

Rarﬁyd;/l * Raﬂ/ly;é + Raﬁé/l;y =0 (39)

En el presente trabajo para la métrica FRW las componentes del tensor de Riemann
son:

B e B m A(-AN + AN)
oo = Rowor = =g
Ar(AN - AN)
R0 = Rz = — N
sin? 0Ar2(AN — AN)
Rioz0 = Ro3os = N
A2r2(A? + kN?)
Ry2t = Rpn= NI
~ _ sin® 0A%r2(A% + kN?)
Ry = Rz = NG~ 1)
B nad 4D 2
—sin“ 0A“r* (A + kN-)
R = Royz = 2

Si el tensor de Riemann (3.6) es idénticamente cero entonces se tiene el caso de
un espacio plano. Nétese que un tensor de Riemann cero implica que los simbolos de
Christoffel también se anulan.

El tensor de Ricci se obtiene al hacer la contraccién del indice contravariante con
el segundo indice covariante del tensor de Riemann, este tensor es simétrico en sus
indices, por lo cual solo tiene 10 componentes independientes.

Ry = R;;ﬁ (3.10)

También se puede calcular a partir de los simbolos de Christoffel:

- ¥,
RllV o an,v i r;zv,a - rﬁvrﬁ

S b e, (3.11)

Las componentes de este tensor para el presente trabajo son:
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3.
Rpw = —(AN-AN
00 AN( )
AAN + 242N - ANA + 2«kN3
Kl = )
n’(krc—1)
r? (~AAN - 242N + ANA - 2N?)
Ry = 3
Rz = sin? 0R2;

Todas las demés componentes son cero.
El escalar de curvatura surge de la contraccién del tensor de Ricci

ngRvp = R‘,: =R (312)

Su expresion para este trabajo es:

6(~ANA — NA? + ANA - kN?)
B AZN3
El tensor de Einstein estd definido en términos del tensor de Ricci y del escalar
de curvatura, es simétrico en sus indices y tiene 10 componentes independientes. Es-
te tensor da la informacién de la curvatura de la variedad Riemanniana (en geometria
diferencial) y en RG aparece relacionado con el tensor energia-momento (que se verd
més adelante), explicando la curvatura del espacio-tiempo.

Una de las deducciones de la forma que tiene este tensor puede ser la que se da a
partir de la doble contraccién de la ec. (3.9), teniendo

1
Ga/i =Rqp - EgaBR = 8apA (3.13)
Ademas de esa deduccion se llega a una de las relaciones més importantes de laRG
G¥, =0 (3.14)

Las componentes que no se anulan son:

—3A2 + A2AN? - 3kN?

Gy = ye
G o Z2AAN- AZN + 2ANA + A2AN3 — kN?
= N3kr2 -1)
r2(QAAN + A2N - 2ANA — A2AN3 + kN3)
Gn = 3
N
Gz = Gp sin® @

Por otro lado, se sabe que la energia y el momento de una particula estdn repre-
sentados por un cuadri-vector. Para un gas de particulas, o para campos (por ejemplo

S G =
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electromagnéticos), se necesita un tensor de rango 2, tal que combine la densidad de
energia, la densidad de momento (o flujo de energia) y flujo de momento o esfuerzo.
El tensor Energia-Momento es simétrico y se define como

TV Es el flujo de momento p* a través de una superficie de x” constante.

Debido al principio de equivalencia fuerte que exige conservacion de energia y
momento a nivel local, este tensor debe cumplir que:

B _
=0 (3.15)

En una base ortonormal, 7% es la densidad de energia, T% es el flujo de energfa
(la energfa que cruza una superficie por unidad de tiempo), y T es la componente
de esfuerzo. Este tensor es especialmente importante en RG porque es la fuente de la
gravedad[22].

El tensor energia-momento para un fluido perfecto ! es:

Tyv =(P +p)UaUp — Pguy, (3.16)
en donde P es la presion del fluido, p es la densidad de energia y u, es la cuadri-
velocidad que satisface la relacién u,w = —1 [20]. Las componentes de este tensor
son:
Too = —pP&00 (317)
Ti = pgi (3.18)
To=Toi = 0 (3.19)
Esto es:
T()o = pN? (3.20)
A2
Ton = = (3.21)
1 —«r
T() = pAr (3:22)
T()ss = pA*rsin’(6) (3.23)

La forma més sencilla de describir la distribucién de materia en el universo que satisface el principio
cosmoldgico es el fluido perfecto, en el cual las galaxias son las particulas que conforman el fluido c6smico.
Se asume que la escala de observacion es suficientemente grande para que el elemento de volumen contenga
un ndmero suficiente de particulas, y el fluido visto como una distribucién continua de materia, sea una buena
aproximacién para describir la dindmica del sistema [23]
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y:
TP = I—Vp—i (3.24)
Tyl = "—(1—;2"—'2) (3.25)
TE? = # (3.26)
TP = s (3.27)

A2r2sin2(9)

Usando la geometria del modelo FRW, considerando un fluido perfecto, y toman-
do en cuenta la covarianza del tensor energia-momento, se obtiene la relacion de la
densidad de energia y el factor de escala,

o +3(1+ 7)p% =0 = p=MA3WY (3.28)
0 Polvo
3 Radiacién
1 Materia dura
y= - (3.29)
-1/3 Inflacién
-2/3

Se puede ver una relacién entre dos tensores que se han definido y que son de rango
2, ademds que obedecen una relacién muy particular la cual dice que las divergencias
de cada uno de esos tensores son iguales a cero. Dichas relaciones son (3.14) y (3.15),
de tal manera que se pueden relacionar:

G = k¥ (3.30)

La expresion anterior representa un conjunto de 16 ecuaciones que es conocido
como Ecuaciones de Einstein, debido a la simetria de los tensores sélo se tienen 10
ecuaciones acopladas y de esas 10 s6lo 6 son independientes. En la expresion anterior k
es una constante que se determina al exigir que la RG y en especifico las ecuaciones de
Einstein predigan de manera correcta el comportamiento de los planetas en el sistema
solar[24], esto es, en el limite Newtoniano, en donde ambas teorias deben coincidir en
las predicciones.

Todos los elementos obtenidos en este capitulo para la métrica (3.1) se usan poste-
riormente para obtener la forma de las ecuaciones de Einstein, las cuales se usardn los
diferentes casos que se estudiaran.

lil

Capitulo 4

Parametro cosmologico

En este capitulo se hard uso de los elementos obtenidos en capitulos previos, pero
antes se introduce la correspondiente densidad Lagrangiana para un modelo que inclu-
ye al parametro cosmoldgico variable en el tiempo, caracterizado con un campo escalar
¢ con una energia cinética modulada por un pardmetro w y un potencial arbitrario V(¢).
A partir de estd densidad Lagrangiana se obtienen las ecuaciones de Einstein en forma
genérica, posteriormente se aplica el modelo de Friedmann-Robertson-Walker (FRW),
que se resolverd de la forma mdas general cuando sea posible.

Se presentard una evolucion del término cosmoldgico, considerando diversos ingre-
dientes en la densidad lagrangiana de tal modo que se module al término cosmolégico
desde ser una constante A hasta ser dependiente del tiempo, en el siguiente esquema

1. Vacio, curvatura « = 0,
2. Vacio, curvatura « # 0,

3. fluido perfecto barotrépico, « # 0,

en todos ellos, basta tomar en la densidad Lagrangiana w = 0, V(¢) = 2A.

La tltima propuesta seré considerar que el término cosmolégico puede mimetizar-
se con un campo escalar, con ello se elige al pardmetro w = 1 y el potencial escalar se
deja arbitrario, con la esperanza de poder resolver completo el sistema de ecuaciones
diferenciales que proceden de las ecuaciones de Einstein (4.8,4.9) y de Klein-Gordon
(4.11), las cuales se expondran mds adelante.

Toda esta seccion se basard en obtener soluciones exactas a las ecuaciones de cam-
po de Einstein-Klein-Gordon, y en una seccién posterior, se buscara obtener por medio
de una densidad Hamiltoniana las mismas soluciones mediante un enfoque de la me-
céanica clasica, Hamilton-Jacobi.

25
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4.1. Densidad Lagrangiana para modelo con parame-
tro cosmolégico variable en el tiempo
La densidad Lagrangiana que se usara es la apropiada al considerar un pardmetro

cosmoldgico variable en el tiempo parametrizado con un campo escalar ¢, el cual estéd
incluido con un pardmetro de la teoria w, energia cinética y un potencial V(¢)

L18.6 = VFE(R+2A = 79,096 + V@) + V=ELuarer @1

A partir de la ecuacién (4.1) al hacer las variaciones correspondientes se obtienen las
ecuaciones de campo que determinan la dindmica del sistema, la variacion respecto a
la métrica dar4 las ecuaciones de Einstein y la variacién respecto al campo escalar dard
la ecuacién de Klein-Gordon,

1 w 1 1
Rop — EgaﬂR =Gyp = -3 (Va¢vﬁ¢ - Egar/igpvvp(ﬁvﬂb) + Egdﬂv(¢) = 8nGTop,
4.2)

wtif= Z_: -0, 4.3)

De la ec. (4.2) se identifica que el tensor energia-momento estd asociado al campo
escalar, y su forma es:

w ! :
1% = 2 {Va9Vpe - Ega,agwwm) ~ 58a5V(®) @.4)

El tensor de fluido perfecto estd dado por la ecuacién (3.16). Ahora, haciendo uso
de la métrica FRW(ecuaci6n (3.1)) y considerando un fluido comévil en la direccion
del tiempo, las ecuaciones (4.2) y (4.3) quedan de la siguiente manera

342 3kN? w., NV(g)

sl _ 2 g =
7+ =~ 8GpN* - 74 5 0, 4.5)
2AA A% 24ANA . wAX? 1,
T T tK8GATp+ -34V@® = 0, (4.6)
B T
By E BNl G . @7

ANZ N2 NNZ| Nd:

Que se pueden reescribir en el tiempo propio mediante la transformacién dr = Ndt,
y quedan simplificadas de la siguiente manera (. — )

g
: — i "
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347 ¢%w Vo 3k
?—T—SRGP—E+Z—2— = 0, (48)
24”7 A% 92w V K
_A_+?+T-—2_+8]T'Gp+p = 10, (4.9)
w [3%:;5’2 +¢'d"| = =V, (4.10)
donde se uso la regla de la cadena para g—g = ?9_‘11% = %,1 en la dltima ecuacién. La

ecuacién de Klein-Gordon (4.10) se puede reescribir como

i[L,,(Asﬁ)] __v 4.11)

dr 2 %’3'

Con todo lo anterior ya es posible construir de manera completa las ecuaciones de
Einstein, y, por lo tanto, es posible empezar el estudio que es el objetivo de este trabajo.

Las ecuaciones de Einstein con materia y constante cosmoldgica se pueden carac-
terizar directamente tomando w = 0y V(¢) = 2A, con lo cual, éstas se simplifican,
siendo:

”
-3:—2+—Z£2—87er—A =0 = & = dr,
802 + 4 A2 —«
(4.12)
2A” AIZ P
T+ﬁ+ﬁ+8’rGyp-A = 0. (413)

4.2. A como Constante Cosmoléogica (CC)

En las siguientes subsecciones se estudiardn casos en que el término cosmoldgico
es una constante, lo cual hace que el pardmetro w = 0 y (como ya se dijo) el potencial
escalar tenga el valor V(¢) = 2A, bajo estas consideraciones se reproducird al universo
con las diferentes configuraciones mencionadas al principio de este capitulo.

4.2.1. Universo vacio con constante cosmoldgica y curvatura cero

Al considerar un universo vacio, sin curvatura (x = 0) y s6lo con constante cosmo-
16gica, la ecuacién de Einstein (4.2) toma la forma:

A”2 A
3 A A _

AA =0 = = =340 (4.14)
2A” A/Z
el y i A = 0 (4.15)
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La solucién de (4.14) es:

A(1) = Age J3ar (4.16)

donde A es una constante. Claramente se ve que en este caso el factor de escala A
depende directamente de la constante cosmoldgica positiva, y crece exponencialmente
con el tiempo, todo esto concuerda con el modelo de De Sitter. Asi mismo, ésta solucién
también satisface la ecuacién de Einstein (4.15).

4.2.2. Universo vacio, con CC y curvatura

En esta seccién se calcula el factor de escala que tendria un universo vacio, en
el cual solo la geometria del espacio-tiempo y la CC contribuyan a la expansién o
contraccién de este modelo. Partiendo de las ecuaciones de Einstein, se tiene:

”2
M X N = = A __ & @
A2 A i 3
A
2A” AIZ K
T+ﬁ+ﬁ—/\:0’ (418)

Al resolver la ecuacién (4.17) obtenemos:

A(r) = Ao \/—3—1\?cosh( \/§AT] (4.19)

Nétese que la curvatura solo puede ser la de un universo cerrado (x = 1) (ya que cur-
vatura cero fue la solucién exponencial encontrada anteriormente). Si el valor de la
curvatura es negativo, implica que la CC también debe ser negativa, esto por el factor
que acompafia a la funci6n cosh, pero esta harfa que el argumento de este cosh fuese
imaginario, lo cual llevaria a una transformacion de la funcién cosh a la funcién cos,
teniendo asf un universo oscilatorio, y se sabe que eso no concuerda con las observa-
ciones. De este modo, con « = 1, el factor de escala da como resultado un universo en
expansién infinita. Puede verificarse que aunque solo se resolvié la ecuacién (4.17), la
solucién también satisface a la ecuacién (4.18).

4.2.3. Universo con materia, CC y curvatura.

Ahora se analiza el caso de un universo con materia considerando un fluido per-
fecto barotrépico, con ecuacién de estado P = yp, donde el pardmetro y parametriza al
universo en sus diversas etapas —1, % 0,1 — inflacién, radiacion, materia dura y polvo,
respectivamente. También se incluye el término de curvatura y la CC, lo que hace que
el pardmetro w = 0. De manera particular se analizardn algunos casos en donde serd ne-
cesario que la curvatura se haga cero, es decir, en esos casos se trabajard en el régimen
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de universo plano.

Bajo estas condiciones las ecuaciones de Einstein toman la forma:

3477 3k dA
= + o 8nGp - A 0, = =dr, (4.20)

&%QA% + %—AZ -k

247 A%«
T +? +F+8KGYP—A = 10 (421)
considerando la ecuacién (3.28), la ecuacién (4.20) queda como:
dA
=dr, 4.22)

81GM;
\/-"_3_1A—<3y+1) +hA2 -«

Soluciones particulares

Ahora se asignardn valores especificos a y para resolver con cada uno de ellos la
ecuacion (4.22).

1. Inflaciény = -1

Este es el caso més facil para resolver ya que con este valor de y se simplifica en
buena medida la ec. (4.22), que toma la siguiente forma:

dA
‘/(SerM_, & %)AZ—K

cuya solucién cuando 87GM_; + A > 0,

3k A+ 81GM_,
A —
(1) A+ 8xGML cosh( \, 3 AT] (4.24)

=dr, (4.23)

en este sentido, es claro que la tnica solucién con sentido fisico es lade « = 1.

Si de la ecuacién (4.23) consideramos 87GM_; — |A| < 0, el factor de escala
solo tendr4 sentido para un universo abierto, « = —1, pero la funcién cosh tendra
argumento imaginario y esto la convertird en una funcién cos, que le dard un
comportamiento oscilatorio.

2. Inflacion y = -2/3

Esta etapa sigue siendo inflacionaria, se espera que la solucién del factor de
escala sea una funcidn creciente. La ecuacidn a resolver es:
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dA
= = = dr, (4.25)
‘/TA + M A -«

La solucién de esta ecuacion es:

3k + 1612G2M? ,
_ -3 é . 4JTGM_2/3
A(T) = e —— cosh( A/ 3 AT] — (4.26)

Esta solucién tiene sentido para cualquier valor de «, s6lo con la pequeiia parti-
cularidad que para el caso « negativa se satisfaga —3|| + 167°G*M?, ; > 0.

. Inflacién y = -1/3

Ahora la ecuacién que se tiene que resolver es:

dA
\/%Az + §’3{QM_% —-K

= dr. 4.27)

3k-81GM _
La solucién cuando ———= > 0 es

A@) = J%‘ﬁ cosh[\/gAr] (4.28)

Podemos considerar el valor de « = 1, s6lo si 3k — 8tGM_;;3 > 0.
-—87I'GM_1/3—3K
Y

>0

8 ! —
A) = \/ﬂ/{li—ifsinh(\/gAr) (4.29)

La solucién cuando

El comportamiento de esta solucién corresponde también a un universo inflacio-
nario que crece a una tasa extremadamente rapida, éste por ser el tltimo caso de
inflacién debe crecer més lento que para y = —1.

. Radiacién y = §

Ahora la ecuacion a resolver es

AdA
34— A2+ M,

=dr, (4.30)

s

4.2. A COMO CONSTANTE COSMOLOGICA (CC) 31
o2 1/2
| [87GMy3 - T . [4A 3k
A(r) = — sinh TAT -y 4.31)

Es este caso « puede tomar cualquiera de los 3 valores, no hay restriccion para

la curvatura en esta etapa de radiacién. Cabe resaltar que cuando « = +1 se debe
. 2 . jig < . s e

cumplir que 871GM, 3~ 341\ > 0 de lo contrario la solucién no tendrd sentido fisico.

. Universo con materia, CC y curvatura k = 0.

De acuerdo a las mediciones m4s recientes hechas a través del WMAP, se ha
dicho que el universo es plano, estas mediciones dan este resultado con solo un
0.5% de margen de error, por eso es mds que importante, y necesario estudiar
los modelos para un universo plano, dichos modelos deben ser coherentes con
las observaciones. A continuacién se encuentra la ecuacién que se resuelve de
manera general para cualquier valor del pardmetro y excepto y = —1, el cual se
tratard aparte.

La ecuacion a resolver es

- i - dr, 4.32)
. /Lj_YA—(SyH) g -’3‘-A2
que se puede re-escribir como
1
A207*Dga A
Al 4.33)

[a30+D) 4 E’EGT“& 3

. . i 3+ e h
haciendo uso del cambio de variable, u = A T se puede llevar a la siguiente

forma:
871G M.
2 du _ /ﬁdr, . nGM,
3y + 1) 2 3 A
vey(3) +1

teniendo como solucién:

e 3<y+1)\/§
u= \/Esmh[——2 3AT],

que escrita en funcion del factor de escala es:
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2
30+D
A(r) = [\, SHiMY sinh(3(y2+ D ‘, %Ar]] (4.34)

6. Inflacion y = -1

e L h = S R (4.35)
(z;;rGMy A 3
——T +

A
?)Az

A(r) = AgeV SEpeLar (4.36)

La era de inflacién del universo plano, est4 gobernada por un comportamiento del
factor de escala que lo hace evidentemente creciente exponencialmente, siendo
este crecimiento funcién de la constante cosmolégica y del contenido material.

4.3. Soluciones a la Hamilton-Jacobi: Formalismo Ha-
miltoniano
Al usar la métrica de FRW, el Lagrangiano nos queda como:

i2
L= G—AA—IA— — 6kNA + %A%}z + NA3V(¢) + 16NnGpA> (4.37)

Haciendo uso de la definicién de los momentos canénicos ITq = %, se tiene

_ 0L _12AA . NIla
My = T A= T (4.38)
0L wA’p . NI
= —== ; = +—, 4.3
e ap N ¢ +tuA3 el

al escribir el lagrangiano en su forma canénica,

Lcanénico = ad +Tlgp — NH,

1

L=TIAA + g - [AZH e —an — 167GA%p — 24A°V(¢) + 144KA4] . (4.40)

N
24A3
se obtiene directamente el correspondiente Hamiltoniano H

12
= AT +
24A3 [ A%
El formalismo de Hamilton-Jacobi emplea la transformacién entre los momentos y

la funcién superpotencial S de la siguiente manera, I, = 3‘? dado que el Hamiltoniano

n¢ - 3847GA%p — 24A%V(¢) + 144KA4] (4.41)
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es una constriccién de la teorfa (es decir, se obtiene de la ecuacién de Lagrange para el
campo N, tal que H = 0), al sustituir estas relaciones en (4.41), siendo el superpotencial
S(A,¢) = S1(A) + S2(¢), se llega a la siguiente ecuacion

1 2 ds 2 12 (dS a 6 6 4
e i ] [ Wi | (il 1 TN {7 | —-24A°V(¢) + 144, =0. 4.4
3 [A ( ) ( ) 384nGA P (®) 144«A 0 ( 2)

si se considera el caso particular de que V(¢) = 2A = cte, y S; = 0 (sin campo

escalar)
ds‘ = 12A\/§1'£A2 LY

al igualarlo a la relacién(4.38) nos brinda la ecuacion maestra:

dA

8GA2p + A2 -k

=dr. (4.43)

que no es otra cosa que la ecuacién (4.20) obtenida desde las ecuaciones de Eins-
tein, la cual nos sirvié para obtener las soluciones cldsicas con constante cosmolégica
expuestas anteriormente. Con esto se muestra que ambos métodos son equivalentes.

4.4. Término cosmolégico dependiente del tiempo

Las ecuaciones de movimiento a resolver son de las siguientes:

_3_A’_23K w M

| s 2 - =
T HAL Rt 0, (4.44)
207 A? o« w ., 1 B
A + Xz— : Xz‘ b 87I'Gp -+ Z¢ - EV(¢) = 0, (445)
d 6 ¢IZ B A\
Z

Para resolver este sistema se introducen dos hipétesis, las cuales parecen plausibles
para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales, una es elegir que la densidad de
energia del campo escalar sea proporcional a la densidad de energia del fluido perfec-
to. La otra propuesta hipétesis va en el sentido que en la ecuacién de Klein-Gordon
(4.46), el lado derecho sea una constante negativa pequeiia, lo cual permitird encontrar
la energia cinética del campo escalar en funcion del factor de escala empleando la parte
izquierda de la ecuacién de Klein-Gordon, que su vez se introduce en el modelo y se
obtiene la forma del potencial V(¢(r)), siempre y cuando se conozca la forma analitica
del factor de escala, el cual se obtiene usando la primera hip6tesis. Mas adelante se
detalla este procedimiento.

i A
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4.4.1. Densidad del campo ¢ proporcional a p.

Se definen la densidad de energia y presion de campo escalar ¢
1 ” 1 2
167Gpy = ¢ + V(9), 167Gpy = 54 - V($)

con lo cual las ecuaciones (4.44,4.45,4.46) quedan re-escritas como sigue

3A7 3
ke A_’; - 871G (p +p¢) = 0, (4.47)
2A” A7
Ttat 'AKE +87G(p+pg) = O, (4.48)
d 2 \4
= [Ln (Aé‘%)] - (4.49)
=z

considerando un fluido barotrépico escalar, ps = wgpg, donde wy es una constante
que juega el papel de la y en la ecuacion de estado del fluido barotrépico perfecto.

Bajo la propuesta de que p, = myp, con my constante, y en el mismo sentido las
presiones, entonces se tiene un conjunto de ecuaciones més simples, es decir, las ecua-
ciones de movimiento a resolver son las mismas que en los apartados anteriores, so-
lo hay que realizar la traslacién de las constantes 871G — 81Ga, donde la constan-
teap = 1+my > 1y A =0, dado que el potencial V(¢) caracterizard al término
cosmolégico[25, 26, 27].

3A7 3k
? + -Kz- - SIZ'G(I + m¢)p = 0, (450)
2A" AIZ K
—A—+—A?+ﬁ+87rG(y+m¢w¢)p = 0, (451)
d 6¢12 B v’
= [Ln (A : )] = - (4.52)

En lo que sigue dividiremos el estudio con respecto al pardmetro barotropico, tanto en
el campo escalar wg, como en la parte de materia ordinaria y. En cada caso se elige la
igualdad en estos pardmetros.

4.4.2. Rama positiva: 0 < wy =y < 1,— 1¢? = EAVC))

I+w¢

Estudiaremos las etapas del universo para estos casos y visualizaremos como evo-
luciona el potencial V = 2A(7) en las etapas de la materia ordinaria, asi mismo, escribi-
remos la forma del potencial para las diversas etapas en funcién del campo escalar.

De este modo la ecuacién (4.52) se lee

d L= T
9 bl =08 wbyr i | = 0, = V(1) = ¢y A7), (4.53)
dr 1+ Wy

4.4. TERMINO COSMOLOGICO DEPENDIENTE DEL TIEMPO 35

Asi, la dependencia temporal es,

1
V()= CY(aY_T)Z’ = A¢ = fy Ln(t),

donde la forma matemética de la constante ¢, y £, proviene de usar la solucién a las
ecuaciones de movimiento para el factor de escala en cierta etapa de la evolucién del
universo caracterizado por esta rama, por ejemplo, polvo corresponde a ¢y = a(z)mz%,
donde, aj es la constante que tomaremos de la solucién reportada para el factor de
escala.

Usando los resultados reportados en la referencia [27] para el factor de escala

2
]3?y+1> - =
Beif= [ayT 1 ay = (y + 1)/6nGayM,, y#-1 (4.54)

2
e2 §nGagM_ v - -1

1. Polvo,wg =y =0

El potencial escalar tiene la dependencia temporal

2my 1

YO = s ) 2

y la forma temporal del campo, usando la ecuacién de la energia cinética,

_ 4m¢
A¢ = ’m L]’I(T). (455)

con lo cual podemos obtener la forma del potencial en funcién del campo escalar
para la etapa de polvo,

2my - 3(1+#)A¢.

Vig) =
éste comportamiento se da cuando el factor de escala tiene el siguiente comprta-
miento,

A@ = lag713 a0 = \f61GayMo.. @.57)

que surge cuando se modela una etapa de crecimiento répido del factor de escala
de nuestro universo usando sistemas dindmicos y pidiendo que uno de los puntos
criticos sea un atractor, obteniendo que el correspondiente factor 2 en la funcién
exponencial V(¢ ~ e’ debe ser menor a — V3 [28].

Este valor también ha sido encontrado con otras técnicas, usando soluciones
cuénticas y cudnticas supersimétricas en el contexto de cosmologia cuéntica para
el mismo modelo cosmoldgico FRW [29, 30]
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Figura 4.1: Griéfica de la ecuacion (4.57), considerando diferentes valores en el pard-
metro ay. @y = 1,24 y 74 de abajo hacia arriba, respectivamente.

Es comiin decir que cuando el potencial escalar tiene un comportamiento expo-
nencial, como en este caso, el factor de escala del universo debe tener un cre-
cimiento rpido en el tiempo. Este comportamiento estd graficado en la figura
(4.1) en unidades arbitrarias, en donde la gréfica inferior conrresponde al valor
as = 1y la grifica superior corresponde ay = 74, aqui estd incluido la densidad

de energia del campo escalar, mostrando el rdpido crecimiento del universo.
2. Radiacién, wg =y = §

El potencial escalar tiene la dependencia temporal

my 1

VO = i mp 2

y la forma temporal del campo, usando la ecuacion de la energia cinética,

e et
P g )

con lo cual podemos obtener la forma del potencial en funcién del campo escalar
para la etapa de radiacion,

-2 [1+:LA¢
V(g) = __m¢_ g

A +my)

4.43. Rama negativa: -1 < w, < 0,— p; = —|wlpy;— 3¢ =
BeV(®).Bs = T

Siguiendo el mismo procedimiento que en la secci6n anterior se tienen las siguien-
tes soluciones. En esta rama, la ecuacion (4.52) se escribe como:

A e e e e e
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1+
dir [Ln (A%wv‘ﬁﬁ“‘)] =0, > V(@) =c, AXlwsd, (4.58)

donde la constante ¢, que aparece en la energia potencial proviene de usar la so-
lucién a las ecuaciones de movimiento para el factor de escala. Asi, la dependencia
temporal es,

1
V() = Cw 3> = A¢ = £, Ln(7). (4.59)

Por ejemplo, cuando elegimos el caso wy = —%, esto es, |wg| = %, tenemos las
ultimas ecuaciones escritas para este caso como

10my 1
V() = T+m, g (4.60)
Entonces, el campo escalar es
_ Mg
Ap =2 . Ln(7), 4.61)
asi, podemos escribir V(g)
10my - 1+:-A¢
V(g) = ¥
@ = oo : (4.62)

con la ley para el factor de escala

2 1
" 2 .y
A_g(r) = [a_§] 15 a_% = /67rGar¢M_% (4.63)

En esta ultima subseccién hemos caracterizado al término cosmologico A(r) via el
potencial escalar, usando la solucién de la ecuacién de Klein-Gordon para la diversas
etapas en el campo escalar, encontrando que dicho pardmetro cosmoldgico tiene una
dependencia temporal (o del campo escalar) de acuerdo a resultados que se obtienen
para un campo de quintaesencia en el marco de modelar la energia oscura.
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Capitulo 5
Analisis cuantico

En este capitulo se haré el correspondiente anélisis cudntico para el problema que
se ha tratado en el presente trabajo. Partiendo de la densidad Hamilatoniana obtenida
en el capitulo anterior

.1 loes 125 6 6 4
H= YVl ATl - Zl’[(p —384nGA®p — 24A°V(¢) + 144kA™ |. 1)
Se hardn tres propuestas para atacar el problema desde el punto de vista cuéntico y

poder encontrar asi las soluciones correspondientes

1.- La propuesta es la de cuantizar el caso en donde el potencial serd V(¢) = 2A =
constante, y hacer cero la energia potencial del mismo campo, con lo cual se
tendr4 la densidad Hamiltoniana

o 4 o (=3y+1) 4 2
e [ - cya — 48A°A + 144kA?]. (5.2)

en donde ¢, = 384nGyp,, de este modo, la funcién de onda tendrd informacién
s6lo del factor de escala y de la constante cosmolégica A.

Por completez de esta propuesta, dejaremos la energia cinética del campo escalar,
la cual ser4 una constante de movimiento cuando el potencial V(¢) = 2A, siendo

12€
[nﬁ et = BOAR A B AR 144KA2] =0.
wA?

la ecuacion a resolver, en donde Cy es la constante correspondiente a la que surge
de que el momento del campo escalar es una constante de movimiento. Al usar
la representacion de los momentos y aplicando la funcién de onda, se tiene

1 d d\ 12Cs
— — |AP— | + —2£ +384nGu, A~3*! + 48AA* - 144kA? =0.
[Ap = (A dA)+ — 7 +38 Gy +48 kA |W(A) = 0

39
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siendo p el pardmetro que representa la ambigiiedad en el ordenamiento de fac-
tores, entre A y el operador I14. La transformacion ¢ = Ay permitira eliminar
la primer derivada que aparece en la ecuacién anterior,

d2
[m - Uefectivo(A) ¥Y=0

con

12€
Usfectivo = -g (1 - %) % = Fj — 3847Gu, A7 — 48AA* + 144kA.

Nétese que en la expresion anterior para la energia potencial efectiva se adicioné
1

un término de energia tipo centrifugo, -5 (1 - lz’) =

2.- La segunda propuesta consistird en usar la misma hipétesis que en el formalismo
clasico, es decir, considerar que la energia de campo escalar sea proporcional a
la energia del fluido perfecto, esto es, pg = 167Gmyp,

1

=5

[113 - 3847GA*(my + D)p + 144xA%| = ﬁ [13 - b, AC3"*D 4 1444A?),
(5.3)

con by = 384nG(mg + 1)y, asi, el problema a tratar se traducird en resolver cuando
la funcién de onda sélo sea dependiente del factor de escala A, es decir T(A).
La contribucién del término cosmoldgico vendra dada por la aplicacién de la
constante mg.

3.- La tercer y tltima propuesta que se usard es la tradicional. Considerando que la
densidad Hamiltoniana se eleva a cardcter de operador aplicada a la funcién de
onda Y que dependerd de las dos variables del problema, (4, ¢), posteriormente,
ya sea por separacién de variables o aplicando el formalismo de fase constan-
te, que es similar al formalismo Bohmiano !, se obtendrén las correspondientes
soluciones y se analizarén. En esta propuesta podria considerarse que se pier-
de algo de motivacién de tener un término cosmoldgico, ya que no se tendrdn
argumentos fisicos para que el potencial escalar sea el adecuado en un mundo
cuantico.

Para tener una cuantizacién canénica de la densidad Hamiltoniana, se elevan a ca-
récter de operador los elementos asociados a las variables ¢ = (A,¢), y se toma la
representacion usual Iy = —ih%, donde se elige 7 = 1. De esta forma, la densidad
Hamiltoniana aplicada a la funcion de onda (A, ¢) queda de la siguiente manera

R 2 2
HYA, ¢) = -Ang—z + -15:72 - 3847nGASp — 24A%V(¢) + 144kA*| T(A, ) =0, (5.4)

1En este formalismo es posible describir particulas con momento y posicién bien definidos en cualquier
instante de tiempo, esto nos lleva a una interpretacién en donde se olvida el caricter probabilistico de la
mecénica cudntica y nos lleva a poder describir la evolucién del sistema conociendo sélo las condiciones
iniciales, es decir, nos regresa a una teoria determinista[31].
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pero existe ambigiiedad en la forma de operar la derivada y la funcién A2, de tal
manera que se introduce el siguiente ordenamiento de factores
s 9 i 0* d
A =AM K= A g
Fre aA" oA~ " a2z " 5a
con lo cual las ecuaciones diferenciales a resolver en el contexto de cosmologia
cudntica son:

& qd AC3YHD _ 48444 2
—m + Za —Cy —48AA" + 144kA Uy = 0, (5.5)
d2
[m i Uefectivo(A):l‘P = 0, (56)
siendo el potencial efectivo
12C4\ 1
Wyt == (c,, + T“’) 5 = 384nGu, A — 48AAY + 1442, C = g(l = g)

5.7

De acuerdo al intervalo del valor del pardmetro p, la onstante C,, puede tomar los
valores

0, p=0,02.
Cpr=3 >0, 0<p<2: (5.8)
<0, p>2,0p<2.

5.1. Primera propuesta, soluciones a la ecuacion (5.5)

Para encontrar soluciones a la ecuacién (5.5), se consideran algunos valores parti-
culares del pardmetro y.

5.1.1. Escenario tipo inflacionario (y = —1).
Para este estadio la ecuacién (5.5) toma la siguiente forma

Au’) —qu |+ 14443 (mZA2 - K) u-_1 =0, 5.9

en donde m? = % + %nGp_l puede tomar cualquiera de los valores siguientes

>0 ambos positivos 0 87Guy > |Al,
m?>={ <0 A <0, IAl > 872Gy,
=0 A <0, IA] = 87Gy;.

Los casos cuando m? # 0 se caracterizardn en un s6lo proceso, el caso para m? = 0
se analiza por separado.
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s m2#0

Para el caso cuando m? > 0, la ecuacién diferencial es la misma ecuacién (5.9)

Au| - qul | + 14443 (m?A% = k)u_y =0, (5.10)

y para el caso cuando m? < 0, se tiene la siguiente ecuacién

Au’| —qul | - 14443 (mzA2 + K) u_1 =0, (5.11)

Haciendo uso de la transformacién v = m2A? — sign(m) k podremos escribir las dos
ecuaciones anteriores en una sola, si se considera que el factor sign(m) es el signo
que tendrd m? dependiendo si es > o < a cero, es decir, +1 cuando m> > 0y -1
cuando m? < 0. Asi las ecuaciones (5.10) y (5.11) se expresan en

AW\ — qul, + sign(m) 144A% (m? A% = sign(m) k) u_, = 0. &1

Y con esto se tiene que:

1 1
1 2 1 b )
A= v + sign(m) k , __d_ = o2 v + sign(m) k i,

m? dA m? dv

d_AE- +2m

dv? dv

& _4m4(v+sign(m)l<) d_2 2d
2

re-escribiendo la ecuacién (5.12) se tiene

d*u_, 1 v + sign(m) k e du_y . 36 3
W— +2_n12_(1_q)(_]-n-2—__ _dv_ +szgn(m) %vu_l =0, (513)

La ecuacién (5.13) para el caso ¢ = 1, se simplifica a

P

dv?

+ sign(m) ngu_l =0, (5.14)

- 1
Aplicando de nuevo una transformacion, ahora dada por u_; = vZy(v), se puede
re-expresar como

d®y 1dy (36sign(m) 11
— ey ]=0,
dv? Ty dv * m i

" , 3 g
Aplicando el cambio de variable z = ;42'V7, se obtiene:

g ;
d%y ldy ; (’l‘)
g B RS 5.15
2 + e + [s1gn(m) > y=0, ( )

—— e o

— 4
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La cual es una ecuacién diferencial tipo Bessel de orden v = s}, es la Bessel
ordinaria cuando sign(m) = +1, y la modificada cuando sign(m) = -1, con lo cual
la solucién a la ecuacién vendra siendo

aogJy (z) + boJ_1(2) m?>0
0115(2)'*1711(%(2) m? <0

Entonces, la solucién para estos casos en la etapa inflacionaria es:

1 [ agd1(@) +boJ_1(2) m?>0
_1(A) = (m?A? - si 2 3 -3 ;
e e aly@+biK} @) m<o | ©10
3
conz= ;42- (m2A2 — sign(m) K)Z.
m?=0
En este caso la ecuacién diferencial es
Av”, —qu’, - 144xA%u_; = 0, (5.17)

que mediante el cambio de variable x = 6 ykA? se lleva a la ecuacién tipo Bessel

d2u_1 1- q du_1
e e T P

La cual es comparable a [32]

2y +axy +(br" +c)y=0

con las siguientes relaciones a = %—q, c=0,v = %\/(1 —a)? —4c es el orden,
b = -1, que tiene por solucién

y=x¥Zy(\/l_7x)

donde Z, es la funcién de Bessel generica.

Para el caso tratado aqui, la solucién es:

u_1(A) = (6 \/EAZ)%E z, (i6 VkA?)

que cuando « = 1 se tienen las funciones de Bessel modificadas K,, y cuando
k = —1, seran las funciones de Bessel ordinarias J,.



44 CAPITULO 5. ANALISIS CUANTICO
El caso de « = 0 se resuelve aparte, para ese caso, la ecuacién diferencial es

A’ —qul =0 (5.19)

que haciendo el cambio «’ | = 7, se transforma a An’ — gn = 0 y que tiene como
solucién ;7 = noA? y regresando a la variable original, se integra, obteniendo

[u_.(A) = yoAl*a,

donde los valores plausibles para el pardmetro ¢ < -1, de tal manera que se
tendrd un comportamiento decayente de la funcién de onda de este modelo, lo
cual indica que cuando la constante cosmolégica A = —87Gpu_; el universo deja
de ser cudntico.

5.1.2. Era con polvo (y = 0), universo plano (« = 0) y g # 0.

En este caso la ecuacion (5.5) se expresa como:

Aug — quor + (coA? + 48AA g = 0, (5.20)

1
De nueva cuenta, introduciendo un cambio de variable z = BA3 — A = (/5,)3, con

B= % 3IA], lo cual lleva a que A < 0, entonces se tiene

4 ai)a
dA 'BB dz
g . zzéd2 z\} d
= ) arel) &

que mediante la sustitucién correcta en la ecuacién (5.20) se obtiene

d’uy  dug 384G 48|A| 2-¢q
— +[t-b =0, t="——"" by= ——, a = —=, (5.21
e 2 +a 0 +[ 0z] ug con % 0 952 a 3 ( )

s SE _1
Lo cual, afiadiendo una nueva transformacion uy = e~ 2*w(z), lleva a

dug 1.1 _Ll,dw
— = ——e w4 3t—,
m 26 w+e "
d*ug 1 _1 1, dw 1 d?w
—2 = Lz lw-ze 2P/ tze 20—
= € W N ke Yo
la cual es una ecuacidn tipo hipergeométrica para w(z)
d? d
z—vx+(a—-z)—w—nw=0 (5.22)
dz dz

I
i
|
J

:.4 I,‘ 2 I = -.n: —_
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conn = § - -I—%;Aﬁill que es la forma de la ecuacién hipergeométrica degenerada

| F1(n, a;z) con soluciones: [32]

[ 1Fi(na;2) 5.23
w(Z)-{ T Fin+1-a,2-a;2) (5.23)

Que en términos de la variable original A, se lee como:

1343
e 3P | Fy(n, a; BA)
HolA) = 1_;4 . . (5.24)
(/3A3) e P (Fi(n+1-a,2-a;pA%)
en donde
4+q 16nGuo 4+q
ol el 2-o=—2,
n+l-a 3 Nk 17 3
5.1.3. Fluido rigido (y = 1) y universo plano (x =0) y q # 0
La ecuacién (5.5) para este estadio se expresa de la forma:
A — qui, +48(AA° + 8nGuA™ ) uy =0, (5.25)

1
- BE 3 .
Usando la transformacién x = %843, - A = (43" ) , usando las respectivas

3

derivadas

2
fd
LI 4\/3/\( S ) =,

dA 43N] dx
4 1
d? 3x \3 &2 ( 3x )’5 d
— = 48A — +8V3A —ry
dA? (4 \/3A) dx? 43N/ dx

finalmente, definiendo a « = 384nGp,, { = 2—;—" yags=s \/TE se llega a la siguiente
ecuaci6n diferencial:

duy L duy B
4 B oo 5.26)
a2 | x dx +[1+x2 (

Al hacer la comparacién de la ecuacion anterior con la ecuaci6n diferencial [33]

x2y" +axy’ +(bx™ +c)y =0

cuya solucién es

=4 m 1
Y(x)=xl_2_zv(% ‘/Ex’f), v=-’£\[(l—a)2—4c.
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en donde Z, es la ecuacion diferencial de Bessel genérica de orden v. Haciendo las
comparaciones correspondientes, se puede ver que x — x, b=1, m=2, ¢ = g2, asi, la
solucién para (5.25) esta dada por:

- A%ﬂzv[@/ﬁ) - % J+ 92— 15367Gy; (5.27)

el orden v puede ser real o imaginario, pero dados los valores que puede tomar el
pardmetro g, éste orden serd imaginario.

En esta caso, las expresiones exactas de las soluciones dependeran del signo de la
constante cosmoldgica y del pardmetro v.

1.- A <0, la funcién Z, se convierte en las funciones de Bessel modificadas, ya sea
I, 0 K, dependiendo de las condiciones de frontera, esto serd asi para cualquier
forma de orden real o imaginario.

2.- A > 0, las funciones Z, se transforman en la funcién de Bessel ordinaria, cual-
quiera de las dos, J, o Y,; dependiendo de nueva cuenta de las condiciones de
frontera, siendo asi para cualquier forma del orden, real o imaginario.

5.2. Segundo enfoque, soluciones a la ecuacion (5.6)

Abhora el enfoque que se le dard a la solucién viene dado desde el potencial efectivo
5.7

12€4) 1
Uefec‘!ivo o S (Cp G5 _f)

=3y+1 4 2 P p
5 = 384nGuy AT - 4BAAT + 14dkA?, €, = 2(1-%)

2 2/
(5.28)
La ecuacién de WDW (5.6) describe el movimiento de una particula con energia
cero en el campo de potencial efectivo U, fecrivo, dado que toma la forma de la ecuccién

de Schrodinger unidimensional, vease la figura (5.1)

El espacio entre la energfa total y la curva de potencial cerca del origen permitird
construir una regién de radio Ao, dicha regién servird como una barrera ficticia para
estudiar el comportamiento de una onda que viaja de derecha a izquierda y debe atra-
vesar esa region para hacer el limite Ag — 0.

12_C£
Cerca del origen, este tipo de potencial va a infinito bajo la ley Uefectivo ~ — —C%“’—).
Es bien conocido que este caso es un estadio intermedio cuando hay un estado estacio-
nario y cuando ocurre el colapso de una particula en el origen de coordenadas[34].
Cerca del origen la solucién a la ecuacién (5.6) es de la forma ¥ — A*, que al sustituir-
la en la ecuacién es

) 12Cy
s"—s+4=0, conid = Cp+—w
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U(A)

=50 F

-100

-150

, G e po e gk

Figura 5.1: La linea azul representa la energia total igual a cero, la curva roja representa
la energia potencial dado por la ecuacién (5.28) considerando una etapa de inflacién
(y = -1) y un universo plano (x = 0)

cuyas raices son

1 1 1 1
= - -—— = - — _._/L
=gty gL 2T5 4

Considerando una vecindad de radio A cerca del origen del universo se puede sus-
tituir la funcién —Z"z por —;"7 en la frontera, con lo cual se puede determinar la funcién

de onda alrededor de esa vecindad y posteriormente se hace el limite cuando Ag — 0
para poder determinar si la funcion de onda se colapsa en el origen.

Se analizan dos casos con la constante 1> § y 4 < §.

" A<
Para este caso, ambas raices son reales, con sy > so > 0y s; — 52 = % 1-4A.
Cuando A > A0 (fuera de la vecindad) la funcién de onda es

U1 = a1A®l + apA*?, a; constantes de integracion.
Para cuando A < A (dentro de la vecindad), pero finita en el origen,
A
Yir=as sin(iA),
Ao

En la frontera A = A, y por condiciones de continuidad de la funcién y su deri-
vada, se tiene
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Y1(Ao) a 1Ay +amAl = yii(Ag) = azsin(VA), (5.29)

¥(Ao)

A+ arA2 " = yi(Ao) = 03%—3 cos(V2),  (5.30)

Dividiendo (5.30) entre (5.29) y haciendo un poco de dlgebra, se llega a

S|A(s)l_s2 + Zilsz

51-52 . 62
AO + ap

VA cotan V2 = (5.31)

la cual se resuelve para el cociente de las constantes ;—'%, que da como resultado

= _ VO
-;lz— = % A(X)1 52 = constanteAZ V1~*, g = VAcotan VA # 0. (5.32)
1 -5

al tomar el limite Ag — 0, con a; # 0, podemos ver que es necesario que a; = 0,
por lo cual la solucién para la parte externa de la vecindad es da la forma y; =
arA°L.

1
/l>z

Para este caso las raices son complejas, s; = % + % V41-1,y sz = s}, con lo cual

s1— sy =iV4al-1.

Siguiendo el mismo procedimiento que en el caso anterior, se llegaal cociente de
las constantes de la forma

a o AT
2 —cte. AB‘ 2 = cte. Ay sl

ay
al tomar el limite a cero se puede ver que no estd definido, entonces pasar hacia

el limite Ap — 0 es imposible.

La solucién real para este caso toma la forma

- Acos[% Ny 1Ln(—§-)+b], (5.33)
0

con a y b constantes. Al graficar esta funcién (figura (5.2), se puede verl el com-
portamiento con infinitos ceros cuando se acerca al limite Ap — 0, lo cual implica
que la funcién de onda se colapsa en el origen del universo. Esto se concluye al
suponer que la funcién de onda viene de fuera de la frontera del drea de radio Ay.

Esto tltimo implicaria que la particula se colapsa en el origen del universo, lo
cual dirfa que éste anélisis fortalece el concepto de big bang del universo.

il
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a\/T cos[— \ 4lamda -1 Lv{———]+b) 025 b
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Figura 5.2: Esta funcién presenta multiple ceros cuando el factor de escala tiende a
cero, como se muestra en la secuencia siguiente. Los valores de las constantes fueron
a=1,Ag = 1,b =%, 2 = 1 dado que se pide que 1 > §

La ecuacién de WDW (5.6) donde se puede ver el término cuarto en el factor de
escala de la ecuacién (5.28), k = 0, tiene por solucién las funciones Bessel ordinarias
de orden imaginario[35]

‘p:x/Zzy(%\//’sAé), v==Va1-1, P =384rGv_| +48A.

[OS) R
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Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se ha visto como a partir de una propuesta alternativa, la
cual implica un término cosmoldgico que puede ser variable en el tiempo, se obtienen
resultados que son equivalentes (o si se prefiere, iguales) a los que se obtienen cuando
la propuesta es que ese término cosmoldgico sea la Constante Cosmoldgica.

En el capitulo 4 se vio que es posible construir un Lagrangiano para una cosmolo-
gia que contenga el término variable en el tiempo, y que a partir de ese Lagrangiano es
posible obtener las ecuaciones de Einstein y la ecuacién de Klein-Gordon, las cuales se
resolvieron para diferentes escenarios, en los cuales se puede ver que las soluciones son
concordantes con las observaciones y con otras teorias que predicen comportamientos
similares. En el capitulo 4 se mostr6 que al trabajar con el lagrangiano, es decir, al ha-
cer las variaciones correspondientes se obtienen las mismas ecuaciones de Einstein y
Kleing-Gordon que cuando se trabaja desde el método de Hamilton-Jacobi, esto quiere
decir que las soluciones en ambos casos son las mismas y ambos métodos son equiva-
lentes.

Al resolver el caso del término cosmoldgico variable en el tiempo se encontré la
forma que toma el potencial de acuerdo al factor de escala, para eso se usaron dos hip6-
tesis las cuales parecen ser correctas para desarrollar esa parte del trabajo. La primera
definiendo la densidad del campo ¢ proporcional a p, en la cual se obtienen exactamen-
te las mismas ecuaciones que en las secciones anteriores de este capitulo, y la segunda
propuesta va en el sentido de obtener soluciones (cuando k = 0) si wg = v, esto es, que
las constantes de proporcionalidad de la ecuacién barotrépica del campo y del fluido
barotrépico del universo sean iguales, es decir, que evolucionen de igual manera, estas
soluciones se dan, primero cuando 0 < wg =y < 1,y lasegunda cuando —1 < wy =y < 0.

En el capitulo 5 se han encontrado soluciones exactas al planteamiento cuéntico del
problema haciendo uso de tres propuestas con las cuales se ataca el problema, la prime-
ra de ellas fue cuando el potencial V(¢) = 2A y se tiene el caso inflacionario, ademas se
consideraron valores diferentes de cero para el pardmetro m que aparece en la ecuacion
(5.9), obteniendo soluciones en términos del factor de escala dadas con funciones tipo
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Bessel ordinarias. El caso cuando m = 0 da soluciones tipo Bessel modificadas cuando
k = 1, Bessel ordinarias cuando kappa = -1, para el caso cuando « = 0 la solucione ob-
tenida indica que bajo cierto valor del término cosmoldgico el universo deja de tener un
comportamiento cudntico. Mds atin, se encontraron soluciones para valores de y # —1.
La segunda propuesta se da al buscar soluciones a la ecuacién (5.6) haciendo uso de
un potencial efectivo, analizando casos particulares de 4 > § y 1 <  encontrando asf
la forma que toma la funcién de onda, en el segundo caso se encuentra que la particula
colapsaria en el origen, lo cual da un refuerzo al concepto de Big Bang del universo.

En general se puede decir que este trabajo ha dado herramientas suficientes para
poder decir que el método variacional con el método de Hamilton-Jacobi son equiva-
lentes cuando se trata de problemas con término cosmolégico variable en el tiempo y
que se obtienen soluciones equivalentes entre aquellas teorias covariantes y aquellas
que no consideran la covarianza. También se puede decir que al considerar el término
cosmoldgico variable en el tiempo se estd reforzando la teoria del big bang desde una
perspectiva que no habia sido abordada hasta ahora.

Ademais se pude decir que a escalas cosmoldgicas los métodos covariante y no co-
variante son equivalentes (al menos en este modelo y bajo las consideraciones hechas).

Las perspectivas que quedan es hacer un andlisis buscando soluciones en las cuales
k # 0 en la parte cldsica del trabajo y buscar una generalizacién de la equivalencia de
las teorias covariantes y no covariantes para otros modelos que acepten la propuesta de
un término cosmoldgico variable en el tiempo.



Apéndice A

Codigo REDUCE

%****************************************************************;

% file lam-frw.red, 22.12.2011, jsoc;

% This file contain the metric FRW with perfect fluid as matter field;

% in the variable cosmological term theory, with signature (-, +, +, +)
%****************************************************************;

on nat;
on nero;

dimension:=4;
DIM:=dimension-1;

operator a,x,presion,density,fi,f,n,h,q;

depend A, t;
depend f£,t;
depend fi,t;
depend h,r;
depend q,r;
DEPEND N, t;
DEPEND presion,t;
DEPEND density,t;

%omega:=1;

% ______________________________________________________
"%  coordenadas del sistema

% ______________________________________________________
x(8):=t;

X(1)i=x:

x(2) :=theta;

x(3)z=phi;
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array gd(dim,dim), gu(dim,dim);
gd(0,0) :=-N**2§
gd(1,1):=A**2/(1-kappa*r**2)$
gd(2,2) :=A**2%r**2§

gd(3,3) :=A**2*r**2*sin(theta) **2$

%gd(0,0) :=-n**2$

%gd(1,1) :=R**2$

%gd(2,2) :=S**2§

%gd(3,3) :=s**2*x (1) **2+R**2$
%9d(2,3):=x(1)*S**2$
%g9d(3,2):=x(1)*S*%2$%

matrix mgll(4,4),mghh(4,4);
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% transformation of array to matrix to array;
%********************************************************-
’

for I:=0:dim do for j:=0:dim do

<< mgll(j+1,I+1):=mgll(I+1,j+1):= gd(I,j);

write mgll(j+1,i+1):=mgll(j+1,i+1)>>;

for all y let abs(y)=y;
mghh:=1/mgll;
gdet:=det(mgll);
%%%%%% auxiliar step %%%%%x%%%%:;
h:=-gdet;
q:=(1-kappa*r**2)*h;
%6%6969676%6696%6 9696766667696 965676969676 %66%6%6%
sgdet:=sqrt(q);

Op ¥ ¥ e e e e v oo e de e e e e de de e o o ol e e e o de o o e e e e o o o e e sl sl e e e e e e e e e e o o e ke
’

% Tensor metrico contravariante

%************************************************ﬁ*******-
'

for I:=1:4 do for j:=1:4 do
<<gu(I-1,j-1):=gu(j-1,I-1):=mghh(I,]);
write gu(I-1,j-1):=gu(j-1,I-1)>>;

%**************************************-
’

% cuadri-velocidad covariante
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%******'k*******************************; V
array ud(dim),uu(dim); rs:=FOR i:=0:DIM SUM for j:=0:DIM sum gu(i,j)*ricci(i,j);
ud(0) :=-sqrt(-gd(0,0));ud(1) :=0;ud(2) :=0;ud(3) :=0; I '
e S i
%**************************************; % Calculo del tensor de Einstein ;
% cuadri-velocidad contravariante ; ‘ %967696766766366766 366766766966 6676676 9676966 %66 66 %696 9696 6969696 %696 %696 %6 %6 %696 %6 %6 %6
%**************************************;
array einstein(dim,dim);
: FOR i:=0:DIM DO FOR j:=0:DIM DO
for I:=0:dim do write uu(i):=gu(i,i)*ud(i); [ l WRITE einstein(i,j):=ricci(i,j)-rs*gd(i,j)/2 -gd(i,j)*lamda;
| %96%6%69676696 7666766769696 766696 9676969696 %6766 696 96766 %676 969696 %676 %6 %6 %6 %6676 %6 %6%6 676 %6% 3
o= = === e s % tensor termino cosmologico en phi g
% Calculo de los simbolos de Christoffer : 5 %XK2%%6%6%6%%6%6267%6%6 966696 %6 67676969666 %6 56767696 76066696 96676767676 %6.%6.96 969696 %6676
Y = = = == e s } array exophi(dim,dim);
i

FOR i:=0:DIM DO FOR j:=0:DIM DO
<< WRITE exophi(I,j):=-omega*(DF(fi,x(i))*DF(fi,x(j))
- for k:=0:dim sum for 1:=0:dim sum (1/2)*gd(i,j)*gu(k,l)*df(fi,x(k))*df(fi,x(1))
+ gd(d, j)*H>>;

array csl(dim,dim,dim), cs2 (dim,dim,dim);
FOR I:=0:DIM DO FOR J:=I:DIM DO
<< FOR k:=0:DIM DO
cs1(3,I,K):=cs1(1,J,K):=(DF(gd(1,K),x(3))+ DF(gd(3,K),x(I))
-DF(gd(1,1),x(X)))/2;
FOR K:=0:DIM DO WRITE cs2(J,I,K):=cs2(I,],K):= FOR L:=0:DIM
SUM gu(K,L)*cs1(I,J,L)>>;

%%69696767669696766696760696 56769696 %6766 6767666769696 56767696 96 %676 %66 676 %696 967676 %6 969676 %6666 3
% Construccion de tensor de energia de campo escalar up;
%%69696%6269696766696 769696 96767696 9676069676766 56769696 567660696 %6 7676966769696 969676 %696 %676 %6 9696.% 3
array afil(dim,dim),bfil(dim,dim),temufi(dim,dim);

FOR i:=0:DIM DO FOR j:=0:DIM DO
<< WRITE afil(i,j):=(omega/2)*(
for k:=0:DIM sum for 1:=0:DIM sum gu(i,k)*gu(j,l)*df(fi,xk))*df(£fi,x(1)) )>>;

array rie(dim,dim,dim,dim);
FOR i:=0:DIM DO FOR J:=i+1:DIM DO FOR k:=i:DIM DO
FOR L:=k+1: IF k=i THEN j ELSE DIM DO
<< WRITE rie(j,i,l,k) := rie(i,j,k,1):= FOR q:=0:DIM
SUM gd(i,q)*( DF(cs2(k,j,q),x(1)) -DF(cs2(j,1,q),x(k))
+ FOR p:=0:DIM SUM (cs2(p,l,q)*cs2(k,j,p)-cs2(p,k,q)*cs2(1,3,p)));
rie(i;j,1l;kK)=-rie(d;j;k;1);
rie(j,i k;1)=-ried,j;k:1);
IF i NEQ k OR j>1
THEN <<rie(k,1,i,j) :=rie(l,k,j,i):=rie(d,j,k,1);
rie(l.k;dsj) o= =rie(d;j, k1)

FOR i:=0:DIM DO FOR j:=0:DIM DO
<< WRITE bfil(i,j):=Comega/2)*(1/2)*gu(i,j)*(for k:=0:DIM sum for
1:=0:DIM sum gu(k,l)*df(fi,x(k))*df(£fi,x(1)))>>;

FOR i:=0:DIM DO FOR j:=0:DIM DO
<< WRITE temufi(i,j):= ( afil(i,j) - bfil(d,jd+ (1/2)*gu(d,jd)*f )>>;
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rieCk,l,j;1i) 5= =rie(d,j.k,1)>>>>;
%%6%6967666967696 696769696 9676966 5676966767696 67696967676 %696 567696 966767696 96967626 %696 % %6 6%6 3
b - % Calcula el tensor de energia momento :
% Calculo del tensor de Ricci - % de un fluido perfecto -
b e iataintalt ettt - et ;

array temd(dim,dim);
array temu(dim,dim);

array ricci(dim,dim);
FOR I:=0:DIM DO FOR j:=0:DIM DO
’ WRITE ricci(j,i):=ricci(i,j):= FOR p:=0:DIM SUM FOR q:=0:DIM
SUM gu(p,q)*rie(q,i,p,j); FOR I:=0:DIM DO FOR J:=0:DIM DO
<< WRITE temd(i,j):= presion*gd(i,j)+((presion+density)*ud(i)*ud(j))>>;
FOR I:=0:DIM DO FOR J:=0:DIM DO
<< WRITE temu(i,j):= presion*gu(i,j)+((presion+density)*uu(i)*uu(j))>>;
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%  Calcula la derivada de las ecuaciones del tensor ;
% de energia-momento de campos de materia H

array dtemu(dim),dtemufi(dim),sumdte(dim);
FOR I:=0:DIM DO

<< WRITE dtemu(I):= FOR J]:=0:DIM
SUM ( df(temu(I,J),x(J)) + FOR L:=0:DIM

SUM ( temu(J,L)*cs2(j,L,I) + cs2(J3,L,))*temu(I,L) ) )>>;

FOR K:=0:DIM DO
<< WRITE dtemufi(K):= FOR J:=0:DIM
SUM ( df(temufi(K,J),x(J)) + FOR L:=0:DIM
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SUM ( temufi(J,L)*cs2(j,L,K) + cs2(J,L,))*temufi(K,L) ) )>>;

% el signo - en exophi es por el codigo de reduce;

FOR I:=0:DIM DO
write sumdte(i):=8*pi*gn*dtemu(i)- dtemufi(i);

array fieldeq(dim,dim), field(dim,dim);
ka:=8*Pi*GN;
for all y let abs(y)=y;

FOR i:=0:DIM DO FOR j:=0:DIM DO
WRITE fieldeq(i,j):=einstein(i,j)+ka*temd(i,j)-exophi(i,j);

for k:=0:dim do for j:=0:dim do

WRITE field(k,j):= for i:=0:dim sum gu(k,i)*fieldeq(i,j);
%%6%%%6%%%%%%%%% cosmological term %%X%X%%%dskndkds%d%ds;
%%%%%checado y esta bien con las constantes del paper%
%fi:=b*log(x(0)); %caso polvo, gama=0%
%f:=c*a**(-3); %caso polvo, gama=0%
%696%676%6%6%6%6%6%6%36%6%
%f:=c*a**(-4); %caso radiacion, gama=1/3%
%fi:=b*log(x(0)); %caso radiacion, gama=1/3%
%6%9696%6%669676%66 67696 %%%
ns=1:
"lamda:=0;
omega:=1;
kappa:=0;
%%696%676%696%6%%6%6%%
%presion:=0; %caso polvo, gama=0%
%density:=m0@*a**(-3); %caso polvo, gama=0%
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%a:=(a0*x(0))**(2/3); %caso polvo, gama=0%

%96%6%96%6%6%%6%%
%presion:=(1/3)*density; %caso radiacion, gama=1/3%
%density:=ml*a**(-4); %caso radiacion, gama=1/3%

%a:=(al*x(0))**(1/2); %caso radiacion, gama=1/3%
%9696%696%6696 7669676676766 7696966 9676969606 9676676 766266 %6766 6966 60696 %9696 %6 %6 % %66
presion:=-(2/3)*density; %caso inflacion, gama=-2/3%
density:=ml*a**(-1); %caso inflacion, gama=-2/3%
a:=(al*x(0))**(2); %caso inflacion, gama=-2/3%
fi=c*a**(=1):

fi:=b*log(t);

%a:=a0*x(0);

F%6%6%6%667%676%66%6%6%%6%

%operator rr,pp;

%depend rr, fi;

%depend pp, fi;

%kappa:=0;

%lamda:=0;

Xf:=fi;

¥n:=1;

%gama:=1;

%density:=ml1*a**(-6);

%presion:=gama*density;
%omega*df(£fi,x(0))**2/2-fi:=pp;
%omega*df(£fi,x(0))**2/2+fi:=rr;

%omegafi:=1;

%pp:=omegafi*rr;

%df(£i,x(0)) :=sqrt(2*m/(3*(m+1)*t**2));
%%%%gamma=-1; funciona el metodo
%a:=e**(sqrt(8*pi*gn*ml*(m+1)/3)*x(0));
%%%%gamma=1; si funciona el metodo
%a:=(3*sqrt(8*pi*gn*ml* (m+1)/3)*x(0))**(1/3);
%%%%gamma=1/3; no funciona el metodo

%df(£fi, t):=2*sqrt(f);

%a:=(2*%sqrt (8*pi*gn*ml*(m+1)/3)*x(0))**(1/2);
%%%%gamma=0; no funciona el metodo
%df(£fi,t):=sqrt(2*f);

%a:=((3/2)*sqrt(8*pi*gn*m1* (m+1)/3)*x(0))**(2/3);
%fi:=sqrt(2)*c*x(0);
%a:=((c/b)*csch(-sqrt(3)*c*x(0)))**(1/3);
%n:=24%a**3;

%gama:=-1;

%density:=m;

%lamda:=0;

%kappa:=0;

%presion:=gama*density;

for k:=0:dim do for j:=0:dim do
WRITE field(k,j):= for i:=0:dim sum gu(k,i)*fieldeq(i,j);
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% ecuacion del campo phi, D’alambertiano, f:=fi
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
<< write dalamber:=FOR i:=0:DIM sum FOR j:=0:DIM sum
omega*gu(i,j)*( df(fi,x(i),x(j))-for 1:=0:dim sum cs2(di,j,1)*df(fi,x(1)) )
P>
<<write dala:=df(fi,x(0))*dalamber - df(f,x(0))>>;
%
ORI 606666 666K 6 T I66 6062666626696 7666 667696 %6 76667696 967666 % %6.266.967696%6 5
%el factor df(fi,x(®)) aparece en el calculo del campo fi;
BRI I6 6667666269676 766 7661676696 66766966 %626 %6 %696 167661666 3

R 08 0666666 6% 6% 0660669626266 266 766 66766 D6676 696 5696966 %626 %66 %16 76%6 3
%shut "f.dat";

fii:=(omega/2)*(for i:=0:dim sum for j:=0:dim sum gu(i, j)*DF(£fi,x(i))*DF(£fi,x(j)))-£;

lagrangian:=sgdet*(rs+2*lamda +fii + 16*pi*G*density);
SHOWTIME;
END;
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